
 

密度梯度柱壳链的弹性波传播特性研究
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摘要　均匀圆柱壳链可以调控弹性波传播, 引入密度梯度有望进一步提高波形调控能力. 通过建立密度梯度柱

壳链的细观有限元模型和连续介质模型, 研究了密度梯度柱壳链的弹性波传播特性. 通过将密度梯度柱壳链等

效为变密度连续介质弹性杆, 建立了其在应力脉冲作用下的控制方程. 运用拉普拉斯积分变换方法, 考虑杆中

密度遵循线性分布, 获得了方程的解析解. 以三角形应力脉冲作用为例, 通过与细观有限元模拟结果比较, 发现

解析解可以较好地预测梯度柱壳链中载荷的演化趋势. 正梯度链中载荷峰值随着波传播逐渐增大, 负梯度链中

载荷峰值随着波传播逐渐减小. 正梯度链支撑端峰值载荷高于均匀链, 负梯度链支撑端峰值载荷低于均匀链, 这
表明相较于均匀柱壳链, 密度梯度柱壳链可以在更大范围内对波形进行调控. 线性密度梯度参数对梯度柱壳链

的波形调控能力影响较大, 梯度参数越小, 传递到支撑端的峰值载荷越小; 相反, 梯度参数越大, 支撑端的峰值

载荷越大. 建立的理论模型及其解析解为研究梯度柱壳链中应力波传播规律及揭示载荷调控机理提供了理论基础.
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Abstract     Uniform cylindrical shell chains can control elastic wave transmission, and introducing density gradient may
further improve the ability of waveform control. The propagation behavior of elastic waves in the density gradient
cylindrical shell chains was studied by developing a mesoscale finite element model and a continuum-based model. By
equivalent the density gradient cylindrical shell chain to a variable density elastic rod, the governing equation of the
density gradient chains under a stress pulse excitation was established. Based on the Laplace integral transformation and
considering the linear density distribution in the rod, the analytical solution of the equation was obtained. Compared with
the meso-finite element simulation results, it is found that the analytical solution can well predict the force evolution
trend of the graded cylindrical shell chain under the excitation of a triangular stress pulse. The results show that the peak
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force in the positive gradient chain gradually increases with the wave propagation, while that of the negative gradient
chain gradually decreases with the wave propagation. The peak force at the support end of the negative gradient chain is
smaller than that of the uniform chain, while that of the positive gradient chain is greater than that of the uniform one. So
the waveform control ability of the density gradient cylindrical shell chains is better than the uniform chain. The linear
density gradient parameter has great influence on the waveform control ability of the density gradient cylindrical shell
chains. The peak force transmitted to the support end increases with the increase of the density gradient parameter, and
thus the density gradient cylindrical shell chain can control the stress pulse in a wider range. The theoretical model and its
analytical solution provide a theoretical basis for studying the stress wave propagation law and revealing the force
regulation mechanism of the graded cylindrical shell chains.

Key words    waveform control, graded cylindrical shell chains, stress pulse excitation, continuum model, analytical
solution

 

引 言

多胞结构具备调控波形的潜力, 在冲击缓冲、

脉冲传输和信号屏蔽等领域存在广泛的应用[1-10]. 多
胞结构中的波传播行为受其胞元形状和基体材料属

性的影响, 可能呈现孤立波、稀疏波或冲击波的特

征[11]. 因此, 通过对单个胞元的几何构形和材料性能

进行设计, 有望发展出新型波传输结构, 以实现对载

荷和波形的调控.
不同于密实材料, 多胞结构中含有大量空穴, 为

微结构设计提供了充足的空间. 通过控制多胞结构

的相对密度 ρ 可以改变多胞结构的等效弹性模量

E[12], 其中 ρ 定义为多胞结构质量与同体积的实心材

料质量之比[12-16]. 对于不同类型的多胞结构, 其等效

弹性模量与相对密度通常呈幂律关系[14]

E(ρ) = E0ρ
n (1)

式中, E0 和 n 是材料参数. 幂指数 n 依赖于多胞结构

的微结构类型和基体材料性质. 例如, 对于热丝熔融

沉积制造的闭孔聚乳酸 (PLA)泡沫, 幂指数为 1.5[13];
对于开孔泡沫, 幂指数为 2[14-15]. 这些研究揭示了基

体材料和微结构类型对均匀多胞结构弹性力学行为

的影响, 为波形调控设计提供了基础性认识. 一些研

究通过改变多胞结构的相对密度进行波形调控, 例
如, 对于均匀圆柱壳链结构, 通过改变壁厚 (相对密

度) 可以控制链结构中的稀疏波传播, 径厚比越大,
冲击缓冲效果越好[11]; 对于复合球壳链结构, 其材料

密度和壁厚越小, 链中球壳之间的动态接触力越小[17].
这些研究表明多胞结构具有一定的波形调控能力.

通过引入密度梯度有望进一步提高多胞结构的

载荷调控能力. 例如, 对于线性密度分布的梯度蜂窝

结构, 动态冲击下正梯度结构可以降低冲击端载荷,
负梯度结构可以降低支撑端载荷[18]; 通过设计梯度

泡沫的密度分布可以保护冲击物体, 使其维持恒定

冲击力[19-20]. 这些研究中多胞结构主要基于材料大

变形和塑性耗散吸收能量从而衰减载荷. 实际上, 弹
性多胞结构也能呈现出较好的载荷调控性能, 不同

于传统的塑性耗散机制, 弹性多胞结构的载荷调控

机理为能量的再分布[21]. 例如, 3D 打印椭圆柱壳链

结构支持稀疏冲击波的传播, 在质量块冲击下, 链中

应变峰值随着波传播有着明显的衰减且不依赖于材

料塑性耗能[22]; 最近, Kim 等[23] 实验和数值研究了

3D 打印 PLA 梯度多胞柱壳结构的冲击缓冲性能,
表明负梯度柱壳链结构具有优异的载荷衰减能力,
并优于正梯度链结构. 然而, 梯度多胞结构中波传播

行为十分复杂, 尚缺乏表征其中弹性波传播的理论

模型. 近期, 基于应力波理论[24], 彭克锋等[25] 建立了

质量块冲击下均匀柱壳链中的弹性波传播等效模

型, 并采用拉普拉斯积分变换方法获得了该模型的

解析解. 在均匀柱壳链的基础上, 本文进一步研究梯

度柱壳链中的弹性波传播行为. 但是由于梯度的影

响, 理论模型的求解可能具有相当难度.
本研究运用密度梯度柱壳链的细观有限元模型

研究了三角形应力脉冲激励下链中的弹性波传播行

为. 通过将密度梯度柱壳链等效为密度梯度杆, 建立

了密度梯度柱壳链在应力脉冲作用下的控制方程,
采用拉普拉斯积分变换方法获得了解析解. 将理论

计算位移、载荷历史曲线与细观有限元模拟结果比

较, 以验证理论模型及其解析解的有效性. 进一步讨

论了线性密度梯度参数对支撑端载荷的影响, 分析

了密度梯度柱壳链的载荷调控性能. 
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1     数值模拟
 

1.1    密度梯度柱壳链的有限元模型

由圆柱壳有序排列组成的柱壳链结构是一种典

型的多胞结构, 其胞元中空且相对密度可以改变, 通
过调控单个圆柱壳的相对密度可以方便地构建密度

梯度柱壳链结构 .  单个柱壳的相对密度 ρ 定义为

πh(D−h)/D2, 其中 D 为圆柱壳外径, h 为壁厚. 本研究

中考虑柱壳链的相对密度沿加载方向 (X 方向)遵循

线性分布

ρ(X̄) = ρ0
[
1+γ

(
X̄−1/2

)]
, X̄ = X/L (2)

式中, ρ0 为平均相对密度, γ 为密度梯度分布参数并

满足−2 < γ < 2, L 为柱壳链长度. 本研究中单个柱壳

外径 D = 20 mm, 柱壳面外方向厚度 W = 10 mm, 柱

壳链长度 L = 360 mm, 每条链中含 18 个柱壳. 采用

ABAQUS/Explicit进行有限元模拟, 通过网格收敛性

分析 , 柱壳的单元尺寸取为 0.3 mm, 单个柱壳含

1920个六面体单元, 单元类型为 C3D8. 链中相邻柱

壳接触部分的节点绑定在一起, 并且这些节点的位

移被约束在 X 方向以形成连续稳定的一维堆积结

构. 模拟中采用硬接触描述所有的面接触行为, 摩擦

系数设置为 0.02[19]. 柱壳基体材料密度 ρs = 966 kg/m3,
弹性模量 Es = 1600 MPa, 泊松比 νs = 0.3[25].

三角形应力脉冲仅含有一个峰值, 通常被用来

分析结构中的波形变化[24, 26-27]. 考虑梯度柱壳链一

端受到三角形应力脉冲作用, 另一端固定, 如图 1. 三
角形应力脉冲斜率为 ξ, 上升时间为 t0, 下降时间也

为 t0, 总脉宽为 2t0, 峰值脉冲为 ξt0. 本研究中应力脉

冲较小, 不考虑材料塑性. 

  

fixed end
t

t0 2t0

σ

ξ

 
图 1   密度梯度柱壳链结构的细观有限元模型

Fig. 1    Meso-scale finite element model of a density gradient cylindrical shell chain
 

1.2    密度梯度柱壳链中的波传播特征

考虑三种密度梯度分布 (γ = −1, 0 和 1) 的柱壳

链受到三角形应力脉冲作用 ,  脉冲斜率 ξ   =
0.1 MPa/ms、上升或下降时间 t0 = 1 ms, 每条链的平

均相对密度 ρ0 = 0.2. 以作用时间 t = 2 ms时为例, 这
些柱壳链中的应力分布如图 2, 结果表明, 弹性波在

柱壳链中传播具备两个主要特征: (1)沿着柱壳向固

定端传播; (2)在相邻柱壳的接触区域呈现应力集中.
此时, 可以看到负梯度链中应力波传播最远, 正梯度

链中应力波传播最近. 这是由于负梯度链前半部分

的柱壳壁厚较厚, 柱壳的等效弹性模量较大, 所以波

速较快.
  

γ = −1

γ = 0

γ = 1

S, Mises/MPa
21.0
19.3
17.5
15.8
14.0
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10.5
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图 2   不同梯度柱壳链结构在 t = 2.0 ms时刻的应力云图

Fig. 2    Von Mises stress distributions of cylindrical shell chains with different density distributions at t = 2.0 ms
 
 

2     理论分析
 

2.1    计及密度梯度的波传播模型

采用一维应力波理论分析均匀圆柱壳链中的波

传播行为. 最近, 通过将均匀圆柱壳链等效为均质弹

性杆, 彭克锋等[25] 基于波动方程研究了链中的波传

播规律及波形弥散机理. 本研究中, 采用类似的方法,

将密度梯度柱壳链等效为密度梯度连续杆, 如图 3.
等效杆的长度为 L ,  沿 X 方向的相对密度分布为

ρ(X), 面内厚度为 W, 宽度与柱壳的直径 D 相等, 杆
的横截面积 A0 = DW. 需要说明的是, 文献 [25]考虑

了柱壳链的横向惯性效应对波传播的影响, 结果表

明, 横向惯性效应使波形振荡, 但对于长度较短的均

匀圆柱壳链, 其对波形峰值的影响不大[25]. 本研究中
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柱壳链长度较短, 因此, 不考虑横向惯性效应.
密度梯度杆的相对密度分布为 ρ(X), 则杆中运

动方程为

ρ(X)ρs
∂v
∂t
= −∂σ

∂X
(3)

E = E0ρ
3

ε = −∂u/∂X

v = ∂u/∂t

式中, σ, v, X, t 和 ρs 分别是应力、粒子速度、拉格朗

日位置、时间和基体材料密度. 已有研究表明圆柱壳

的表观弹性模量与厚径比的关系[28-29] 为 E ~ (t/R)3,
由于相对密度 ρ 正比于 t/R, 所以有   . 然后结

合应变 ε 与位移 u 的关系式   以及速度与

位移的关系式   , 式 (3)可改写为

ρρs
∂2u
∂t2 =

∂

∂X

(
E0ρ

3 ∂u
∂X

)
(4)

式 (4)为一个线性齐次偏微分方程, 满足叠加原

理. 因此, 在理论分析中, 先考虑杆端受到线性应力

脉冲作用, 再采用叠加原理, 即可适用于任意可线性

分解的应力边界条件, 例如, 边界受到三角形应力脉

冲作用.
考虑杆一端受到斜率为 ξ 线性应力脉冲激励,

另一端固定, 杆中的初始条件和边界条件为

u(X,0) = 0,
∂u
∂t

(X,0) = 0

−E(ρ(0))
∂u
∂X

(0, t) = ξt, u(L, t) = 0

■|||||■|||||■ (5)

C0 =
√

E0/ρs

将杆长 L、密度 ρs 和基体材料中的纵波波速

 作为特征参数, 引入以下无量纲参数

ū =
u
L
, X̄ =

X
L
, t̄ =

t
L/C0

, ξ̄ =
ξL

E0C0
(6)

然后结合式 (4) 和式 (5) 给出应力脉冲作用下密度

梯度杆中的无量纲控制方程

ρ
∂2ū
∂t̄2 =

∂

∂X̄

(
ρ3 ∂ū
∂X̄

)
, 0 < X̄ < 1, t̄ > 0

ū(X̄,0) = 0,
∂ū
∂t̄

(X̄,0) = 0

ρ3(0)
∂ū
∂X̄

(0, t̄) = −ξ̄t̄, ū(1, t̄) = 0

■|||||||||||■|||||||||||■
(7)

X̄ t̄式 (7) 为含自变量   和   的偏微分方程组, 可采用拉

普拉斯积分变换方法对其求解. 

2.2    拉普拉斯积分变换求解

ū t̄对   进行拉普拉斯变换, 从时域   变为像域 s, 有

U(X̄, s) =
∫ ∞

0
ū(X̄, t̄)e−st̄dt̄ (8)

式中, s 是复变量. 将式 (8) 分部积分并应用初始条

件, 然后代入式 (7)可以得到

s2ρU =
d
dX̄

(
ρ3 dU

dX̄

)
, 0 < X̄ < 1

ρ3(0)
dU
dX̄

(0, s) = − ξ̄
s2 , U(1, s) = 0

■||||||■||||||■ (9)

引入

τ(X̄) =
∫ X̄

0
ρ−1(X̄)dX̄ (10)

和

w(τ, s) =
U(X̄, s)

g(X̄)
(11)

式 (9)可以写成刘维尔标准型

d2w
dτ2 −

(
s2+q(τ)

)
w = 0

ρ3(0)
d
(
w(τ, s)g(X̄)

)
dX̄

||||||||
X̄=0

= − ξ̄
s2 , w(T, s) = 0

■||||||||■||||||||■
(12)

g(X̄) = ρ−1(X̄) T = τ(1)式中,    ,    , 以及

q(τ) = ρ′(X̄)2+ρ(X̄)ρ′′(X̄) (13)

X̄其中撇号表示对    求导. 本研究中杆的密度遵循线

性分布, 式 (13)可以简化为

q(τ) = ρ2
0γ

2 (14)

于是, 式 (12)可以写作

d2w
dτ2 −

(
s2+ρ2

0γ
2
)
w = 0

ρ3(0)
d
(
w(τ, s)ρ−1(X̄)

)
dX̄

||||||||
X̄=0

= − ξ̄
s2 , w(T, s) = 0

■||||||||■||||||||■
(15)

式 (15) 的第一个方程为二阶常微分方程, 其解为

w(τ(X̄), s) = A(s)e−βτ(X̄)+B(s)eβτ(X̄) (16)

β =
√

s2+ρ2
0γ

2式中, A(s) 和 B(s) 是待定系数,    . 基于

式 (15)的定解条件, 有

ρ(0)
[
β (B−A)− (A+B)ρ0γ

]
+
ξ̄

s2 = 0

Ae−βT +BeβT = 0

■|||■|||■ (17)

式 (17)给出

 
σ  

X 

ξ t ρ (X)

 
图 3   密度梯度杆受到线性应力脉冲作用

Fig. 3    A density gradient rod subjected to a linear stress pulse
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A =
ξ̄

s2ρ(0)
[
β+γρ0+ (β−γρ0)e−2βT ]

B =
−ξ̄e−2βT

s2ρ(0)
[
β+γρ0+ (β−γρ0)e−2βT ]

■|||||||■|||||||■ (18)

将式 (18)代入式 (16), 得

w(τ(X̄), s) =
ξ̄ sinh

[
β
(
T −τ(X̄)

)]
s2ρ(0)

[
βcosh(βT )+γρ0 sinh(βT )

] (19)

将式 (19)代入式 (11), 可以得到

U(X̄, s) =
ξ̄ sinh

[
β
(
T −τ(X̄)

)]
s2ρ(0)ρ(X̄)

[
βcosh(βT )+γρ0 sinh(βT )

] (20)

进一步考虑 U 的拉普拉斯逆变换

ū(X̄, t̄) =
1

2πi

∫ ω+i∞

ω−i∞
U(X̄, s)est̄ds (21)

式中, ω 是实变数. 将式 (20)代入式 (21), 得到

ū(X̄, t̄) =
ξ̄

ρ(0)ρ(X̄)
·

1
2πi

∫ ω+i∞

ω−i∞

est̄ sinh
[
β
(
T −τ(X̄)

)]
s2 [

βcosh(βT )+γρ0 sinh(βT )
]ds

(22)

式 (22) 可以通过留数定理求解. 令式 (22) 中被积分

式的分母为 0, 即

s2 [
βcosh(βT )+γρ0 sinh(βT )

]
= 0 (23)

可见积分式 (22)有二重奇点 0和简单奇点 sk =
iηk (k = ± 1, ± 2, ± 3,···), 实数 ηk 通过下式计算

γρ0 tanh
(
T

√
ρ2

0γ
2−η2

k

)
= −

√
ρ2

0γ
2−η2

k , η2
k < ρ

2
0γ

2

γρ0 tan
(
T

√
η2

k −ρ
2
0γ

2
)
= −

√
η2

k −ρ
2
0γ

2, η2
k ⩾ ρ

2
0γ

2

■|||||■|||||■
(24)

式 (24) 有无穷多个实根, 并且正根和负根存在一一

对应关系. 留数定理给出

ū(X̄, t̄) =Res
[
U(X̄, s)est̄,0

]
+

∞∑
k=−∞
(k≠0)

Res
[
U(X̄, s)est̄, sk

]
(25)

在 0点处的留数为

Res
[
U(X̄, s)est̄,0

]
= lim

s→0

d
ds

[
U(X̄, s)est̄ s2

]
=

ξ̄e−Tρ0γ sinh
[
ρ0γ

(
T −τ(X̄)

)]
t̄

(1−γ/2)
[
1+γ

(
X̄−1/2

)]
ρ3

0γ
(26)

在 sk 处的留数为
∞∑

k=−∞
(k≠0)

Res
[
U(X̄, s)est̄, sk

]
=

∞∑
k=−∞
(k≠0)

lim
s→sk

U(X̄, s)est̄ (s− sk)

(27)

考虑正负根的一一对应关系, 式 (27)可以简化为

∞∑
k=−∞
(k≠0)

Res
[
U(X̄, s)est̄, sk

]
=

−2ξ̄

ρ2
0 (1−γ/2)

[
1+γ

(
X̄−1/2

)] ∞∑
k=1

(ηk>0)

sin(ηk t̄)S (τ(X̄))
Dkη

3
kS (0)

(28)

式中

S (τ) =

■|||||■|||||■
sinh

[√
ρ2

0γ
2−η2

k (T −τ)
]
, η2

k < ρ
2
0γ

2

sin
[√

ρ2
0γ

2−q0 (T −τ)
]
, η2

k ⩾ ρ
2
0γ

2

(29)

Dk =
(
Tη2

k +γρ0
)
/
(
η2

k −ρ
2
0γ

2
)

(30)

所以线性应力脉冲作用下密度梯度杆中的位移解为

ū(X̄, t̄) =
ξ̄

ρ2
0 (1−γ/2)

[
1+γ

(
X̄−1/2

)] ·■|||||■|||||■
sinh

[
ρ0γ

(
T −τ(X̄)

)]
t̄

eTρ0γρ0γ
−2

∞∑
k=1

(ηk>0)

sin(ηk t̄)S (τ(X̄))
Dkη

3
kS (0)

■|||||■|||||■
(31)

ηk = (k−1/2)π/T

对于均匀杆, 即 γ = 0 的情形, 此时, T = 1/ρ0,
 , k = 1, 2, 3,···位移解退化为

ū(X̄, t̄) =
ξ̄

ρ3
0

{(
1− X̄

)
t̄−

2
∞∑

k=1

sin
[
ρ0

(
k− 1

2

)
πt̄

]
sin

[(
k− 1

2

)
π
(
1− X̄

)]
(
k− 1

2

)3

π3ρ0(−1)k+1

} (32)

t̄0

t̄0 t̄0 ξ̄t̄0

进一步采用叠加原理求解三角形应力脉冲作用

下密度梯度杆中的位移解. 文献 [30] 中基于叠加原

理, 获得了梯形应力脉冲在考虑横向惯性的均匀弹

性杆中产生的位移、应力和应变的解析解. 类似地,
对于三角形应力脉冲, 其上升时间为   , 下降时间为

 , 总脉宽为 2   , 脉冲峰值为   , 其位移解为

ū(X̄, t̄) =ū(X̄, t̄)H(t̄)−2ū(X̄, t̄− t̄0)H(t̄− t̄0)+
ū(X̄, t̄−2t̄0)H(t̄−2t̄0) (33)

H(t̄)式中,    为单位阶跃函数. 
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3     结果与讨论
 

3.1    柱壳等效材料参数的确定

通过对不同相对密度的单个柱壳进行单轴准静

态压缩的数值模拟, 可以获得柱壳的等效材料参数.
在准静态压缩试验中, 圆柱壳位于两块刚性板之间,
其中一块刚性板以 V = 5 mm/s的恒定速度压缩圆柱

壳 ,  另一块刚性板固定 .  不同相对密度 (0 .05  ~
0.30)圆柱壳的名义应力–应变曲线如图 4. 当其名义

ε0 = −0.52ρ+0.26

E = E0ρ
3

应变较大时, 图中出现了较明显的应变软化现象. 但
在某一应变之前, 其名义应力–应变曲线近似满足线

弹性关系. 在控制线性相关系数不小于 0.995的情况

下 , 通过线性拟合获得线弹性段的表观弹性模量

E 和最大有效应变 ε0. 不同相对密度圆柱壳的线弹

性段的最大有效应变与相对密度的关系如图 4(b),
它们近似遵循线性关系   . 圆柱壳的

表观弹性模量与相对密度的关系如图 4(c) 所示. 利
用   式子[29] 拟合图 4(c) 中的数据, 拟合结果

给出 E0 为 418.6 MPa. 

3.2    理论与数值结果的比较

首先比较理论与细观有限元模拟的不同密度梯

度柱壳链在三角形应力脉冲作用下的加载端位移.
式 ( 3 3 ) 结合圆柱壳的材料参数 ( n   =   3 ,  E 0   =
418.6 MPa), 可以预测不同密度分布柱壳链加载端的

位移历史曲线. 图 5 展示了理论与模拟计算的三种

密度梯度柱壳链 (γ = −1, 0, 1) 在三角形应力脉冲作

用下的加载端位移. 结果表明, 理论预测与细观有限

元模拟的加载端位移有着相同的演化趋势, 但也存

在一些差异, 这说明离散的柱壳链结构难以完全等

效成连续介质. 尽管如此, 连续介质模型仍可以表征

其位移演化的主要特征. 三角形应力脉冲作用下, 不
同密度梯度链加载端位移均随着时间的增加而增

加, 当位移达到最大值时, 链开始回弹, 其中正梯度

链最早回弹, 负梯度链回弹时间最晚, 均匀链加载端

在其位移达到最大值后并未立刻回弹, 而在一定时

间内维持静止. 此外, 正梯度链加载端的最大位移比

负梯度链和均匀链都大, 这是由于正梯度链前半部

分的平均等效弹性模量较小, 因此抵抗变形的能力
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较弱. 相反地, 负梯度链前半部分的平均等效弹性模

量较大, 这使得负梯度链加载端位移在初始阶段比

正梯度和均匀链都小.

F = −EA∂ū
/
∂X̄

|||X̄=1

进一步将理论计算和细观有限元模拟的柱壳链

支撑端的载荷历史曲线进行比较. 理论分析中载荷

由式    计算, 模拟中载荷可从有限

元结果直接提取. 结果表明, 对于三种梯度分布的柱

壳链 (γ = −1, 0, 1), 理论模型可以很好地表征其支撑

端载荷演化的主要特征, 如图 6. 当应力波传到支撑

端时, 支撑端载荷先增大至最大值, 然后逐渐减小.
通过比较有限元模拟计算得到的支撑端的峰值载

荷, 可以发现这三种梯度柱壳链支撑端载荷的最大

峰值存在明显区别 , 其中均匀链中支撑端峰值载

荷为 37.29 N, 负梯度链的支撑端峰值载荷最小

(13.84 N), 为均匀链的 0.37倍, 正梯度链的支撑端峰

值载荷最大 (80.90 N), 是均匀链的 2.17 倍. 理论分

析得到了与有限元模拟相似的结果, 这表明负梯度

柱壳链表现出载荷衰减特征, 而正梯度柱壳链表现

出载荷增强特征. 值得注意的是, 数值模拟获得的峰

值载荷略低于理论预测的结果, 数值结果中载荷峰

值附近曲线光滑不尖锐, 这是因为理论分析中忽略

了泊松比的影响[25]. 尽管如此, 理论模型仍能捕捉加

载过程中载荷演化的主要趋势.
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图 6   理论和有限元模拟的不同密度梯度链中支撑端的载荷历史曲线

Fig. 6    Theoretical and FE simulated forces at the support end in the
chains with different density distributions

  

3.3    密度梯度柱壳链中载荷演化过程

基于理论模型可以分析三角形应力脉冲作用下

密度梯度柱壳链中的载荷演化过程. 图 7 给出了正

梯度和负梯度链中不同时刻的载荷变化曲线. 观察

发现, 正梯度链中载荷峰值随着波传播逐渐增大, 负
梯度链中载荷峰值随着波传播逐渐减小. 对于初始

对称的三角形应力脉冲, 其在梯度柱壳链中呈现不

对称传输的特征. 在正梯度链中, 三角波形下降沿宽

度大于上升沿宽度, 这是由于正梯度链沿着加载方

向等效弹性模量逐渐增大、波速越来越快造成的.
与正梯度链相反, 负梯度链中的三角波形下降沿宽

度小于上升沿宽度. 此外, 边界对波形有着明显的影

响, 当波传到支撑端时, 由于固支边界的反射, 载荷

被放大, 波形不再维持三角形. 还可以发现, 梯度柱

壳链受到三角形应力脉冲压缩时, 链中不仅有压力

也有拉力, 且随着波传播, 拉力逐渐增大, 正梯度链

中的拉力大于负梯度链.

ε = ∆x/D

ε = −∂u/∂x

利用有限元模拟结果计算了正负梯度柱壳链在

冲击过程中的应变分布, 其中应变定义为   ,
Δx 为胞元沿加载方向的变形量, D 为胞元直径. 基
于理论模型也可以获得柱壳链结构中的应变分布,
即   . 通过比较发现, 数值模拟结果与理论

结果吻合较好, 如图 8. 此外, 在冲击过程中正/负梯

度柱壳链中圆柱壳的最大应变均小于其线弹性段最

大有效应变. 
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图 7   密度梯度柱壳链中的载荷演化

Fig. 7    Force evolutions in the density gradient cylindrical shell chains
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图 8   密度梯度柱壳链中的应变分布

Fig. 8    Strain distributions in the density gradient
cylindrical shell chains

  
3.4    密度梯度柱壳链的波形调控性能

F̄ F̄ = F/F0

F̄ < 1

F̄ > 1

传递到支撑端的峰值载荷通常被用来评估结构

的载荷调控能力. 基于理论模型, 计算出了三角形应

力脉冲作用下不同梯度分布柱壳链支撑端的峰值载

荷. 为了方便比较, 将支撑端峰值载荷进行归一化处

理. 归一化的峰值载荷    由式    计算, 其中

F0 为模拟得到的均匀链中传递到支撑端的峰值载

荷. 结果表明, 当梯度分布参数小于 0 时,    , 并

随着梯度分布参数的减小而减小; 当梯度分布参数

大于 0 时,     , 且随着梯度分布参数的增大而增

大, 如图 9 所示. 因此, 针对三角形应力脉冲波形,

线性密度分布的柱壳链可以在大范围内对其进行

调控. 
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图 9   密度梯度参数 γ 对支撑端载荷的影响

Fig. 9    Effects of density gradient parameter γ on the
peak force at the support end

  

4     结 论

本文通过理论分析和数值模拟研究了应力脉冲

激励下梯度柱壳链中的弹性波传播行为, 建立了密

度梯度杆在应力脉冲作用下的弹性波传播模型, 并
基于细观有限元模型对理论模型进行了验证, 主要

结论如下.
(1) 通过简化, 将密度梯度柱壳链等效为变密度

连续杆, 给出了应力脉冲作用下密度梯度柱壳链中

弹性波传播的简化分析模型. 采用拉普拉斯积分变

换方法, 获得了应力脉冲作用下线性密度梯度杆中

波传播模型的级数形式的解.
(2) 梯度柱壳链结构中应力波由加载端向支撑

端沿着柱壳向前传播. 与均匀链相比, 负梯度链的支

撑端峰值载荷较小, 正梯度链支撑端峰值载荷较大.
以三角形应力脉冲作用为例, 理论模型的解析解可

以较好地预测梯度柱壳链支撑端载荷的演化趋势.
(3) 线性密度梯度参数对梯度柱壳链的载荷调

控性能有较大的影响. 对于正梯度链, 密度梯度参数

越大, 传递到支撑端的峰值载荷越大; 对于负梯度

链, 密度梯度参数越小, 传递到支撑端的峰值载荷越小.
本文建立的理论模型及其解析解为研究梯度柱

壳链中波传播规律及揭示波形调控机理提供了理论

基础, 对新型载荷控制器的优化设计具有指导意义.
值得注意的是, 圆柱壳在应变较大时会出现明显的

非线性行为, 而本研究中的理论分析以线弹性假设

为基础, 因此所考虑的情况要求外载引起的圆柱壳

应变应小于其线弹性段最大有效应变. 此外, 本文建

立的密度梯度杆中弹性波传播简化分析模型忽略了

横向惯性的影响, 尽管可以较好表征梯度柱壳链的
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载荷演化, 但预测的峰值载荷略低于模拟结果, 进一

步的工作可以考虑横向惯性效应以对模型进行改进.
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