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Chapter 1

线性方程组

1.1 三角型系统

1.1.1 下三角系统

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑎11
𝑎21 𝑎22
𝑎31 𝑎32 𝑎33

⎞⎟⎟⎟⎠ ⋅
⎛⎜⎜⎜⎝
𝑥1

𝑥2

𝑥3

⎞⎟⎟⎟⎠ =
⎛⎜⎜⎜⎝
𝑦1
𝑦2
𝑦3

⎞⎟⎟⎟⎠ (1.1)

𝑥1 =
𝑦1
𝑎11

(1.2)

𝑥2 =
𝑦2 − 𝑎21𝑥1

𝑎22
(1.3)

⋯ (1.4)

1.1.2 上三角系统

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22
𝑎33

⎞⎟⎟⎟⎠ ⋅
⎛⎜⎜⎜⎝
𝑥1

𝑥2

𝑥3

⎞⎟⎟⎟⎠ =
⎛⎜⎜⎜⎝
𝑦1
𝑦2
𝑦3

⎞⎟⎟⎟⎠ (1.5)

逆向代入法
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1.2 高斯消去

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋮

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⋅

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑥1

𝑥2

𝑥3

⎞⎟⎟⎟⎠ =
⎛⎜⎜⎜⎝
𝑦1
𝑦2
𝑦3

⎞⎟⎟⎟⎠ (1.6)

假设 A的顺序主子式是非奇异的，则用两个初等变换，让 A变成一个上三角矩阵

1.将其中一行加到第二行

2.交换两行

增广矩阵：

(
𝐴|||𝐵) (1.7)

定理 1

假设 𝐴̂与 𝐴通过上述两种交换得到，则 det(𝐴) = 0 ⇔ det(𝐴̂) = 0

Prove:

上述两种操作均不改变行列式的值

故显然

1.2.1 LU分解

𝐴𝑥⃗ = 𝑏⃗(0) 𝐴(0) = 𝑎𝑛×𝑛𝑖𝑗 (1.8)

𝑎(1)𝑖𝑗 = 𝑎(0)𝑖𝑗 −
𝑎11
𝑎𝑖1

𝑎1𝑗 (𝑖 = 2⋯ 𝑛) (1.9)

𝑏(1)𝑖 = 𝑏(0)𝑖 −
𝑎11
𝑎𝑖1

𝑏1 (1.10)

第一次消去除 𝑎11外的第一列，第二次消去除 𝑎12, 𝑎22外的第二列，以此类推

最终得到：

𝑈𝑥⃗ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑎(0)11 𝑎(0)12 𝑎(0)13 ⋯ 𝑎(0)1𝑛

𝑎(1)22 𝑎(1)23 ⋯ 𝑎(1)2𝑛

𝑎(2)33 ⋯ 𝑎(2)3𝑛

⋮ ⋮

𝑎(𝑛−1)𝑛𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝑥⃗ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑏(0)1

𝑏(1)2

𝑏(2)3

⋮

𝑏(𝑛−1)𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= 𝑦 (1.11)

其中有如下关系：
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𝐿𝑦 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 ⋯ 0
𝑚21 1 0 ⋯ 0
𝑚31 𝑚32 1 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮

𝑚𝑛1 𝑚𝑛2 𝑚𝑛3 ⋯ 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝑦 = 𝑏⃗ (1.12)

𝑚𝑖𝑗 = −𝑎(𝑗−2)𝑖𝑗 ∕𝑎𝑗−2𝑗𝑗 (𝑖 ⩾ 𝑗) (1.13)

对上述的变换，可写为 𝑇𝐴 = 𝑈，其中 T为单位下三角矩阵
将 L作为 T的逆，则 𝐴 = 𝐿𝑈
L为单位下三角矩阵
综上，有：

𝐴 = 𝐿𝑈 (1.14)

Prove:

𝐴𝑥⃗ = 𝑏⃗ (1.15)

𝑇𝐴𝑥⃗ = 𝑇 𝑏⃗ = 𝑦 (1.16)

𝐿𝑇𝐴𝑥⃗ = 𝐴𝑥⃗ = 𝐿𝑦 = 𝑏⃗ (1.17)

以上为 LU分解的 Doolittle分解
对于 U为单位上三角矩阵、L为单位下三角矩阵的情况，叫 Crout分解
对 Doolittle分解的上三角矩阵进行变化，可变为 LBU分解

𝐴 = 𝐿𝐷𝑈 (1.18)

𝐿、𝑈 均为单位矩阵，𝐷为对角矩阵
对于对称矩阵 𝐴：可以变成：
𝐴 = 𝐿𝐷𝐿𝑇

对于正定对称矩阵 𝐴，则 𝐷为正对角阵，进行开方可以变为：

𝐴 = 𝐿𝐿𝑇 (1.19)

此为 Chelosky分解
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1.3 选主元的高斯消去

1.3.1 Example：

⎛⎜⎜⎜⎝
0 4 1
1 1 2
2 −2 1

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
𝑥1

𝑥2

𝑥3

⎞⎟⎟⎟⎠ =
⎛⎜⎜⎜⎝
9
6
1

⎞⎟⎟⎟⎠ ⇔ 𝐴𝑥⃗ = 𝑏⃗ (1.20)

因为第一个主子式的行列式为 0，无法进行高斯消元，需要进行交换：
交换的原则是：让对角元的值在每一列尽可能大
交换第 1、3行：

𝐴1 = 𝑃13𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 1
0 1 0
1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎝
2 −2 1
1 1 2
0 4 1

⎞⎟⎟⎟⎠ (1.21)

之后交换第 2、3行

𝐴2 = 𝑃23𝐴1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
2 −2 1
0 4 1
1 1 2

⎞⎟⎟⎟⎠ (1.22)

𝐴̂ = 𝐴2 = 𝑃𝐴 𝑃 = 𝑃23𝑃13 (1.23)

对这样的交换矩阵的总和 𝑃 与最终得到的矩阵 𝐴̂，有：

𝐿𝑈 = 𝐴̂ = 𝑃𝐴 ⇔ 𝑃 𝑇𝐿𝑈 = 𝐴 (1.24)

此处注意：交换矩阵的逆为其转置
之后有：

𝐴̂𝑥⃗ = 𝑏⃗ (1.25)

⇒ 𝑃𝐴𝑥⃗ = 𝑃 𝑏⃗ (1.26)

⇒ 𝑃𝐿𝑇𝐴𝑥⃗ = 𝑃𝐿𝑇 𝑏⃗ (1.27)

⇒ 𝑃𝐿𝑈𝑥⃗ = 𝑃𝐿𝑇 𝑏⃗ = 𝑃𝐿𝑦 (1.28)

⇒ 𝑈𝑥⃗ = 𝑦 (1.29)

1.3.2 计算复杂度

对于高斯消去计算法，对 n阶矩阵的复杂度为 𝑛3

对选主元的部分，对 n阶矩阵的复杂度为 𝑛2
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1.4 求解线性方程组的迭代方法

1.4.1 简单 (Jacobi)方法

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋮

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⋅

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑥1

𝑥2

𝑥3

⎞⎟⎟⎟⎠ =
⎛⎜⎜⎜⎝
𝑦1
𝑦2
𝑦3

⎞⎟⎟⎟⎠ (1.30)

改写为：

𝑥1 =
1
𝑎11

(
𝑏1 − 𝑎12𝑥2 − 𝑎13𝑥3 ⋯ − 𝑎1𝑛𝑥𝑛

)
(1.31)

𝑥2 =
1
𝑎22

(
𝑏2 − 𝑎21𝑥1 − 𝑎23𝑥3 ⋯ − 𝑎1𝑛𝑥𝑛

)
(1.32)

(1.33)

𝑥𝑛 =
1
𝑎𝑛𝑛

(
𝑏𝑛 − 𝑎𝑛1𝑥1 − 𝑎𝑛2𝑥2 − 𝑎𝑛3𝑥3 ⋯ − 𝑎𝑛(𝑛−1)𝑥𝑛−1

)
(1.34)

进行迭代，即可求解

可写为矩阵形式：

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥(𝑘+1)
1

𝑥(𝑘+1)
2

𝑥(𝑘+1)
3

⋮

𝑥(𝑘+1)
𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= 𝐴

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥(𝑘)
1

𝑥(𝑘)
2

𝑥(𝑘)
3

⋮

𝑥(𝑘)
𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
+

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑔1
𝑔2
𝑔3
⋮

𝑔𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(1.35)

𝐴 = 𝐴(𝑛×𝑛)
𝑖𝑗 =

⎧⎪⎨⎪⎩
0 (𝑖 = 𝑗)

− 𝑎𝑖𝑗
𝑎𝑖𝑖
𝑥𝑗 (𝑖 ≠ 𝑗)

(1.36)

𝑔 = 𝑔𝑖 =
𝑏𝑖
𝑎𝑖𝑖

(1.37)

1.4.2 Gauss-Seidel迭代

将 Jacobi迭代的：

𝑥(𝑘+1)
𝑖 =

𝑛∑
𝑗=1

𝑟𝑖𝑗𝑥
(𝑘)
𝑗 + 𝑔𝑖 (1.38)

替代为
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𝑥(𝑘+1)
𝑖 =

𝑖−1∑
𝑗=1

𝑟𝑖𝑗𝑥
(𝑘+1)
𝑗 +

𝑛∑
𝑗=𝑖

𝑟𝑖𝑗𝑥
(𝑘)
𝑗 + 𝑔𝑖 (1.39)

⇕ (1.40)

𝑥(𝑘+1)
𝑖 =

𝑛∑
𝑗=1

𝑟𝑖𝑗𝑥(𝑖,𝑗) + 𝑔𝑖 𝑥(𝑖,𝑗) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥(𝑘+1)
𝑗 𝑖 ≤ 𝑗

𝑥(𝑘)
𝑗 𝑖 ⩾ 𝑗

(1.41)

矩阵形式为：

𝑋(𝑘+1) = −𝐷−1𝐿𝑋𝑘 (1.42)

1.4.3 连续超松驰（SOR）法

for 𝑖 = 1 ∶ 𝑛 (1.43)

𝑥𝑖 =
1
𝑎𝑖𝑖

(
𝑏𝑖 −

∑
𝑗 = 1𝑖−1𝑎𝑖𝑗𝑥

(𝑘+1)
𝑗 −

𝑛∑
𝑗=𝑖+1

𝑎𝑖𝑗𝑥
(𝑘)
𝑗

)
(1.44)

𝛿𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑥(𝑘)
𝑖 (1.45)

𝑥(𝑘+1)
𝑖 = 𝑥(𝑘)

𝑖 + 𝜔𝛿𝑖 (1.46)

⇒ 𝑥(𝑘+1)
𝑖 = 𝜔𝑥𝑖 + (1 − 𝜔)𝑥(𝑘)

𝑖 (1.47)

其矩阵形式为：

𝑥̄ = 𝐷−1 (𝑏 − 𝐿𝑥(𝑘+1) − 𝑈𝑥(𝑘)) (1.48)

𝑥(𝑘+1) = 𝜔𝐷−1 (𝑏 − 𝐿𝑥(𝑘+1) − 𝑈𝑥(𝑘)) + (𝐼 − 𝜔)𝑥(𝑘) (1.49)

(𝐼 + 𝜔𝐷−1𝐿)𝑥(𝑘+1) =
(
𝐼 − 𝜔(𝐷−1𝑈 + 𝐼)

)
𝑥(𝑘) + 𝜔𝐷−1𝑏 (1.50)

𝑥(𝑘+1) = (𝐼 + 𝜔𝐷−1𝐿)−1
(
(𝐼 − 𝜔(𝐷−1𝑈 + 𝐼))𝑥(𝑘) + 𝜔𝐷−1𝑏

)
(1.51)

收敛性

𝐴𝑥 = 𝑏 (1.52)

𝐴 = 𝑀 −𝑁 (1.53)

M的选取：1.容易求逆 2.是 A的一个良好的近似

定理：

若谱半径 𝜌(𝐺) = max(𝜆𝑖) < 1，则 𝑒(𝑘) → 0
收敛速度 ‖𝑒(𝑘+1)‖

𝑒(𝑘)
≈ |𝜆𝑖| = 𝜌(𝐺)



Chapter 2

非线性方程求解

2.1 二分法

函数 𝑓 (𝑥)在 [𝑎, 𝑏]上连续且 𝑓 (𝑎)𝑓 (𝑏) < 0则在 [𝑎, 𝑏]上至少有一个零点
取 𝑥(1) = 𝑎+𝑏

2
以此类推

2.2 迭代法

2.2.1 不动点迭代

𝑓 (𝑥) = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑔(𝑥) ⇒ 𝑥𝑖+1 = 𝑔(𝑥𝑖) (2.1)

lim
𝑖→∞

𝑥𝑖 = 𝛼 𝛼 = 𝑔(𝛼) ⇒ 𝑓 (𝛼) = 0 (2.2)

2.2.2 定理 1：

定义（压缩）：

𝑔(𝑥) ∈ [𝑎, 𝑏]连续且存在 0 < 𝐿 < 1使得：Lipeshitz条件成立，
即 |𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑦)| ⩽ 𝐿|𝑥 − 𝑦| ∀𝑥, 𝑦 ∈ [𝑎, 𝑏]
则称 𝑔(𝑥)是 [𝑎, 𝑏]上的压缩。

2.2.3 定理 2：压缩映射定理

若 𝑔(𝑥)在 [𝑎, 𝑏]上连续，且 ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] ∃𝑔(𝑥) ∈ [𝑎, 𝑏]且 𝑔(𝑥)在 [𝑎, 𝑏]压缩
则对于任意初始值 𝑥0 ∈ [𝑎, 𝑏]由 𝑥𝑘+1 = 𝑔(𝑥𝑘)定义的数列收敛到唯一的不动点 𝜉 ∈ [𝑎, 𝑏]
证明：定理 1以证明存在性，下证唯一性
假设存在另一个不动点 𝜂 ∈ [𝑎, 𝑏]

|𝜉 − 𝜂| = |𝑔(𝜉) − 𝑔(𝜂)| ⩽ 𝐿|𝜉 − 𝑒𝑡𝑎| ⇒ (1 − 𝐿)|𝜉 − 𝜂| ⩽ 0 (2.3)

收敛性：

17
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|𝑥𝑘 − 𝜉| = |𝑔(𝑥𝑘−1) − 𝑔(𝜉)| ⩽ 𝐿|𝑥𝑘−1 − 𝜉| (2.4)

lim
𝑘→∞

𝐿𝑘 = 0 lim
𝑘→∞

|𝑥𝑘 − 𝜉| = 0 (2.5)

中值定理 (MVT)

|𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑦)| = |𝑔′(𝜂)||𝑥 − 𝑦| 𝜂 ∈ [𝑥, 𝑦] (2.6)

若 𝑔′(𝜂) ⩽ 𝐿 < 1则 Lipeshitz条件成立

2.2.4 定理 3：

在定理 2的条件下：

|𝑥𝑘 − 𝜉| ⩽ 𝐿𝑘

1 − 𝐿
|𝑥1 − 𝑥0| (2.7)

若𝑘 > 𝑘0 =
ln(𝜖(1 − 𝐿)) − ln |𝑥1 − 𝑥0|

ln𝐿
⇒ |𝑥𝑘 − 𝜉| ⩽ 𝜖 (2.8)

prove:

|𝑥 − 𝜉| = |𝑥0 − 𝑥1 + 𝑥1 − 𝜉| ⩽ |𝑥0 − 𝑥1| + |𝑥1 − 𝜉| ⩽ |𝑥0 − 𝑥1| + 𝐿|𝑥0 − 𝜉| (2.9)

|𝑥0 − 𝜉| ⩽ 1
1 − 𝐿

|𝑥0 − 𝑥1| ⇒ |𝑥0 − 𝜉| ⩽ 𝐿𝑘

1 − 𝐿
|𝑥0 − 𝑥1| ⩽ 𝜖 (2.10)

定义（收敛）：

假设 𝜉 = lim𝑘→∞ 𝑥𝑘如果存在收敛到 0的一个正数数到 𝜖𝑘和 𝜇 ∈ (0.1)使得：

|𝑥𝑘 − 𝜉| < 𝜖𝑘 𝑘 = 0, 1, 2⋯ lim
𝑘→∞

𝜖𝑘+1
𝜖𝑘

= 𝜇 (2.11)

则称 𝑥𝑛至少以线性速度收敛到 𝜉，若 𝜇 = 0则收敛超线性
若 |𝑥𝑘 − 𝜉| = 𝜖𝑘则为线性收敛
若 |𝑥𝑘 − 𝜉| = 𝜖𝑘 𝜇 = 1则为亚线性

𝜖𝑘+1
𝜖𝑘

=
|𝑥𝑘+2 − 𝑥𝑘+1||𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘| (2.12)
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2.3 松弛与 Newton法

定义（松弛）：

解 𝑓 (𝑥) = 0时，迭代序列 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 − 𝜆𝑓 (𝑥𝑘) (𝜆 ≠ 0)叫做松弛

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 − 𝜆(𝑥𝑘)𝑓 (𝑥𝑘) ⇒ 𝑔(𝑥) = 𝑥 − 𝜆(𝑥)𝑓 (𝑥) (2.13)

𝑔′(𝑥) ≈ 1 − 𝜆(𝑥)𝑓 ′(𝑥) − 𝜆′(𝑥)𝑓 (𝑥) (2.14)

1 − 𝜆(𝑥)𝑓 ′(𝑥) = 0 ⇒ 𝜆(𝑥) = 1
𝑓 ′(𝑥)

(2.15)

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 −
𝑓 (𝑥𝑘)
𝑓 ′(𝑥𝑘)

𝐍𝐞𝐰𝐭𝐨𝐧 (2.16)

2.3.1 Newton迭代为二阶收敛

prove:

0 = 𝑓 (𝑥𝑘) + (𝜉 − 𝑥𝑘)𝑓 ′(𝑥𝑘) +
(𝜉 − 𝑥𝑘)2

2
𝑓 ′′(𝜂𝑘) 𝜂𝑘 ∈ [𝜉, 𝑥𝑘] (2.17)

⇒ 𝜉 − 𝑥𝑘 +
𝑓 (𝑥𝑘)
𝑓 ′(𝑥𝑘)

= −
(𝜉 − 𝑥𝑘)2𝑓 ′′(𝑥𝑘)

2𝑓 ′(𝑥𝑘)
有界 𝑓 ′(𝑥𝑘) ≠ 0 (2.18)

𝜉 − 𝑥𝑘+1正比于(𝜉 − 𝑥𝑘)2 ⇒ lim
𝑘→∞

𝜖𝑘+1
𝜖2𝑘

= 𝜇有界 (2.19)

几何意义：略

2.3.2 有限差分法

用截线逼近切线

𝑓 ′(𝑥𝑘) ≈
𝑓 (𝑥𝑘) − 𝑓 (𝑥𝑘−1)

𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1
(2.20)
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2.4 弦截法

𝑥𝑘+1 =
𝑓 (𝑥)(𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1)
𝑓 (𝑥𝑘) − 𝑓 (𝑥𝑘−1)

相比于牛顿法使用 𝑓 (𝑥𝑘), 𝑓 ′(𝑥𝑘)计算 𝑥𝑘+1，弦截法使用
𝑓 (𝑥𝑘)−𝑓 (𝑥𝑘−1)

𝑥𝑘−𝑥𝑘−1
代替 𝑓 ′(𝑥𝑘)

2.4.1 收敛阶数 q

定理：收敛阶数 𝑞 =
√
5+1
2

≈ 1.618
prove:

𝑥𝑘+1 = 𝜉 + 𝑒𝑘+1 (2.21)

𝑥𝑘 = 𝜉 + 𝑒𝑘 (2.22)

𝑥𝑘−1 = 𝜉 + 𝑒𝑘−1 (2.23)

(2.18) & (2.21)可以得到

𝜉 + 𝑒𝑘+1 = 𝜉 + 𝑒𝑘 −
𝑓 (𝑥𝑘)(𝑒𝑘 − 𝑒𝑘−1)
𝑓 (𝑥𝑘) − 𝑓 (𝑥𝑘−1)

(2.24)

⇒ 𝑒𝑘+1 =
𝑒𝑘−1𝑓 (𝑥𝑘) − 𝑒𝑘𝑓 (𝑥𝑘−1)

𝑓 (𝑥𝑘) − 𝑓 (𝑥𝑘−1)
(2.25)

Lagrange ∶ ⇒ 𝑓 ′(𝜂𝑘) =
𝑓 (𝑥𝑘) − 𝑓 (𝜉)

𝑥𝑘 − 𝜉
𝜂𝑘 ∈ (𝑥𝑘, 𝜉) (2.26)

(2.23) & (2.24)可以得到

𝑒𝑘+1 = 𝑒𝑘−1𝑒𝑘
𝑓 ′(𝜂𝑘) − 𝑓 ′(𝜂𝑘−1)
𝑓 (𝑥𝑘) − 𝑓 (𝑥𝑘−1)

= 𝑒𝑘−1𝑒𝑘
𝑓 ′′(𝜂𝑘)(𝜂𝑘 − 𝜂𝑘−1)
𝑓 ′(𝑥𝑘)(𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1)

(2.27)

lim
𝑘→∞

𝑒𝑘+1 = 𝑒𝑘−1𝑒𝑘
𝑓 ′′(𝜉)
𝑓 ′(𝜉)

有界 (2.28)

最终得到：

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑒𝑘+1 ∝ 𝑒𝑘𝑒𝑘−1

𝑒𝑘 ∝ 𝑒𝑞𝑘−1
𝑒𝑘+1 ∝ 𝑒𝑞𝑘

⟹ 𝑒𝑞𝑘 ∝ 𝑒
1
𝑞
+1

𝑘 (2.29)

𝑞 = 1
𝑞
+ 1 (2.30)

2.4.2 几何意义

略，见书
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2.5 非线性方程组

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑓1(𝑥1, 𝑥2,⋯ , 𝑥𝑛) = 0

𝑓2(𝑥1, 𝑥2,⋯ , 𝑥𝑛) = 0

⋮

𝑓𝑛(𝑥1, 𝑥2,⋯ , 𝑥𝑛) = 0

(2.31)

𝑋⃗ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥1

𝑥2

⋮

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝐹 (𝑋⃗) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑓1(𝑋⃗)
𝑓2(𝑋⃗)
⋮

𝑓𝑛(𝑋⃗)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(2.32)

类比单变量的情况：

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 −
𝑓 (𝑥𝑘)
𝑓 ′(𝑥𝑘)

(2.33)

⟶ 𝑋⃗(𝑘+1) = 𝑋⃗(𝑘) − 𝐽−1(𝑋(𝑘))𝐹 (𝑋(𝑘)) (2.34)

𝐽 (𝑋⃗) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜕𝑓1
𝜕𝑥1

𝜕𝑓1
𝜕𝑥2

⋯ 𝜕𝑓1
𝜕𝑥𝑛

𝜕𝑓2
𝜕𝑥1

𝜕𝑓2
𝜕𝑥2

⋯ 𝜕𝑓2
𝜕𝑥𝑛

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥1

𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥2

⋯ 𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(2.35)

𝐽 (𝑋(𝑘))(𝑋⃗(𝑘+1) − 𝑋⃗(𝑘)) = −𝐹 (𝑋⃗(𝑘)) (2.36)
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Chapter 3

特征值问题

3.1 幂法

假设矩阵 𝐴有 n个线性无关的特征向量 𝑣1 ⋯ 𝑣𝑛，对应的特征值为 |𝜆1| ⩾ ⋯ ⩾ |𝜆𝑛|

𝑞(0) = 𝑐1𝑣1 +⋯ 𝑐𝑛𝑣𝑛 (3.1)

𝑞(1) = 𝐴𝑞(0) =
𝑛∑
𝑖=1

𝑐𝑖𝜆𝑖𝑣𝑖 (3.2)

𝑞(𝑘) = 𝐴𝑘𝑞(0) =
𝑛∑
𝑖=1

𝑐𝑖𝜆
𝑘
𝑖 𝑣𝑖 𝑘 = 1, 2, 3,⋯ (3.3)

𝑞(𝑘) = 𝜆𝑘
1(𝑐1𝑣1 +

𝑛∑
𝑖=2

𝑐𝑖𝑣𝑖

(
𝜆𝑖

𝜆1

)𝑘

) (3.4)

⟹

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑞(𝑘) ≈ 𝜆1𝑐1𝑣1

𝑞(𝑘+1) ≈ 𝜆𝑘+1
1 𝑐1𝑣1

⇒ 𝜆1 ≈
𝑞(𝑘+1)𝑗

𝑞(𝑗𝑘)
(3.5)

使用

‖𝑞(𝑘)‖∞ = max
1⩽𝑗⩽𝑛

|𝑞(𝑛)𝑗 | (3.6)

𝑞(𝑘) =
𝑞(𝑘)‖𝑞(𝑘)‖∞ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑞(𝑘)1

𝑞(𝑘)2

⋮

𝑞(𝑘)𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

< 1
< 1
⋮

< 1

(3.7)

⇒ ‖𝑞(𝑘+1)‖∞ = 𝜆 (3.8)

23
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3.1.1 算法一

𝑞𝑜𝑙𝑑 = (1, 1,⋯ , 1)T (3.9)

𝑞𝑜𝑙𝑑 = 𝑞𝑜𝑙𝑑∕‖𝑞𝑜𝑙𝑑‖∞ (3.10)

𝑘 = 1⋯𝑚 (3.11)

𝜆 = ‖𝑞𝑛𝑒𝑤‖∞ 特征值 (3.12)

𝑞𝑛𝑒𝑤 = 𝑞𝑛𝑒𝑤∕𝜆 特征向量 (3.13)

3.1.2 对于多个相同特征值情况

|𝜆1| = |𝜆2| > |𝜆3| ⩾ ⋯ ⩾ |𝜆𝑛| (3.14)

𝑞(𝑘) = 𝜆𝑘(𝑐1𝑣1 + 𝑐2𝑣2 +
𝑛∑
𝑖=3

𝑐𝑖𝑣𝑖

(
𝜆𝑖

𝜆

)𝑘

) (3.15)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑞(𝑘) = 𝜆𝑘(𝑐1𝑣1 + 𝑐2𝑣2)

𝑞(𝑘+1) = 𝜆𝑘+1(𝑐1𝑣1 + 𝑐2𝑣2)

𝑞(𝑘+2) = 𝜆𝑘+2(𝑐1𝑣1 + 𝑐2𝑣2)

→
𝑞(𝑘+2)𝑗

𝑞(𝑘)𝑗

≈ 𝜆2
1 ⇒ 𝜆1 =

√√√√𝑞(𝑘+2)𝑗

𝑞(𝑘)𝑗

(3.16)

𝜆1𝑞
(𝑘) + 𝑞(𝑘+1) ≈ 2𝜆𝑘+1

1 𝑐1𝑣1 (3.17)

𝜆1𝑞
(𝑘) − 𝑞(𝑘+1) ≈ 2(−1)𝑘𝜆𝑘+1

1 𝑐2𝑣2 (3.18)

3.1.3 反幂法和位移

引理 1

𝐴非奇异，若 𝐴𝑥 = 𝜆𝑥，则 𝐴−1𝑥 = 𝜆−1𝑥

引理 2

若 𝐴𝑥 = 𝜆𝑥，则 (𝐴 − 𝜌𝐼)𝑥 = (𝜆 − 𝜌)𝑥

𝜆1, 𝜆2,⋯ , 𝜆𝑖,⋯ , 𝜆𝑛 (𝜆𝑖 ≈ 𝜌) (3.19)
1

𝜆𝑘−𝜌
1

𝜆𝑖−𝜌

𝜆𝑘是离𝜌最近的特征值 (3.20)

(
𝜆𝑖 − 𝜌
𝜆𝑘 − 𝜌

)
(3.21)

𝑞(𝑘+1) = (𝐴 − 𝜌𝐼)𝑞(𝑘)∕‖𝑞(𝑘)‖∞ ⇒ (𝐴 − 𝜌𝐼)𝑞(𝑘 + 1) =
𝑞(𝑘)‖𝑞(𝑘)‖∞ (3.22)

若用反幂法求出的特征值为𝜇 𝜇 = 1
𝜆 − 𝜌

⇒ 𝜆 = 1
𝜇
+ 𝜌 (3.23)
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3.2 Jacobi方法

引理

若 𝑃 可逆，则 𝐴与 𝑃 −1𝐴𝑃 有相同的特征值
若 𝐴为实对称矩阵 (𝐴 = 𝐴𝑇 )，𝑃 为正交阵 (𝑃 𝑇 = 𝑃 −1)，𝐴 𝑃 −1𝐴𝑃 特征值相同

Givens旋转

𝑅(𝑝𝑞)(𝜃) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 1
⋮ 𝐼 ⋮ 𝐼 ⋮ 𝐼 ⋮

1 ⋯ cos 𝜃 1⋯ 1 sin 𝜃 ⋯ 1
⋮ 𝐼 ⋮ 𝐼 ⋮ 𝐼 ⋮

1 ⋯ − sin 𝜃 1⋯ 1 cos 𝜃 ⋯ 1
⋮ 𝐼 ⋮ 𝐼 ⋮ 𝐼 ⋮

1 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

line p

line q
(3.24)

𝑅𝑇𝐴𝑅 =

(
𝑐 −𝑠
𝑠 𝑐

)(
0 1
1 0

)(
𝑐 𝑠
−𝑠 𝑐

)
=

(
−2𝑠𝑐 𝑐2 − 𝑠2

𝑐2 − 𝑠2 −2𝑠𝑐

)
(3.25)

引理

对于实对称矩阵 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛和 1 ⩽ 𝑝 < 𝑞 ⩽ 𝑛，∃𝜃 ∈ [− 𝜋
4
,+ 𝜋

4
]，

使得 𝑅(𝑝𝑞)
(𝜃)

𝑇
𝐴𝑅(𝑝𝑞)

(𝜃) 在 (𝑝, 𝑞), (𝑞, 𝑝)位置的元素为 0
prove:

𝐵 = 𝐴𝑅 仅影响 p、q列 (3.26)⎧⎪⎨⎪⎩
𝑏1𝑝 = 𝑎𝑖𝑝𝑐 − 𝑎𝑖𝑞𝑠

𝑏1𝑞 = 𝑎𝑖𝑝𝑠 + 𝑎𝑖𝑞𝑐
𝑖 = 1, 2,⋯ , 𝑛 (3.27)

𝐶 = 𝑅𝑇𝐵 仅影响 p、q行 (3.28)⎧⎪⎨⎪⎩
𝑐𝑝𝑗 = 𝑏𝑝𝑗𝑐 − 𝑏𝑞𝑗𝑠

𝑐𝑞𝑗 = 𝑏𝑝𝑗𝑠 + 𝑏𝑞𝑗𝑐
𝑗 = 1, 2,⋯ , 𝑛 (3.29)

⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑐𝑝𝑝 = 𝑎𝑝𝑝𝑐2 − 2𝑎𝑝𝑞𝑠𝑐 + 𝑎𝑞𝑞𝑠2

𝑐𝑞𝑞 = 𝑎𝑞𝑞𝑐2 − 2𝑎𝑝𝑞𝑠𝑐 + 𝑎𝑝𝑝𝑠2

𝑐𝑝𝑞 = 𝑐𝑞𝑝 = 0

(3.30)

(𝑎𝑝𝑝 − 𝑎𝑞𝑞)
1
2
sin(2𝜃) + 𝑎𝑝𝑞 cos(2𝜃) = 0 (3.31)

tan(2𝜃) =
2𝑎𝑝𝑞

𝑎𝑞𝑞 − 𝑎𝑝𝑝
⇒ 𝜃 = 1

2
arctan

2𝑎𝑝𝑞
𝑎𝑞𝑞 − 𝑎𝑝𝑝

∈ [−𝜋
4
,+𝜋

4
] (3.32)

特征向量𝑄 = 𝑅(𝑝1,𝑞1)
(𝜃1)

𝑅(𝑝2,𝑞2)
(𝜃2)

⋯ =
∏
𝑘

𝑅(𝑝𝑘,𝑞𝑘)
(𝜃𝑘)

(3.33)
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算法

m,e,Q=I
for i = 1 to m
l = diag(A);
[s,p,q]=max(abs(A-l));
if(s < e)
return l Q, quit;(l为特征值、Q为特征向量)
else
[A,R] = givens(A,p,q);
Q=Q·R;
end
end

(𝑎𝑝𝑝 − 𝑎𝑞𝑞)
sin 𝜃 cos 𝜃
cos2 𝜃

+ 𝑎𝑝𝑞
cos2 𝜃 − sin2 𝜃

cos2 𝜃
= 0 (3.34)

(𝑎𝑝𝑝 − 𝑎𝑞𝑞) tan 𝜃 + 𝑎𝑝𝑞(1 − tan2 𝜃) = 0 (3.35)

1. 𝑎𝑝𝑞 ≠ 0 𝑎𝑝𝑝 = 𝑎𝑞𝑞 ⇒ tan 𝜃 = 1 ⇒ 𝜃 = 𝜋
4

⇒ sin 𝜃 = cos 𝜃 =
√
2
2

(3.36)

2. 𝑎𝑝𝑞 = 0 𝑎𝑝𝑝 ≠ 𝑎𝑞𝑞 ⇒ tan 𝜃 = 0 ⇒ 𝜃 = 0 ⇒ sin 𝜃 = 0 cos 𝜃 = 1 (3.37)

3. 𝑎𝑝𝑞 ≠ 0 𝑎𝑝𝑝 ≠ 𝑎𝑞𝑞 𝑎𝑝𝑞 tan2 𝜃 − (𝑎𝑝𝑝 − 𝑎𝑞𝑞) tan 𝜃 − 𝑎𝑝𝑞 = 0 (3.38)

⇒ tan 𝜃 =
(𝑎𝑝𝑝 − 𝑎𝑞𝑞) ±

√
(𝑎𝑝𝑝 − 𝑎𝑞𝑞)2 + 4𝑎𝑝𝑞
2𝑎𝑝𝑞

取较小的根 (3.39)

sec2 𝜃 = 1 + tan2 𝜃 ⇒ cos 𝜃 = 1√
1 + tan2 𝜃

⇒ sin 𝜃 cos 𝜃 tan 𝜃 (3.40)

每次找最大的非对角线元素的值，然后使用 givens旋转将其归零，最终让所有的非对角元素均极小，此时
对角元素的值即为特征值。



Chapter 4

插值

𝑓 (𝑥) ∈ [𝑎, 𝑏]具备一定的光滑性 𝑓 (𝑥) ∈ ℂ𝑠 (𝑠 = 1, 2, 3,…∞) (4.1)

{𝑥0, 𝑥1, 𝑥2,⋯ , 𝑥𝑛} ∈ [𝑎, 𝑏] ∀𝑖 ≠ 𝑗 𝑥𝑖 ≠ 𝑥𝑗 (4.2)

𝜙(𝑥)为某个函数空间上的一个函数 ∀𝑖 = 0, 1, 2,⋯ , 𝑛 𝜙(𝑥𝑖) = 𝑓 (𝑥𝑖) (4.3)

称𝜙(𝑥)为关于插值点{𝑥0,⋯ , 𝑥𝑛}的插值函数 (4.4)

𝜙(𝑥) =
∑
𝑘

𝑐𝑘𝜙𝑘(𝑥) 𝜙𝑘(𝑥)为基函数，满足全空间积分正交 (4.5)

4.1 Lagrange插值 (多项式插值)

𝑃𝑛(𝑥) =
𝑛∑

𝑘=0
𝑐𝑘𝑥

𝑘 (4.6)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

∑𝑛
𝑘=0 𝑐𝑘𝑥

𝑘
0 = 𝑓 (𝑥0)∑𝑛

𝑘=0 𝑐𝑘𝑥
𝑘
1 = 𝑓 (𝑥1)

⋮ = ⋮∑𝑛
𝑘=0 𝑐𝑘𝑥

𝑘
𝑛 = 𝑓 (𝑥𝑛)

(4.7)

|||||||||||

1 𝑥0 𝑥2
0 ⋯ 𝑥𝑛

0

1 𝑥1 𝑥2
1 ⋯ 𝑥𝑛

1

⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮

1 𝑥𝑛 𝑥2
𝑛 ⋯ 𝑥𝑛

𝑛

|||||||||||
=

∏
0⩽𝑗<𝑖⩽𝑛

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗) ≠ 0 (4.8)

⇒ ∃!𝑃𝑛(𝑥) (4.9)

4.1.1 Lagrange lesis

插值基函数：

𝑙𝑘(𝑥) =
∏
0⩽𝑖⩽𝑛
𝑖≠𝑘

(𝑥 − 𝑥𝑖)
(𝑥𝑘 − 𝑥𝑖)

(4.10)

27
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Lagrange插值多项式：

𝑃𝑛(𝑥) =
𝑛∑

𝑘=0
𝑓 (𝑥𝑘)𝑙𝑘(𝑥) (4.11)

显然的，在插值点上：

𝑙𝑘(𝑥𝑗) = 𝛿𝑗𝑘 (4.12)

4.1.2 Lagrange多项式误差

对于 𝑃𝑛(𝑥)是 [𝑎, 𝑏]上过 {(𝑥𝑖, 𝑓 (𝑥𝑖))}的 n次插值，多项式 𝑓 ∈ ℂ𝑛+1[𝑎, 𝑏]，则 𝑃𝑛(𝑥)的误差

1. 𝑅𝑛(𝑥) =
𝑓 (𝑛+1)(𝜉)
(𝑛 + 1)!

𝑛∏
𝑖=0

(𝑥 − 𝑥𝑖) 𝜉 = 𝜉(𝑥) ∈ [𝑎, 𝑏] (4.13)

2. 𝑓 (𝑛+1) ⩽ 𝑀∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] ⟹ |𝑅𝑛(𝑥)| ⩽ 𝑀
(𝑛 + 1)!

𝑛∏
𝑖=0

|𝑥 − 𝑥𝑖| (4.14)

(4.15)是 (4.14)的一个显然的推论
以下仅证明 (4.14)

𝑅𝑛(𝑥) = 𝑓 (𝑥) − 𝑃𝑛(𝑥) (4.15)

𝑃𝑛(𝑥𝑖) = 𝑓 (𝑥𝑖) 𝑖 = 0, 1⋯ 𝑛 (4.16)

⇒ 𝑅𝑛(𝑥)在[𝑎, 𝑏]上有至少 n个零点 (4.17)

𝑔(𝑡) = 𝑓 (𝑡) = 𝑃𝑛(𝑡) − 𝑘(𝑥)
𝑛∏

𝑘=0
(𝑡 − 𝑥𝑘) (4.18)

𝑔(𝑡)至少有 n+2个零点 (4.19)

⇒ 𝑔′(𝑡)至少有 n+1个零点 Rolle′s rule (4.20)

⇒ 𝑔(𝑛+1)(𝑡) = 𝑓 (𝑛 + 1)(𝑡) −𝐾(𝑥)(𝑛 + 1)! 至少有 1个零点 (4.21)

⇒ 𝑔(𝑛+1)(𝜉) = 𝑓 (𝑛+1)(𝜉) −𝐾(𝑥)(𝑛 + 1)! (4.22)

⇒ 𝐾(𝑥) =
𝑓 (𝑛+1)(𝜉)
(𝑛 + 1)!

(4.23)

⇒ 𝑅𝑛(𝑥) =
𝑓 (𝑛+1)(𝜉)
(𝑛 + 1)!

𝑛∏
𝑘=0

(𝑥 − 𝑥𝑘) 𝜉 ∈ [𝑎, 𝑏] (4.24)
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4.2 Newton插值多项式

4.2.1 差商

一阶差商

𝑓 [𝑥0, 𝑥1] =
𝑓 (𝑥1) − 𝑓 (𝑥0)

𝑥1 − 𝑥0
(4.25)

二阶差商

𝑓 [𝑥0, 𝑥1, 𝑥2] =
𝑓 [𝑥1, 𝑥2] − 𝑓 [𝑥0, 𝑥1]

𝑥2 − 𝑥0
(4.26)

k阶差商

𝑓 [𝑥0, 𝑥1,⋯ , 𝑥𝑘] =
𝑓 [𝑥1, 𝑥2,⋯ , 𝑥𝑘] − 𝑓 [𝑥0, 𝑥1,⋯ , 𝑥𝑘−1]

𝑥𝑘 − 𝑥0
(4.27)

4.2.2 插值多项式

一阶

𝑓 [𝑥, 𝑥0] =
𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
⇒ 𝑓 (𝑥) = 𝑓 (𝑥0) + (𝑥 − 𝑥0)𝑓 [𝑥, 𝑥0] (4.28)

⟹ 𝑓 (𝑥0) = 𝑁0(𝑥) (𝑥 − 𝑥0)𝑓 [𝑥, 𝑥0] = 𝑅0(𝑥) (4.29)

(4.30)

二阶

𝑓 [𝑥, 𝑥0, 𝑥1] =
𝑓 [𝑥, 𝑥0] − 𝑓 [𝑥0, 𝑥1]

𝑥 − 𝑥1
⇒ 𝑓 [𝑥, 𝑥0] = 𝑓 [𝑥0, 𝑥1] + (𝑥 − 𝑥1)𝑓 [𝑥, 𝑥0, 𝑥1] (4.31)

𝑓 (𝑥) = 𝑓 (𝑥0) + 𝑓 [𝑥0, 𝑥1](𝑥 − 𝑥0) + (𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1)𝑓 [𝑥, 𝑥0, 𝑥1] (4.32)

𝑁1(𝑥) = 𝑓 (𝑥0) + 𝑓 [𝑥0, 𝑥1](𝑥 − 𝑥0) 𝑅1(𝑥) = (𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1)𝑓 [𝑥, 𝑥0, 𝑥1] (4.33)
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n-1阶

𝑓 (𝑥) = 𝑓 (𝑥0) + (𝑥 − 𝑥0)𝑓 [𝑥0, 𝑥1] + (𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1)𝑓 [𝑥0, 𝑥1, 𝑥2]+

⋯ +
𝑛−2∏
𝑘=0

(𝑥 − 𝑥𝑘)𝑓 [𝑥0, 𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛−1] +
𝑛−1∏
𝑘=0

𝑓 [𝑥, 𝑥0, 𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛−1] (4.34)

𝑁𝑛−1(𝑥) = 𝑓 (𝑥0) + (𝑥 − 𝑥0)𝑓 [𝑥0, 𝑥1] + (𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1)𝑓 [𝑥0, 𝑥1, 𝑥2] +⋯ +
𝑛−2∏
𝑘=0

(𝑥 − 𝑥𝑘)𝑓 [𝑥0, 𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛−1]

(4.35)

𝑅𝑛−1(𝑥) =
𝑛−1∏
𝑘=0

𝑓 [𝑥, 𝑥0, 𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛−1] (4.36)

𝑓 [𝑥, 𝑥0, 𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛] =
𝑓 [𝑥, 𝑥0,⋯ , 𝑥𝑛−1] − 𝑓 [𝑥0, 𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛]

𝑥 − 𝑥𝑛
(4.37)

⇒ 𝑓 [𝑥, 𝑥0,⋯ , 𝑥𝑛−1] = 𝑓 [𝑥0,⋯ , 𝑥𝑛] + (𝑥 − 𝑥𝑛)𝑓 [𝑥, 𝑥0,⋯ , 𝑥𝑛] (4.38)

𝑓 (𝑥) = 𝑓 (𝑥0) + (𝑥 − 𝑥0)𝑓 [𝑥0, 𝑥1] +⋯ +
𝑛−1∏
𝑘=0

(𝑥 − 𝑥𝑘)𝑓 [𝑥0, 𝑥1,⋯ , 𝑥𝑘] +
𝑛∏

𝑘=0
(𝑥 − 𝑥𝑘)𝑓 [𝑥, 𝑥0,⋯ , 𝑥𝑘] (4.39)

𝑁𝑛(𝑥) = 𝑓 (𝑥0) + (𝑥 − 𝑥0)𝑓 [𝑥0, 𝑥1] +⋯ +
𝑛−1∏
𝑘=0

(𝑥 − 𝑥𝑘)𝑓 [𝑥0, 𝑥1,⋯ , 𝑥𝑘] (4.40)

𝑅𝑛(𝑥) =
𝑛∏

𝑘=0
(𝑥 − 𝑥𝑘)𝑓 [𝑥, 𝑥0,⋯ , 𝑥𝑘] (4.41)

(4.42)

由对于 n+1个确定点，仅有一个 n阶插值多项式，因此：

𝑃𝑛(𝑥) =
𝑛∑

𝑘=0
𝑓 (𝑥𝑘)𝑙𝑘(𝑥) = 𝑁𝑛(𝑥) =

𝑛∑
𝑗=−1

−1

(
𝑓 [𝑥0, 𝑥1,⋯ , 𝑥𝑗+1]

𝑗∏
𝑘=0

(𝑥 − 𝑥𝑘)

)
(4.43)

𝑓 (𝑥𝑘) 𝑓 [𝑥0, 𝑥1,⋯ , 𝑥𝑗+1]为系数 (4.44)

𝑙𝑘(𝑥)
𝑗∏

𝑘=0
(𝑥 − 𝑥𝑘)为基函数 (4.45)

⇒ 𝑅𝑛(𝑥) =
𝑛∏

𝑘=0
(𝑥 − 𝑥𝑘)𝑓 [𝑥, 𝑥0, 𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛] =

𝑓 (𝑛+1)(𝜉)
(𝑛 + 1)!

𝑛∏
𝑘+0

(𝑥 − 𝑥𝑘) (4.46)

4.2.3 差商意义

𝑓 [𝑥0, 𝑥1] 𝑓 ′(𝜉1) (4.47)

𝑓 [𝑥0, 𝑥1, 𝑥2]
𝑓 ′′(𝜉2)
2!

(4.48)

𝑓 [𝑥0, 𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛]
𝑓 (𝑛)(𝜉𝑛
𝑛!

(4.49)

(4.50)

类似于 Taylor展开，用差商替代微商
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4.3 Hermite插值

没啥用，不讲

4.4 样条插值

4.4.1 Ronge现象

在等距点过多情况下的高阶插值会引起极大误差
解决方法：低阶分段（样条）或高阶不等距节点高阶不等距节点：切比雪夫、勒让德、雅各比、盖德堡
对一组节点 𝑥𝑘

三次样条差值：

𝑃 𝑖
3(𝑥)由𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1, 𝑥𝑖+2构建，对应𝑥 ∈ [𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1] (4.51)

𝑃 𝑖−1
3 (𝑥)由𝑥𝑖−2, 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1构建，对应𝑥 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] (4.52)

限制条件：

𝑃 𝑖
3(𝑥𝑖) = 𝑓 (𝑥𝑖) (4.53)

𝑃 𝑖−1
3 (𝑥𝑖) = 𝑃 𝑖(𝑥𝑖) (4.54)(
𝑃 𝑖−1
3

)′ (𝑥𝑖) =
(
𝑃 𝑖−1
3

)′ (𝑥𝑖) (4.55)(
𝑃 𝑖−1
3

)′′ (𝑥𝑖) =
(
𝑃 𝑖−1
3

)′′ (𝑥𝑖) (4.56)

𝑆𝑖(𝑥) = 𝐴𝑖𝑥
3 + 𝐵𝑖𝑥

2 + 𝐶𝑖𝑥 +𝐷𝑖 (4.57)⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑆𝑖(𝑥𝑖) = 𝑦𝑖 = 𝑓 (𝑥𝑖) 𝑛 + 1

𝑆𝑖−1 = 𝑆𝑖(𝑥𝑖) 𝑛 − 1

𝑆 ′
𝑖−1(𝑥𝑖) = 𝑆 ′

𝑖 (𝑥𝑖) 𝑛 − 1

𝑆 ′′
𝑖−1(𝑥𝑖) = 𝑆 ′

𝑖 (𝑥𝑖) 𝑛 − 1

共计 4n-2个条件,4n个未知数 (4.58)

记 𝑆 ′′(𝑥𝑖) = 𝑀𝑖 𝑆 ′(𝑥𝑖) = 𝑚𝑖 ℎ𝑖 = 𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖

𝑆 ′′
𝑖 (𝑥) =

𝑥 − 𝑥𝑖+1

𝑥𝑖 − 𝑥𝑖+1
𝑀𝑖 +

𝑥 − 𝑥𝑖

𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖
𝑀𝑖+1 (4.59)

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑆 ′
𝑖 (𝑥) =

(𝑥𝑖+1−𝑥)3𝑀𝑖+(𝑥−𝑥𝑖)3𝑀𝑖+1

6ℎ𝑖
+ 𝑐𝑖(𝑥𝑖+1 − 𝑥) + 𝑑𝑖(𝑥 − 𝑥𝑖)

𝑐𝑖 =
𝑦𝑖
ℎ𝑖
− ℎ𝑖𝑀𝑖

6
𝑑𝑖 =

𝑦𝑖+1
ℎ𝑖

− ℎ𝑖𝑀𝑖+1

6

(4.60)

𝑆𝑖(𝑥) =
(𝑥𝑖+1 − 𝑥)3 + (𝑥 − 𝑥𝑖)3𝑀𝑖+1

6ℎ𝑖
+

(𝑥𝑖+1 − 𝑥)𝑦𝑖 + (𝑥 − 𝑥𝑖)𝑦𝑖+1
ℎ𝑖

−
ℎ𝑖

6
[
(𝑥𝑖+1 − 𝑥)𝑀𝑖 + (𝑥 − 𝑥𝑖)𝑀𝑖+1

]
]

(4.61)

𝑆 ′
𝑖 (𝑥) =

−𝑀𝑖(𝑥𝑖+1 − 𝑥)2 +𝑀𝑖+1(𝑥 − 𝑥𝑖)2

2ℎ𝑖
+

𝑦𝑖+1 − 𝑦𝑖
ℎ𝑖

+
ℎ𝑖

6
(𝑀𝑖 −𝑀𝑖+1) (4.62)

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜇𝑖𝑀𝑖−1 + 2𝑀𝑖 + 𝜆𝑖𝑀𝑖+1 = 𝑑𝑖 𝑖 = 1, 2,⋯ , 𝑛 − 1

𝜆𝑖 =
ℎ𝑖

ℎ𝑖+ℎ𝑖−1
𝜇𝑖 = 1 − 𝜆𝑖 𝑑𝑖 =

6
ℎ𝑖+ℎ𝑖+1

(
𝑦𝑖+1−𝑦𝑖

ℎ𝑖
− 𝑦𝑖−𝑦𝑖−1

ℎ𝑖

) (4.63)
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最终得到：
（对于给定𝑀0,𝑀𝑛）

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 𝜆1

𝜇2 2 𝜆2

𝜇3 2 𝜆3

⋱ ⋱ ⋱

𝜇𝑛−2 2 𝜆𝑛−2

𝜇𝑛−1 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑀1

𝑀2

𝑀3

⋮

𝑀𝑛−2

𝑀𝑛−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑑1 − 𝜇1𝑀0

𝑑2
𝑑3
⋮

𝑑𝑛−2
𝑑𝑛−1 − 𝜆𝑛−1𝑀𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(4.64)

也可给定 𝑚0, 𝑚𝑛

或周期性边界条件 𝑚0 = 𝑚𝑛 𝑀0 = 𝑀𝑛



Chapter 5

最小二乘拟合

Φ = (𝜙(𝑥0), 𝜙(𝑥1),⋯ , 𝜙(𝑥𝑚)) ∼ 𝑌 = (𝑦1, 𝑦2,⋯ , 𝑦𝑚) (5.1)

距离尽可能小

5.1 一范数

‖Φ − 𝑌 ‖1 = 𝑚∑
𝑖=1

|𝜙(𝑥𝑖) − 𝑦𝑖| (5.2)

5.2 二范数与无穷范数

二范数是最常用的

‖Φ − 𝑌 ‖2 = (
𝑚∑
𝑖=1

|𝜙(𝑥𝑖) − 𝑦𝑖|2)1∕2

(5.3)

‖Φ − 𝑌 ‖∞ = max |𝜙(𝑥𝑖) − 𝑦𝑖| (5.4)

𝜙 =
𝑚∑
𝑖=1

𝛼𝑖𝜙𝑖 (5.5)

{
𝜙𝑖
}𝑚
𝑖=1是一组基

找
{
𝛼𝑖
}𝑚
𝑖=1使得 ‖Φ − 𝑦𝑖‖2最小

33
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𝐴𝑚∗𝑛 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜙1(𝑥1) 𝜙2(𝑥1) ⋯ 𝜙𝑛(𝑥1)
𝜙1(𝑥2) 𝜙2(𝑥2) ⋯ 𝜙𝑛(𝑥2)

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝜙1(𝑥𝑚) 𝜙2(𝑥𝑚) ⋯ 𝜙𝑛(𝑥𝑚)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(5.6)

𝛼𝑛∗1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛼1
𝛼2
⋮

𝛼𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(5.7)

𝑌𝑚∗1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑦1
𝑦2
⋮

𝑦𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
‖𝐴𝛼 − 𝑌 ‖2最小化 𝑚 >> 𝑛 (5.8)

⟹ 𝐴𝛼 ≈ 𝑌 (5.9)

𝐴𝛼 = 𝑌大部分无解

实际应寻找𝐴𝑇𝐴𝛼 = 𝐴𝑇𝑌

最小二乘法即为寻找在二范数下最小的解

5.3 方法一

先证明 (5.11)的解恰为 (5.10)得解
证明 (5.11)有解相当于证明 rank(𝐴𝑇𝐴) = 𝑛

定理

‖𝐴𝛼 − 𝑌 ‖2最小 (5.10)

等价于𝐴𝑇𝐴𝛼 = 𝐴𝑇𝑌 (5.11)

prove:

𝐴𝑥 = 0 ⇒ 𝐴𝑇𝐴𝑥 = 0 (5.12)

𝐴𝑇𝐴𝑥 = 0 ⇒ 𝑥𝑇𝐴𝑇𝐴 = 0 ⇒ ‖𝐴𝑥‖22 = 0 ⇒ 𝐴𝑥 = 0 (5.13)

(5.12)与 (5.13)同解

rank(𝐴𝑇𝐴) = rank(𝐴) = 𝑛 (5.14)

(5.15)
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‖𝐴𝛼 − 𝑌 ‖达到最小值当且仅当 𝐴𝑇𝐴𝛼 = 𝐴𝑇𝑌

𝑌 − 𝐴𝛼 ⟂ 𝐴的列空间 (5.16)

⇔ 𝐴𝑇 (𝑌𝐴𝛼) = 0 ⇔ 𝐴𝑇𝐴𝛼 = 𝐴𝑇𝑌 (5.17)

5.4 方法二

min
𝛼
(‖𝐴𝛼 − 𝑌 ‖) ⇔ min

𝛼

1
2
(‖𝐴𝛼 − 𝑌 ‖2) = min

𝛼
𝑅(𝛼) (5.18)

𝑅(𝛼) = 1
2

⎡⎢⎢⎣
𝑚∑
𝑖=1

(
𝑛∑

𝑗=1
𝛼𝑗𝜙𝑗(𝑥𝑖) − 𝑌𝑖

)2⎤⎥⎥⎦ (5.19)

𝜕𝑅(𝛼)
𝜕𝛼𝑗

= 0 𝑗 = 1, 2,⋯ , 𝑛 (5.20)

⇒
𝑚∑
𝑖=1

[
𝜙𝑗(𝑥𝑖)

(
𝑛∑

𝑘=1
𝛼𝑘𝜙𝑘(𝑥𝑖) − 𝑌𝑖

)]
= 0 (5.21)

⇒
𝑚∑
𝑖=1

𝜙𝑗(𝑥𝑖)
𝑛∑

𝑘=1
𝛼𝑘𝜙𝑘(𝑥𝑖) =

𝑚∑
𝑖=1

𝜙𝑗(𝑥𝑖)𝑌𝑖 (5.22)

𝑅(𝛼) = 1
2
𝛼𝑇𝐴𝑇𝐴 − 𝑌 𝑇𝐴𝛼 + 1

2
‖𝑌 ‖22 (5.23)

𝑅(𝛼 + Δ𝛼) = 𝑅(𝛼) +
𝑛∑

𝑗=0
Δ𝛼𝑗

𝜕𝑅(𝛼)
𝜕𝛼𝑗

+ 1
2

𝑛∑
𝑗=0

𝑛∑
𝑘=0

Δ𝛼𝑗Δ𝛼𝑘
𝜕2𝑅(𝛼)
𝜕𝛼𝑗𝜕𝛼𝑘

(5.24)

𝑅(𝛼 + Δ𝛼) = 𝑅(𝛼) + Δ𝛼𝑇𝐴𝑇𝐴𝛼 ⩾ 𝑅(𝛼) (5.25)

𝜕2𝑅(𝛼)
𝜕𝛼𝑗𝜕𝛼𝑘

= (𝐴𝑇𝐴)𝑗𝑘 (5.26)

Δ𝛼𝑇𝐴𝑇𝐴𝛼 = ‖𝐴Δ𝛼‖22 (5.27)
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Chapter 6

积分与微分

6.1 Newton-Cotes积分

6.1.1 积分方法

𝐼(𝑓 ) = ∫
𝑏

𝑎
𝑓 (𝑥)d𝑥 ≈ 𝐼𝑛(𝑓 ) = ∫

𝑏

𝑎
𝐿𝑛(𝑥)d𝑥 = ∫

𝑏

𝑎

𝑛∑
𝑖=0

𝑙𝑖(𝑥)𝑓 (𝑥𝑖)d𝑥 (6.1)

=
𝑛∑
𝑖=0

𝜔𝑖𝑓 (𝑥𝑖) 积分权重𝜔𝑖 = ∫
𝑏

𝑎
𝑙𝑖(𝑥)d𝑥误差𝐸𝑛(𝑓 ) = 𝐼(𝑓 ) − 𝐼𝑛(𝑓 ) = ∫

𝑏

𝑎
𝑓 (𝑥) − 𝐿𝑛(𝑥)d𝑥 = ∫

𝑏

𝑎
𝑅𝑛(𝑥)d𝑥

(6.2)

= 1
(𝑛 + 1)! ∫

𝑏

𝑎
𝑓 (𝑛+1)(𝜉(𝑥))

𝑛∏
𝑖=0

(𝑥 − 𝑥𝑖)d𝑥 (6.3)

(6.4)

Newton-Cotes取 [𝑎, 𝑏]上等距点 𝑥𝑖 = 𝑎 + 𝑖ℎ 𝑖 = 0, 1,⋯ , 𝑛 ℎ = 𝑏−𝑎
𝑛

𝜔𝑖 = ∫
𝑏

𝑎
𝑙𝑖(𝑥)d𝑥 = ∫

𝑏

𝑎

∏
⩽𝑘⩽𝑛
𝑘≠𝑖

𝑥 − 𝑥𝑘

𝑥𝑖 − 𝑥𝑘
d𝑥 𝑥 = 𝑎 + 𝑡ℎ 𝑥𝑖 = 𝑎 + 𝑖ℎ (6.5)

ℎ
𝑖!(𝑛 − 𝑖)!(−1)𝑛−𝑖 ∫

𝑛

0
𝑡(𝑡 − 1)⋯ (𝑡 − 𝑖 + 1)(𝑡 − 𝑖 − 1)⋯ (𝑡 − 𝑛)d𝑡 (6.6)

𝜔𝑖 = (𝑏 − 𝑎)𝑐(𝑛)𝑖 (6.7)

6.1.2 误差

对 𝑛为奇数且 𝑓 ∈ 𝐶𝑛+1[𝑎, 𝑏]

𝐸𝑛(𝑓 ) =
ℎ𝑛+2𝑓 (𝑛+1)(𝜉)

(𝑛 + 1)! ∫
𝑛

0
𝑡(𝑡 − 1)⋯ (𝑡 − 𝑛)d𝑡 (6.8)

对 𝑛为偶数且 𝑓 ∈ 𝐶𝑛+2[𝑎, 𝑏]

𝐸𝑛(𝑓 ) =
ℎ𝑛+3𝑓 (𝑛+2)(𝜉)

(𝑛 + 2)! ∫
𝑛

0
𝑡2(𝑡 − 1)⋯ (𝑡 − 𝑛)d𝑡 (6.9)

37
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6.1.3 代数精度

如果 𝐸(𝑥𝑘) = 𝐼(𝑥𝑘) − 𝐼𝑛(𝑥𝑘) = 0 𝑘 = 0, 1,⋯ , 𝑚
且 𝐸(𝑥𝑚+1) ≠ 0，则 𝐼𝑛(𝑓 )有 m阶的代数精度

一阶精度

𝑛 = 1 𝑥0 = 𝑎 𝑥1 = 𝑏梯形公式

𝐼(𝑓 ) ≈ 𝐼𝑛(𝑓 ) = 𝑇1(𝑓 ) =
(𝑏 − 𝑎)

2
[𝑓 (𝑎) − 𝑓 (𝑏)] 𝜔0 = 𝜔1 =

𝑏 − 𝑎
2

(6.10)

𝐸1(𝑓 ) =
𝑓 ′′(𝜂)
2 ∫

𝑏

𝑎
(𝑥 − 𝑎)(𝑥 − 𝑏)d𝑥 = −

𝑓 ′′(𝜂)
12

(𝑏 − 𝑎)3 𝜂 ∈ [𝑎, 𝑏] (6.11)

三阶精度

𝑛 = 2 𝑥0 = 𝑎 𝑥1 =
𝑎+𝑏
2

𝑥2 = 𝑏 Simpson’s Rule

𝐼(𝑓 ) = 𝐼2(𝑓 ) =
𝑏 − 𝑎
6

[
𝑓 (𝑎) + 4𝑓 (𝑎 + 𝑏

2
) + 𝑓 (𝑏)

]
(6.12)

𝜔0 = 𝜔2 =
𝑏 − 𝑎
6

𝜔1 =
2
3
(𝑏 − 𝑎) (6.13)

𝐸2(𝑓 ) =
𝑓 (4)(𝜂)
4! ∫

𝑏

𝑎
𝑥(𝑥 − 𝑎)(𝑥 − 𝑎 + 𝑏

2
)(𝑥 − 𝑏)d𝑥 (6.14)

=
𝑓 (4)(𝜂)
2880

(𝑏 − 𝑎)5 𝜂 ∈ [𝑎, 𝑏] (6.15)
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6.2 复化积分公式

6.2.1 复化梯形公式

𝐼(𝑓 ) = ∫
𝑏

𝑎
𝑓 (𝑥)d𝑥 =

𝑛−1∑
𝑖=0

∫
𝑥𝑖+1

𝑥𝑖

𝑓 (𝑥)d𝑥 (6.16)

=
𝑛−1∑
𝑖=0

(
ℎ
2
[𝑓 (𝑥𝑖) + 𝑓 (𝑥𝑖+1)] − 𝑓 ′′(𝜉𝑖)

ℎ3

12

)
(6.17)

= ℎ

[
1
2
𝑓 (𝑎) +

𝑛−1∑
𝑖=1

𝑓 (𝑥𝑖) +
1
2
𝑓 (𝑏)

]
−

𝑛−1∑
𝑖=0

𝑓 ′′(𝜉𝑖)
ℎ3

12
(6.18)

𝑇𝑛(𝑓 ) =
ℎ
2

[
𝑓 (𝑎) + 2

𝑛−1∑
𝑖=1

𝑓 (𝑎 + 𝑖ℎ) + 𝑓 (𝑏)

]
(6.19)

𝐸𝑛(𝑓 ) = −ℎ3

12

𝑛−1∑
𝑖=0

𝑓 ′′(𝜉𝑖)
介值定理
⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐ −ℎ3

12
𝑛𝑓 ′′(𝜉) = −(𝑏 − 𝑎)3

12𝑛2
𝑓 ′′(𝜉) (6.20)

应用𝑀 = max𝑎⩽𝑥⩽𝑏 |𝑓 ′′(𝑥)|
||𝐸𝑛(𝑓 )|| ⩽ (𝑏 − 𝑎)3

12𝑛2
𝑀 < 𝜖 ⇒

⌈√
(𝑏 − 𝑎)3𝑀

12𝜖

⌉
(6.21)

6.2.2 复化 Simpson公式

𝑥𝑖 = 𝑎 + 𝑖ℎ 𝑖 = 0, 1,⋯ , 𝑛 ℎ = 𝑏 − 𝑎
𝑛

𝑛 = 2𝑚 𝑚 ∈ ℤ (6.22)

𝐼(𝑓 ) = ∫
𝑏

𝑎
𝑓 (𝑥)d𝑥 =

𝑚−1∑
𝑖=0

∫
𝑥2𝑖+2

𝑥2𝑖

𝑓 (𝑥)d𝑥 (6.23)

=
𝑚−1∑
𝑖=0

2ℎ
6

[
𝑓 (𝑥2𝑖) + 4𝑓 (𝑥2𝑖+1) + 𝑓 (𝑥2𝑖+2)

]
+

𝑚−1∑
𝑖=0

(
−(2ℎ)5

2880
𝑓 (4)(𝜉𝑖)

)
(6.24)

两部分分别是复化 Simpson公式和误差项

𝑆𝑛(𝑓 ) =
ℎ
3

[
𝑓 (𝑎) + 4

𝑚−1∑
𝑖=0

𝑓 (𝑥2𝑖+1) + 2
𝑚−1∑
𝑖=1

𝑓 (𝑥2𝑖) + 𝑓 (𝑏)

]
(6.25)

𝐸𝑛(𝑓 ) = −(2ℎ)5

2880

𝑚−1∑
𝑖=0

𝑓 (4)(𝜉𝑖) = −(2ℎ)5

2880
𝑓 (4)(𝜉) = −(𝑏 − 𝑎)5

2880𝑚4
𝑓 (4)(𝜉) (6.26)

= −(𝑏 − 𝑎)5

180𝑛4
𝑓 (4)(𝜉) (6.27)

𝑀 = max
𝑎⩽𝑥⩽𝑏

||𝑓 (4)(𝑥)|| (6.28)

||𝐸𝑛(𝑓 )|| ⩽ (𝑏 − 𝑎)5𝑀
2880𝑚4

⩽ 𝜖 ⇒ 𝑚 ⩾

⌈
4

√
(𝑏 − 𝑎)5𝑀
2880𝜖

⌉
𝜉 ∈ [𝑎, 𝑏] (6.29)
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6.3 自动控制误差的复化积分

𝑇𝑛(𝑓 ) = ℎ𝑛

[
1
2
𝑓 (𝑎) +

𝑛−1∑
𝑖=1

𝑓 (𝑥𝑖) +
1
2
𝑓 (𝑏)

]
ℎ𝑛 =

𝑏 − 𝑎
𝑛

(6.30)

𝑇2𝑛(𝑓 ) =
ℎ𝑛

2

[
1
2
𝑓 (𝑎) +

𝑛−1∑
𝑖=1

𝑓 (𝑥𝑖) +
1
2
𝑓 (𝑏) +

𝑛=1∑
𝑖=0

𝑓 (𝑥𝑖+1∕2)

]
(6.31)

= 1
2
𝑇𝑛(𝑓 ) +

ℎ
2

𝑛−1∑
𝑖=0

𝑓 (𝑥𝑖+1∕2) (6.32)

估计误差
n足够大时，𝑓 ′′(𝜉) ≈ 𝑓 ′′(𝜂)

𝐼(𝑓 ) − 𝑇𝑛(𝑓 ) = −(𝑏 − 𝑎)
12

ℎ2𝑓 ′′(𝜉) (6.33)

𝐼(𝑓 ) − 𝑇2𝑛(𝑓 ) = −𝑏 − 𝑎
12

ℎ2

4
𝑓 ′′(𝜂) (6.34)

𝐼(𝑓 ) − 𝑇𝑛(𝑓 ) ≈ 4
(
𝐼(𝑓 ) − 𝑇2𝑛(𝑓 )

)
(6.35)

⇒ 𝐼(𝑓 ) − 𝑇2𝑛(𝑓 ) ≈
1
3
(
𝑇2𝑛(𝑓 ) − 𝑇𝑛(𝑓 )

)
(6.36)||𝐼(𝑓 ) − 𝑇2𝑛(𝑓 )|| < 𝜖 ⇒ ||𝑇2𝑛(𝑓 ) − 𝑇𝑛(𝑓 )|| < 3𝜖 (6.37)

6.3.1 算法

给定 𝜖, 𝑛, ℎ，计算 𝑇𝑛(𝑇old) 𝑇2𝑛(𝑇new)
while |𝑇old − 𝑇new| > 3𝜖
𝑇new = 1

2
𝑇old + ℎ

2

∑𝑛−1
𝑖=0 𝑓 (𝑥𝑖+1∕2)

ℎ = ℎ
2

𝑛 = 2𝑛
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6.4 Ramberg外插积分方法

𝑓 (𝑥) = 𝑓 (𝑥𝑖+ 1
2
) + (𝑥 − 𝑥𝑖+ 1

2
)𝑓 ′(𝑥𝑖+ 1

2
) + 1

2
(𝑥 − 𝑥𝑖+ 1

2
)2𝑓 ′′(𝑥𝑖+ 1

2
) + 1

6
(𝑥 − 𝑥𝑖+ 1

2
)3𝑓 ′′′(𝑥𝑖+ 1

2
) +⋯ (6.38)

∫
𝑥𝑖+1

𝑥𝑖

𝑓 (𝑥)d𝑥 = ℎ𝑓 (𝑥𝑖+ 1
2
) + 1

2
(𝑥 − 𝑥𝑖+ 1

2
)2
||||𝑥𝑖+1𝑥𝑖

𝑓 ′(𝑥𝑖+ 1
2
) +⋯ (6.39)

𝑓 (𝑥𝑖) = 𝑓 (𝑥𝑖+ 1
2
) − ℎ

2
𝑓 ′(𝑥𝑖 +

1
2
) + ℎ2

8
𝑓 ′′(𝑥𝑖+ 1

2
) − ℎ3

48
𝑓 ′′′(𝑥𝑖+ 1

2
) +⋯ (6.40)

𝑓 (𝑥𝑖+1) = ⋯ (6.41)

⇒ 𝑓 (𝑥𝑖+ 1
2
) =

𝑓 (𝑥𝑖) − 𝑓 (𝑥𝑖+1)
2

− ℎ2

8
𝑓 ′′(𝑥𝑖+ 1

2
) − ℎ4

384
𝑓 (4)(𝑥𝑖+ 1

2
) (6.42)

∫
𝑥𝑖+1

𝑥𝑖

𝑓 (𝑥)d𝑥 = ℎ
𝑓 (𝑥𝑖) + 𝑓 (𝑥𝑖+1)

2
− ℎ3

12
𝑓 ′′(𝑥𝑖+ 1

2
) − ℎ5

480
𝑓 (4)(𝑥𝑖+ 1

2
) (6.43)

𝐼(𝑓 ) = ∫
𝑏

𝑎
𝑓 (𝑥)d𝑥 =

𝑚−1∑
𝑖=0

∫
𝑥𝑖+1

𝑥𝑖

𝑓 (𝑥)d𝑥 = 𝑇𝑛 −
ℎ3

12

𝑚−1∑
𝑖=0

𝑓 ′′(𝑥𝑖+ 1
2
) − ℎ5

480

𝑚−1∑
𝑖=0

𝑓 (4)(𝑥𝑖+ 1
2
) (6.44)

= 𝑇𝑛 − 𝑛𝑓 ′′(𝜉) − 𝑛𝑓 (4)(𝜂) (6.45)

𝐼(𝑓 ) = 𝑇𝑛 −
𝑏 − 𝑎
12

ℎ2𝑓 ′′(𝜉) − 𝑏 − 𝑎
480

ℎ4𝑓 (4)(𝜂) (6.46)

𝑅00 = 𝑡𝑛 = 𝐼 − 𝑐1ℎ
2 − 𝑐2ℎ

4 − 𝑐3ℎ
6 −⋯ (6.47)

𝑅10 = 𝑇2𝑛 = 𝐼 −
𝑐1
4
ℎ2 −

𝑐2
16

ℎ4 −
𝑐3
64

ℎ6 −⋯ (6.48)

1
3
((6.49) × 4 − (6.48)) ⇒ 𝑅11 =

4𝑅1 − 𝑅0

3
= 𝐼 +

𝑐2
4
ℎ4 + 5

16
𝑐3ℎ

6 +⋯ (6.49)

𝑅20 = 𝑇4𝑛 = 𝐼 −
𝑐1
16

ℎ2 −
𝑐2
256

ℎ4 −
𝑐3

4096
ℎ6 +⋯ (6.50)

𝑅21 =
4𝑅2 − 𝑅1

3
= 𝐼 +

𝑐2
64

ℎ4 +
5𝑐3
1024

ℎ6 +⋯ (6.51)

𝑅22 =
16𝑅21 − 𝑅11

15
= 𝐼 +

𝑐2
64

ℎ4 +
5𝑐3
1024

ℎ6 +⋯ (6.52)

6.4.1 Ramberg算法

给定 𝑎, 𝑏 ∈ ℕ 𝑓 (𝑥)]𝑞𝑢𝑎𝑑𝑛 = 1 → ℎ = 𝑏 − 𝑎

𝑅00 =
ℎ
2
(𝑓 (𝑎) + 𝑓 (𝑏)) ℎ𝑘 =

ℎ
2𝑘

𝑘 = 0, 1,⋯ , 𝑁 (6.53)

fork = 1 ∶ N (6.54)

𝑅𝑘0 =
1
2

(
𝑅𝑘−1,0 + ℎ𝑘−1

2𝑘−1∑
𝑖=1

𝑓
(
𝑎 + (2𝑖 − 1)ℎ𝑘

))
(6.55)

forj = 1 ∶ k (6.56)

𝑅𝑘𝑗 =
4𝑗𝑅𝑘,𝑗−1 − 𝑅𝑘−1,𝑗−1

4𝑗 − 1
(6.57)

end (6.58)

if (|𝑅𝑘,𝑘 − 𝑅𝑘−1,𝑘−1| < 𝜖) , exit;
end
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6.5 高斯积分

𝐼(𝑓 ) ≈ 𝐼𝑛(𝑓 ) =
𝑛∑
𝑖=0

𝜔𝑖𝑓 (𝑥𝑖) 𝜔𝑖 = ∫
1

−1
𝑙𝑖(𝑥)d𝑥 (6.59)

𝐸𝑛(𝑓 ) =
1

(𝑛 + 1)! ∫
1

−1
𝑓 (𝑛+1)(𝜉(𝑥))

𝑛∏
𝑖=0

(𝑥 − 𝑥𝑖)d𝑥 (6.60)

若 𝑓 (𝑥)为一个至多为 n阶的多项式，则有 𝑓 (𝑛+1)(𝜉(𝑥)) = 0 ⇒ n阶代数精度

6.5.1 Legendre多项式

Legendre多项式定义在 [−1, 1]上

𝜙−1(𝑥) = 0 𝜙0(𝑥) = 1 𝜙𝑗+1(𝑥)
2𝐽 + 1
𝑗 + 1

𝑥𝜙𝑗𝜙𝑗(𝑥) =
𝑗

𝑗 + 1
𝜙𝑗−1(𝑥) 𝑗 ⩾ 0 (6.61)

∫
1

−1
𝜙𝑖(𝑥)𝜙𝑗(𝑥)d𝑥 =

⎧⎪⎨⎪⎩
0 𝑖 ≠ 𝑗
2

2𝑗+1
𝑖 = 𝑗

(6.62)

对于任意多项式 𝑔(𝑥) (𝑑𝑒𝑔(𝑔(𝑥)) ⩽ 𝑛) ∫ 1−1 𝑔(𝑥)𝜙𝑛+1(𝑥)d𝑥 = 0将 Legendre常数归一化：

𝑃𝑗(𝑥) =
√

2𝑗 + 1
2

𝜙𝑗(𝑥) (6.63)

∫
1

−1
𝑃𝑖(𝑥)𝑃𝑗(𝑥)d𝑥 = 𝛿𝑖𝑗 (6.64)

𝑥𝑃𝑗(𝑥) = 𝑎𝑗𝑃𝑗+1(𝑥) + 𝑐𝑗𝑃𝑗−1(𝑥) 𝑎𝑗 =
1√

1 − 1
(2(𝑗+1))2

𝑐𝑗 =
1

2
√

1 − 1
(2𝑗)2

(6.65)

从而得到 Legendre矩阵：

𝑥

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑃0(𝑥)
𝑃1(𝑥)
𝑃2(𝑥)
𝑃3(𝑥)
⋮

𝑃𝑛(𝑥)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 𝑎0
𝑐1 0 𝑎1

𝑐2 0 𝑎2
⋱ ⋱ ⋱

𝑐𝑛−1 0 𝑎𝑛−1
𝑐𝑛 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑃0(𝑥)
𝑃1(𝑥)
𝑃2(𝑥)
𝑃3(𝑥)
⋮

𝑃𝑛(𝑥)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
+ 𝑎𝑛𝑃𝑛+1(𝑥)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
0
0
⋮

0
1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(6.66)

当 𝑥 = 𝑥𝑖 (𝑥 = 0, 1,⋯ 𝑛)

𝑥𝑖

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑃0(𝑥)
𝑃1(𝑥)
𝑃2(𝑥)
𝑃3(𝑥)
⋮

𝑃𝑛(𝑥)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= 𝐽𝑛

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑃0(𝑥)
𝑃1(𝑥)
𝑃2(𝑥)
𝑃3(𝑥)
⋮

𝑃𝑛(𝑥)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(6.67)

其中 𝑥𝑖为 𝐽𝑛的特征值，𝑃𝑖为对应的特征向量（不唯一），且有 𝑃 𝑇
𝑖 𝑃𝑗 = 0 𝑖 ≠ 𝑗
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考虑

∫
1

−1
𝑃𝑖(𝑥)𝑃𝑗(𝑥)d𝑥 0 ⩽ 𝑖, 𝑗 ⩽ 𝑛 𝑑𝑒𝑔(𝑃𝑖(𝑥)𝑃𝑗(𝑥)) ⩽ 2𝑛 (6.68)

𝑛∑
𝑘=0

𝜔𝑘𝑃𝑖(𝑥𝑘)𝑃𝑘(𝑥𝑘) = 𝛿𝑖𝑗 (6.69)

令𝑊 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜔0

𝜔1

⋱

𝜔𝑛−1

𝜔𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝑃 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑃0𝑥0 ⋯ 𝑃𝑛(𝑥0)
⋮ ⋮

𝑃0(𝑥𝑛) ⋯ 𝑃𝑛(𝑥𝑛)

⎞⎟⎟⎟⎠ (6.70)

P为行正交矩阵，即 𝑃𝑃 𝑇 = 𝐼 𝑃 𝑇𝑃 ≠ 𝐼

𝑃 𝑇𝑊𝑃 = 𝐼 (6.71)

𝑃𝑃 𝑇𝑊𝑃𝑃 −1 = 𝑃𝐼𝑃 −1 ⇒ 𝑃𝑃 𝑇𝑊 = 𝐼 (6.72)

𝑃 −𝑇𝑃 𝑇𝑊𝑃𝑃 𝑇 = 𝑃 −𝑇 𝐼𝑃 𝑇 ⇒ 𝑊𝑃𝑃 𝑇 = 𝐼 ⇒ 𝑊 −1 = 𝑃𝑃 𝑇 (6.73)

𝑊 −1 = 𝑑𝑖𝑎𝑔

(
𝑛∑

𝑗=0
𝑃 2
𝑗 (𝑥𝑖)

)
𝑖 = 0⋯ 𝑛 (6.74)

⇒ 𝜔𝑖 =
1∑𝑛

𝑗=0 𝑃
2
𝑗 (𝑥𝑖)

= 1‖𝑃𝑖‖22 (6.75)

In matlab:𝑃̃𝑖 = 𝑐𝑖𝑃𝑖 s.t. ‖𝑃̃𝑖‖2 = 1 (6.76)

𝑐𝑖 =
√
2𝑃0(𝑥𝑖) (6.77)⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑃0(𝑥𝑖)
𝑃1(𝑥𝑖)
⋮

𝑃𝑛(𝑥𝑖)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= 𝑐𝑖

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑃0(𝑥𝑖)
𝑃1(𝑥𝑖)
⋮

𝑃𝑛(𝑥𝑖)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⇒

1√
2 ∫

1

−1
𝑃 2
0 (𝑥)d𝑥 = 1 (6.78)

𝜔𝑖 =
1‖𝑃𝑖‖22 =

𝑐2𝑖‖𝑃̃𝑖‖22 = 𝑐2𝑖 = 2𝑃 2
0 (𝑥𝑖)LAPACK in matlab (6.79)
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6.6 数值微分

6.6.1 插值型数值微分

导数：

𝑓 ′(𝑥) = lim
ℎ→0

𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥)
ℎ

= lim
ℎ→0

𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥 − ℎ)
ℎ

= lim
ℎ→0

𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥 − ℎ)
2ℎ

(6.80)

向前差分

导数：

𝑓 ′(𝑥0) ≈
𝑓 (𝑥0 + ℎ) − 𝑓 (𝑥0)

ℎ
(6.81)

误差：

𝑓 (𝑥0 + ℎ) = 𝑓 (𝑥0) + ℎ𝑓 ′(𝑥0) +
ℎ2

2
𝑓 ′′(𝑥0) +⋯ (6.82)

𝑅(𝑥) = 𝑓 ′(𝑥0) −
𝑓 (𝑥0 + ℎ) − 𝑓 (𝑥0)

ℎ
= −ℎ

2
𝑓 ′′(𝑥0) +⋯ = 𝑂(ℎ) (6.83)

向后差分

导数：

𝑓 ′(𝑥0) ≈
𝑓 (𝑥0) − 𝑓 (𝑥0 − ℎ)

ℎ
(6.84)

误差：

𝑓 (𝑥0 − ℎ) = 𝑓 (𝑥0) − ℎ𝑓 ′(𝑥0) +
ℎ2

2
𝑓 ′′(𝑥0) +⋯ (6.85)

𝑅(𝑥) = 𝑓 ′(𝑥0) −
𝑓 (𝑥0) − 𝑓 (𝑥0 − ℎ)

ℎ
= −ℎ

2
𝑓 ′′(𝑥0) +⋯ = 𝑂(ℎ) (6.86)

中心差分

导数：

𝑓 ′(𝑥0) ≈
𝑓 (𝑥0 + ℎ) − 𝑓 (𝑥0 − ℎ)

2ℎ
(6.87)

误差：

𝑅(𝑥) = ℎ2

6
𝑓 ′′(𝑥0) +⋯ = 𝑂(ℎ2) ⇒ 𝑅(𝑥) = 𝑂(ℎ2) ⇒ 𝑅 = 𝑐ℎ2 ⇒ ln𝑅 = 2 lnℎ + ln 𝑐 (6.88)

6.6.2 全局法

𝑓 (𝑥) ≈ 𝑃𝑛(𝑥) =
𝑛∑
𝑖=0

𝑙𝑖(𝑥)𝑓 (𝑥𝑖) (6.89)

𝑓 ′(𝑥) ≈ 𝑃𝑛(𝑥) =
𝑛∑
𝑖=0

𝑙′𝑖(𝑥)𝑓 (𝑥𝑖) (6.90)

𝑅(𝑥) =

(
𝑓 (𝑛+1)(𝜉)
(𝑛 + 1)!

𝑛∏
𝑖=0

(𝑥 − 𝑥𝑖)

)
(6.91)



Chapter 7

常微分方程初值问题

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑦′(𝑡) = 𝑓 (𝑡, 𝑦(𝑡))

𝑦(0) = 𝑦0
𝑡 ∈ [0, 𝑏] (7.1)

7.1 欧拉方法

7.1.1 向前欧拉法

由差分推导：

𝑦′(𝑡𝑛) ≈
𝑦(𝑡𝑛+1) − 𝑦(𝑡𝑛)

ℎ
⇒ 𝑦(𝑡𝑛+1) ≈ 𝑦(𝑡𝑛) + ℎ𝑓 (𝑡, 𝑦(𝑡𝑛)) 精确解 (7.2)

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + ℎ𝑓 (𝑡𝑛, 𝑦𝑛) 向前欧拉法 (7.3)

由积分推导：

𝑦′(𝑡) = 𝑓 (𝑡, 𝑦(𝑡)) (7.4)

⇒ ∫
𝑡𝑛+1

𝑡𝑛

𝑓 ′(𝑡)d𝑡 = ∫
𝑡𝑛+1

𝑡𝑛

𝑓 (𝑡, 𝑦(𝑡))d𝑡 (7.5)

⇒ 𝑦(𝑡𝑛+1) = 𝑦(𝑡𝑛) + ∫
𝑡𝑛+1

𝑡𝑛

𝑓 (𝑡, 𝑦(𝑡))d𝑡 (7.6)

≈ 𝑦(𝑡𝑛) + ℎ𝑓 (𝑡𝑛, 𝑦(𝑡𝑛)) (7.7)

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + ℎ𝑓 (𝑡𝑛, 𝑦𝑛) (7.8)

7.1.2 向后欧拉法

由差分推导

𝑦′(𝑡𝑛+1) =
𝑦(𝑡𝑛+1) − 𝑦(𝑡𝑛)

ℎ
(7.9)

⇒ 𝑦(𝑡𝑛+1) ≈ 𝑦(𝑡𝑛) + ℎ𝑓 (𝑡𝑛+1, 𝑦(𝑡𝑛+1)) (7.10)

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + ℎ𝑓 (𝑡𝑛+1, 𝑦𝑛+1) (7.11)

45
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由积分推导

𝑦(𝑡𝑛+1) = 𝑓 (𝑡𝑛+1, 𝑦(𝑡𝑛+1)) (7.12)

⇒ 𝑦(𝑡𝑛+1) = 𝑦(𝑡𝑛) + ∫
𝑡𝑛+1

𝑡𝑛

𝑓 (𝑡, 𝑦(𝑡))d𝑡 (7.13)

≈ 𝑦(𝑡𝑛) + ℎ𝑓 (𝑡𝑛+1, 𝑦𝑛+1) (7.14)

向前欧拉法的稳定性较差，向后欧拉法的计算要求较大，但解较稳定。

7.1.3 中点公式 (对应中心差分法)

由差分推导：

𝑦′(𝑡𝑛) ≈
𝑦(𝑡𝑛+1) − 𝑦(𝑡𝑛−1)

2ℎ
(7.15)

⇒ 𝑦(𝑡𝑛+1) = 𝑦(𝑡𝑛−1) + 2ℎ𝑓 (𝑡𝑛, 𝑦(𝑡𝑛)) (7.16)

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛−1 + 2ℎ𝑓 (𝑡𝑛, 𝑦𝑛) 多步法 (7.17)

由积分推导：

𝑦(𝑡𝑛+1) = 𝑦(𝑡𝑛−1) + ∫
𝑡𝑛+1

𝑡𝑛−1

𝑓 (𝑡, 𝑦(𝑡))d𝑡 (7.18)

≈ 𝑦(𝑡𝑛−1) + 2ℎ𝑓 (𝑡𝑛, 𝑦(𝑡𝑛)) (7.19)

𝑦𝑛 + 1 = 𝑦(𝑡𝑛−1) + 2ℎ𝑓 (𝑡𝑛, 𝑦(𝑡𝑛)) (7.20)

7.1.4 收敛性

局部截断误差

Taylor展开

𝑦(𝑡𝑛+1) + 𝑦(𝑡𝑛) + ℎ𝑓 (𝑡𝑛, 𝑦(𝑡𝑛)) +
ℎ2

2
𝑓 ′(𝜉) 𝜉 ∈ [𝑡𝑛, 𝑡𝑛+1] (7.21)

(7.22)

向前欧拉法：令 𝑦𝑛 = 𝑦(𝑡𝑛)，即仅考虑一步的误差

⇒ 𝑇𝑛+1 = 𝑦(𝑡𝑛+1) − 𝑦𝑛+1 =
ℎ2

2
𝑓 ′(𝜉𝑛) = 𝑂(ℎ2) (7.23)

如果 𝑇 ∝ ℎ𝑝+1则称方法为 P阶方法

整体误差

皮卡-林德洛夫定理（唯一性）

若𝑓 (𝑡, 𝑦)在0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑏 −∞ ⩽ 𝑦 ⩽ +∞上连续，且满足 Lipshitz条件，即 (7.24)||𝑓 (𝑡, 𝑦1) − 𝑓 (𝑡, 𝑦2)|| ⩽ |𝑦1 − 𝑦2| (7.25)

则初值问题𝑦′(𝑡) = 𝑓 (𝑡, 𝑦(𝑡)) 𝑦(0) = 𝑦0有唯一解 (7.26)
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𝑒𝑛+1 = 𝑦(𝑡𝑛+1) − 𝑦𝑛+1 = 𝑦(𝑡𝑛) − 𝑦𝑛 + ℎ
[
𝑓 (𝑡𝑛, 𝑦(𝑡𝑛)) − 𝑓 (𝑡𝑛, 𝑦𝑛)

]
+ 𝑇𝑛+1 (7.27)|𝑒𝑛+1| ⩽ |𝑒𝑛| + ℎ ||𝑓 (𝑡𝑛, 𝑦(𝑡𝑛)) − 𝑓 (𝑡𝑛, 𝑦𝑛)|| + |𝑇𝑛+1| (7.28)

⩽ |𝑒𝑛| + ℎ|𝑦(𝑡𝑛) − 𝑦𝑛| + |𝑇𝑛+1| ⩽ (1 + ℎ)|𝑒𝑛| + 𝑇 𝑇 = max 𝑇𝑛 (7.29)

⩽ (1 + ℎ) [(1 + ℎ)|𝑒𝑛−1| + 𝑇
]
+ 𝑇 (7.30)

⩽ (1 + ℎ)𝑛+1|𝑒0| + 𝑇 + (1 + ℎ)𝑇 + (1 + ℎ)2𝑇 +⋯ + (1 + ℎ)𝑛𝑇 (7.31)

= (1 + ℎ)𝑛+1|𝑒0| + (1 + ℎ)𝑛+1 − 1
ℎ 𝑇 (7.32)

⩽ 𝑒(𝑛+1)ℎ
(|𝑒0| + 𝑇

ℎ
)

(1 + 𝑥)𝑛 ⩽ 𝑒𝑛𝑥 (7.33)

= 𝑒(𝑏−𝑎)
(|𝑒0| + 𝑇ℎ

)
(7.34)

其中 𝑇𝑛+1为单步误差
𝑒0为初值引入误差
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7.2 单步法

2D-Taylor

𝑓 (𝑥 + ℎ, 𝑦 + 𝑙) = 𝑓 (𝑥, 𝑦) + ℎ𝑓𝑥(𝑥, 𝑦) + 𝑙𝑓𝑦(𝑥, 𝑦) +
ℎ2

2
𝑓𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) + ℎ𝑙𝑓𝑥𝑦(𝑥, 𝑦) +

𝑙2

2
𝑓𝑦𝑦(𝑥, 𝑦) +⋯ (7.35)

𝑦(𝑡𝑖+1) − 𝑦(𝑡𝑖) − ℎ𝑓 (𝑡𝑖, 𝑦(𝑡𝑖)) = 𝑇𝑖 =
𝑦′′(𝑡𝑖)
2

ℎ2 + 𝑂(ℎ3) (7.36)

⇒ 𝑦(𝑡𝑖+1) − 𝑦𝑡𝑖 − ℎ𝑓 (𝑡𝑖, 𝑦(𝑡𝑖)) −
ℎ2

2
𝑦′′(𝑡𝑖) = 𝑂(ℎ3) (7.37)

𝑦′′(𝑡𝑖) =
d2𝑦
d𝑡2

|||||𝑡=𝑡𝑖 = d
d𝑡
𝑓 (𝑡, 𝑦(𝑡))

||||𝑡=𝑡𝑖 = d𝑡
d
𝑓 (𝑡𝑖, 𝑦(𝑡𝑖)) (7.38)

d
d𝑡
𝑓 (𝑡, 𝑦(𝑡)) =

𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕𝑦
𝜕𝑡

+
𝜕𝑓
𝜕𝑡

(7.39)

= 𝑓𝑦(𝑡, 𝑦(𝑡)) 𝑦′(𝑡) + 𝑓𝑡(𝑡, 𝑦(𝑡)) = 𝑓𝑦(𝑡, 𝑦(𝑡))𝑓 (𝑡, 𝑦(𝑡)) + 𝑓𝑡(𝑡, 𝑦(𝑡)) (7.40)

⇒ 𝑦(𝑡𝑖+1) ≈ 𝑦(𝑡𝑖) + ℎ𝑓 (𝑡𝑖, 𝑦(𝑡𝑖)) +
ℎ2

2
d
d𝑡
𝑓 (𝑡𝑖, 𝑦(𝑡𝑖)) + 𝑂(ℎ3) (7.41)

≈ 𝑦(𝑡𝑖) + ℎ
[
𝑓 (𝑡𝑖, 𝑦(𝑡𝑖)) +

ℎ
2
(
𝑓𝑦(𝑡𝑖, 𝑦(𝑡𝑖))𝑓 (𝑡𝑖, 𝑦(𝑡𝑖)) + 𝑓𝑡(𝑡𝑖, 𝑦(𝑡𝑖))

)]
+ 𝑂(ℎ3) (7.42)

𝛾𝑓 (𝑡 + 𝛼, 𝑦 + 𝛽) = 𝛾
(
𝑓 (𝑡, 𝑦) + 𝛼𝑓𝑡(𝑡, 𝑦) + 𝛽𝑓𝑦(𝑡, 𝑦)

)
+⋯ (7.43)⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝛾 = 1

𝛾𝛼 = ℎ
2

𝛾𝛽 = ℎ
2
𝑓 (𝑡𝑖, 𝑦(𝑡𝑖))

⟹

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝛾 = 1

𝛼 = ℎ
2

𝛽 = ℎ
2
𝑓 (𝑡𝑖, 𝑦(𝑡𝑖))

(7.44)

𝑦(𝑡𝑖+1) = 𝑦(𝑡𝑖) + ℎ𝑓
(
𝑡𝑖 +

ℎ
2
, 𝑦(𝑡𝑖) +

ℎ
2
𝑓 (𝑡𝑖, 𝑦(𝑡𝑖))

)
+ 𝑂(ℎ3) (7.45)

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + ℎ𝑓
(
𝑡𝑖 +

ℎ
2
, 𝑦𝑖 +

ℎ
2
𝑓 (𝑡𝑖, 𝑦𝑖)

)
(7.46)

or 𝐾1 = ℎ𝑓 (𝑡𝑖, 𝑦𝑖) 𝐾2 = ℎ𝑓 (𝑡𝑖 +
ℎ
2
, 𝑦𝑖 +

𝐾1

2
) 𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 +𝐾2 (7.47)

称为中点公式法，又称 Ronge-Kutta二阶方法（RK2）
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7.3 线性多步法

𝑦′(𝑡) = 𝑓 (𝑡, 𝑦(𝑡)) ⇒ 𝑦(𝑡𝑛) = 𝑦(𝑡𝑛−𝑝) + ∫
𝑡𝑛

𝑡𝑛−𝑝

𝑓 (𝑡, 𝑦(𝑡))d𝑡 (7.48)

用 Lagrange插值多项式近似 𝑓 (𝑡, 𝑦(𝑡))注意，Lagrange插值多项式有 𝑞𝑝

𝑦(𝑡𝑛) = 𝑦(𝑡𝑛−𝑝) ∫
𝑡𝑛

𝑡𝑛−𝑝

𝐿𝑛
𝑛−𝑞(𝑡)d𝑡 (7.49)

𝑦𝑛 = 𝑦𝑛−𝑝 + ∫
𝑡𝑛

𝑡𝑛−𝑝

𝐿𝑛
𝑛−𝑞(𝑡)d𝑡 隐式格式 (7.50)

𝑦𝑛 = 𝑦𝑛−𝑝 + ∫
𝑡𝑛

𝑡𝑛−𝑝

𝐿𝑛−1
𝑛−𝑞(𝑡)d𝑡 显式格式 (7.51)

𝐿𝑛
𝑛−𝑞(𝑡) =

𝑛∑
𝑘=𝑛−𝑞

𝑓𝑘𝑙𝑘(𝑡) 𝑙𝑘(𝑡)is Lagrange basis function (7.52)

𝑓𝑘 = 𝑓 (𝑡𝑘, 𝑦𝑘) (7.53)

𝑦𝑛 = 𝑦𝑛−𝑝 +
𝑛∑

𝑘=𝑛−𝑞
𝑓𝑘 ∫

𝑡𝑛

𝑡𝑛−𝑝

𝑙𝑘(𝑡)d𝑡 (7.54)

𝑦𝑛 − 𝑦𝑛−𝑝 =
𝑛∑

𝑘=𝑛−𝑞
𝑓𝑘 ∫

𝑡𝑛

𝑡𝑛−𝑝

𝑙𝑘(𝑡)d𝑡 (7.55)

𝑠 = max(𝑝, 𝑞)假设一个 𝑠步的线性多步法

0∑
𝑗=−𝑠

𝛼𝑛+𝑗𝑦𝑛+𝑗 = ℎ
0∑

𝑗=−𝑠
𝛽𝑛+𝑗𝑓𝑛+𝑗

⎧⎪⎨⎪⎩
𝛼𝑛 = 1 𝛽𝑛 = 0 ⇒隐式

𝛽𝑛 ≠ 0 ⇒显式
(7.56)

所有的线性多步法：

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

Adam-B 𝛼 ∶ 𝑗 = 0,−1 𝛽 ∶ 𝑗 = −1,−2,⋯

Adam-M 𝛼 ∶ 𝑗 = 0,−1 𝛽 ∶ 𝑗 = 0,−1,−2,⋯

Nystion 𝛼 ∶ 𝑗 = 0,−2 𝛽 ∶ 𝑗 = −1,−2,⋯

G-M-S 𝛼 ∶ 𝑗 = 0,−2 𝛽 ∶ 𝑗 = 0,−1,−2,⋯

B-D 𝛼 ∶ 𝑗 = 0,−1,−2,⋯ 𝛽 ∶ 𝑗 = 0

(7.57)

一种线性多步法：

𝑦𝑛 = 𝑦𝑛−2 + 𝑓𝑛−1 ∫
𝑡𝑛

𝑡𝑛−2

𝑙𝑛−1(𝑡)d𝑡 + 𝑓𝑛−2 ∫
𝑡𝑛

𝑡𝑛−2

𝑙𝑛−2(𝑡)d𝑡 + 𝑓𝑛−3 ∫
𝑡𝑛

𝑡𝑛−2

𝑙𝑛−3(𝑡)d𝑡 (7.58)

= 𝑦𝑛−2 + 𝑓𝑛−1 ∫
𝑡𝑛

𝑡𝑛−2

(𝑡 − 𝑡𝑛−2)(𝑡 − 𝑡𝑛−3)
(𝑡𝑛−1 − 𝑡𝑛−2)(𝑡𝑛−1 − 𝑡𝑛−2)

d𝑡 = 7
3
ℎ (7.59)

+𝑓𝑛−2 ∫
𝑡𝑛

𝑡𝑛−2

(𝑡 − 𝑡𝑛−1)(𝑡 − 𝑡𝑛−3)
(𝑡𝑛−2 − 𝑡𝑛−1)(𝑡𝑛−2 − 𝑡𝑛−3)

d𝑡 = −2
3
ℎ (7.60)

+𝑓𝑛−3 ∫
𝑡𝑛

𝑡𝑛−2

(𝑡 − 𝑡𝑛−1)(𝑡 − 𝑡𝑛−2)
(𝑡𝑛−3 − 𝑡𝑛−1)(𝑡𝑛−3 − 𝑡𝑛−2)

d𝑡 = −ℎ
3

(7.61)

⇒ 𝑦𝑛 = 𝑦𝑛−2 +
ℎ
3
(
7𝑓𝑛−1 − 2𝑓𝑛−2 + 𝑓𝑛−3

)
(7.62)
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误差：

假设𝑦𝑛−1 = 𝑦(𝑡𝑛−1) 𝑦𝑛−2 = 𝑦(𝑡𝑛−2) 𝑦𝑛−3 = 𝑦(𝑡𝑛−3) (7.63)

⇒ 𝑓𝑛−1 = 𝑓 (𝑡𝑛−1, 𝑦(𝑡𝑛−1)) 𝑓𝑛−2 = 𝑓 (𝑡𝑛−2, 𝑦(𝑡𝑛−2)) 𝑓𝑛−3 = 𝑓 (𝑡𝑛−3, 𝑦(𝑡𝑛−3)) (7.64)

𝑦𝑛 = 𝑦(𝑡𝑛−2) +
ℎ
3
(
7𝑦′(𝑡𝑛−1) − 2𝑦′(𝑡𝑛−2) + 𝑦′(𝑡𝑛−3)

)
(7.65)

𝑇𝑛 = 𝑦(𝑡𝑛) − 𝑦𝑛 = 𝑦(𝑡𝑛)𝑦(𝑡𝑛−2) −
ℎ
3
(
7𝑦′(𝑡𝑛−1) − 3𝑦′(𝑡𝑛−2) + 𝑦′(𝑡𝑛−3)

)
(7.66)

𝑦(𝑡𝑛) = 𝑦(𝑡𝑛−1) + ℎ𝑦′(𝑡𝑛−1) +
ℎ2

2
𝑦′′(𝑡𝑛−1) +

ℎ3

3!
𝑦′′′(𝑡𝑛−1) + 𝑂(ℎ4) (7.67)

𝑦(𝑡𝑛−2) = () − () + () − () + 𝑂(ℎ4) (7.68)

𝑦′(𝑡𝑛−2) = 𝑦′(𝑡𝑛−1) − ℎ𝑦′′(𝑡𝑛−1) +
ℎ2

2
𝑦′′′(𝑡𝑛−2) + 𝑂(ℎ3) (7.69)

𝑦′(𝑡𝑛−3) = 𝑦′(𝑡𝑛−1) − 2ℎ𝑦′′(𝑡𝑛−1) + 2ℎ2𝑦′′′(𝑡𝑛−2) + 𝑂(ℎ3) (7.70)

⇒ 𝑇𝑛 = 𝑂(ℎ4) ⇒四阶 (7.71)

例：

𝑝 = 1 𝑞 = 2 ⇒显式 (7.72)

𝑦(𝑡𝑛) = 𝑦(𝑡𝑛−1) + ∫
𝑡𝑛

𝑡𝑛−1

𝑓 (𝑡𝑛−2, 𝑦(𝑡𝑛−2))𝑙𝑛−2(𝑡) + 𝑓 (𝑡𝑛−1, 𝑦(𝑡𝑛−1))𝑙𝑛−1(𝑡) + 𝑅(𝑡)d𝑡 𝑅(𝑡)为误差 (7.73)

= 𝑦(𝑡𝑛−1) +
ℎ
2
(
3𝑓 (𝑡𝑛−1𝑦(𝑡𝑛−1)) − 𝑓 (𝑡𝑛−2, 𝑦(𝑡𝑛−2))

)
+ 𝑇𝑛 (7.74)

𝑇𝑛 = ∫
𝑡𝑛

𝑡𝑛−1

𝑅(𝑡)d𝑡 = ∫
𝑡𝑛

𝑡𝑛−1

𝑦′′′(𝜉)
2!

(𝑡 − 𝑡𝑛−1)(𝑡 − 𝑡𝑛−2)d𝑡 = 𝑂(ℎ3) (7.75)

⇒ 𝑦𝑛 = 𝑦𝑛−1 +
ℎ
2
(
3𝑓𝑛−1 − 𝑓𝑛−2

)
两步二阶 A-B方法 (7.76)

7.4 常微分方程组

略，见书

7.5 稳定性

略



Chapter 8

后记

首先我还是得说，徐宽讲得真是好！
虽然记下了这么多的笔记，但徐宽老师的作业依旧不是很简单的任务，建议大家依然认真听课并认真做笔
记。
极不建议翘课或者不看课本。
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