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第三章 电磁波散射

3.1 电磁波从自由电子的散射

3.1.1 加速运动电荷的辐射(电偶极辐射)

当运动电荷的辐射光子能量ℎ𝑓远小于带电粒子的动能𝑊，即：

ℎ𝜈 ≪ 𝑊 (3.1)

时，加速运动电荷的辐射过程可用经典辐射理论处理。根据经典辐射理论，

加速运动电荷产生的辐射电磁场为：⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
�⃗�(�⃗�, 𝑡) =

𝑞

4𝜋𝑐2𝜖0

{︃
𝑠× [(𝑠− 𝛽)× ˙⃗𝜐]

(1− 𝛽 · 𝑠)3𝑅′

}︃
𝑡′

�⃗�(�⃗�, 𝑡) =
1

𝑐
𝑠× �⃗�(�⃗�, 𝑡)

(3.2)

其中𝛽 = �⃗�/𝑐，散射方向上的单位向量𝑠 ≡ �⃗�′/𝑅′，当𝑅 ≫ 𝑟时，𝑅 ≃ 𝑅′

和𝑠 ‖ �̂�；𝑡′为推迟时间：

𝑡′ = 𝑡− 𝑅′

𝑐
(3.3)

它在观察点P处单位立体角内的辐射功率为：

𝑑𝑃 (�⃗�, 𝑡)

𝑑Ω
= 𝑅′2(�⃗� × �⃗�) · 𝑠 = 𝑅′2𝑐𝜖0|�⃗�(�⃗�, 𝑡)|2

=
𝑞2

16𝜋2𝜖0𝑐3

{︃
𝑠× [(𝑠− 𝛽)× ˙⃗𝜐]

(1− 𝛽 · 𝑠)3𝑅′

}︃2

𝑡′

(3.4)
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由此可见：

(1) 只有做加速运动的带电粒子才会产生辐射。根据加速度产生机制，辐

射可分为两类：一种是外力作用下产生的辐射，如回旋辐射及电磁波

散射；另一类是碰撞过程产生的辐射，如轫致辐射等。

(2) 质量小的带电粒子所产生的辐射强。在等离子体中，一般离子的辐射

远小于电子的辐射，它是可忽略的。

3.1.2 单个自由电子对电磁波的散射

这里先做两个假定：

(1) 入射光子能量比电子能量小很多，即：ℎ𝑓𝑖 ≪ 𝑚𝑒0𝑐
2；

(2) 入射电磁波对电子运动轨迹的扰动可忽略，即：𝑒𝐸𝑖𝑜/𝑚𝑒𝜔𝑖 ≪ 𝜐𝑖𝑒

设入射电磁波是单色平面偏振波：

�⃗�𝑖(�⃗�, 𝑡) = 𝑒𝐸𝑖0 exp
[︁
𝑖(𝜔𝑖𝑡− �⃗�𝑖 · �⃗�)

]︁
�⃗�𝑖(�⃗�, 𝑡) =

�̂��⃗�𝑖(�⃗�, 𝑡)

𝑐

其中𝑒 ≡ �⃗�𝑖0/𝐸𝑖0，�̂� = �⃗�𝑖/𝑘𝑖。

电子在该辐射场中的运动方程为：

𝑑

𝑑𝑡

(︃
𝑚𝑒0�⃗�√︀
1− 𝛽2

)︃
= −𝑒[�⃗�𝑖 + �⃗� × �⃗�𝑖] (3.5)

可以解得电子的加速度为：

˙⃗𝜐 = − 𝑒

𝑚𝑒0𝛾
[�⃗�𝑖0 + 𝛽 × (̂𝑖× �⃗�𝑖0)− 𝛽(𝛽 · �⃗�𝑖0)] exp[𝑖(𝜔𝑖𝑡− �⃗�𝑖 · �⃗�)] (3.6)

其中𝛾 ≡
√︀

(1− 𝛽2)。带入电偶极辐射公式，得到电子在入射电磁波作用下

产生的再辐射电场（即散射电场）为：
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�⃗�𝑆(�⃗�, 𝑡) =
𝑟𝑒
𝑅′ (1− 𝛽2)1/2

𝑠×
{︁
(𝑠− 𝛽)× [𝑒+ 𝛽 × (̂𝑖× 𝑒)− 𝛽(𝛽 · 𝑒)]

}︁
(1− 𝑠 · 𝛽)3

× 𝐸𝑖0 exp
[︁
𝚤(𝜔𝑖𝑡

′ − �⃗�𝑖 · �⃗�(𝑡′))
]︁

(3.7)

其中

𝑟𝑒 ≡
𝑒2

4𝜋𝜖0𝑚𝑒0𝑐2
为电子经典半径

𝑠 =
�⃗�′

𝑅′ ≃
�⃗�

𝑅
(当|𝑅| ≫ �⃗�时)

若取散射方向垂直于入射电场方向𝑠 ⊥ 𝑒（即𝑠 · 𝑒 = 0）和𝑡 = 𝑠× 𝑒，上式就

变为：

�⃗�𝑠(�⃗�, 𝑡) =− 𝑟𝑒
𝑅′

(1− 𝛽2)1/2

(1− 𝛽𝑠)3
{︀
𝑒
[︀
(1− 𝛽𝑖)(1− 𝛽𝑠)− 𝛽2

𝑒 (1− cos 𝜃𝑠)
]︀
+ 𝑠[𝛽𝑒𝛽𝑠(1− cos 𝜃𝑠)]

−𝑡 [𝛽𝑡𝛽𝑒(1− cos 𝜃𝑠)− 𝛽𝑒(1− 𝛽𝑠) sin 𝜃𝑠)]
}︀
𝐸𝑖0 exp[𝑖(𝜔𝑖𝑡

′ − �⃗�𝑖 · �⃗�(𝑡′))]
(3.8)

其中𝛽𝑠 = 𝛽 · 𝑠，𝛽𝑒 = 𝛽 · 𝑒，𝛽𝑖 = 𝛽 · �̂�，𝛽𝑡 = 𝛽 · 𝑡，𝑠 · �̂� = cos 𝜃𝑠。由此可见散

射电场在一般情况下不再平行于入射电场。在散射实验中，通常是测量线

偏振的散射光，即只选取散射电场平行于𝑒 的分量。由此可得：

𝑒·�⃗�𝑠(�⃗�, 𝑡) = − 𝑟𝑒
𝑅′𝐸𝑖0

(1− 𝛽2)1/2[(1− 𝛽𝑖)(1− 𝛽𝑠)− 𝛽2
𝑒 (1− cos 𝜃𝑠)]

(1− 𝛽𝑠)3
exp[𝑖(𝜔𝑖𝑡

′−�⃗�𝑖·�⃗�(𝑡′))]

(3.9)

以后没有特别说明，𝐸𝑠(�⃗�, 𝑡)都是表示𝐸𝑠(�⃗�, 𝑡)在�⃗�方向上的分量。由此可计

算散射进�⃗� 处的单位立体角内的平均功率为:

𝑑𝑃𝑠(�⃗�)

𝑑Ω
= 𝜖0𝑐𝑅

′2|𝐸𝑠0|2 = 𝑝𝑖𝑟
2
𝑒

(1− 𝛽2)(1− 𝛽𝑖)
2

(1− 𝛽𝑠)3
exp

[︁
𝑖(𝜔𝑖𝑡

′ − �⃗�𝑖 · �⃗�(𝑡))
]︁

(3.10)

其中𝑝𝑖 ≡ 𝑃𝑖/𝐴𝑖 = 𝑐𝜖0𝐸
2
𝑖0为入射电磁波的平均功率密度。
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现在我们考虑散射波电场的相角，推迟时间𝑡′为：

𝑡′ = 𝑡− |�⃗�− �⃗�|
𝑐

≃ 𝑡− 𝑅

𝑐
+

𝑠 · �⃗�(𝑡′)
𝑐

(当|�⃗�| ≫ |�⃗�|时) (3.11)

此外，若不考虑入射电磁波对电子运动轨迹的影响，则有：

�⃗�(𝑡′) = �⃗�(0) + �⃗� 𝑡′ (3.12)

带入上式，得到：

𝑡′ =
𝑡− 𝑅

𝑐
+

𝑠 · �⃗�(0)
𝑐

1− 𝛽𝑠

(3.13)

则散射电场的相角为：

𝜑(𝑡) =𝜔𝑖𝑡
′ − �⃗� · �⃗�(𝑡′)

=𝜔𝑖
1− 𝛽𝑖

1− 𝛽𝑠

[︂
𝑡− 𝑅

𝑐
+

𝑠 · �⃗�(0)
𝑐

]︂
− �⃗�𝑖 · �⃗�(0)

=𝜔𝑠

(︂
𝑡− 𝑅

𝑐

)︂
+ �⃗� · �⃗�(0) (3.14)

其中： ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜔𝑠 ≡ 𝜔𝑖
1− 𝛽𝑖

1− 𝛽𝑠

�⃗� = �⃗�𝑠 − �⃗�𝑖 (散射差失)

𝑘𝑠 = 𝑘𝑖
1− 𝛽𝑖

1− 𝛽𝑠

𝑘 = (𝑘2
𝑠 + 𝑘2

𝑖 − 2𝑘𝑖𝑘𝑠 cos 𝜃𝑠)
1/2

当𝛽 ≪ 1时，有： ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜔𝑠 = 𝜔𝑖 + �⃗� · �⃗�

�⃗� = �⃗�𝑠 − �⃗�𝑖

𝑘𝑠 ≃ 𝑘𝑖

𝑘 = 2𝑘𝑖 sin
𝜃𝑠
2
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由此可见：

1. 散射波是受多普勒频移了的电磁波，在𝛽

1极限下，其频移为：Δ𝜔 = �⃗� · �⃗� = 𝑘𝜐𝑘，它是由电子运动速度在�⃗�方

向上的投影分量决定；

2. 散射波的相角主要由电子的初始位置决定。

从量子力学角度看，散射可视为光子和电子的弹性散射，它应满足能

量和动量守恒（散射前𝜔𝑖，�⃗�𝑖，�⃗�，散射后𝜔𝑠，�⃗�𝑠，�⃗�′）：⎧⎨⎩ ~𝜔𝑖 +𝑚𝑒𝑐
2 = ~𝜔𝑠 +𝑚′

𝑒𝑐
2

~�⃗�𝑖 +𝑚𝑒�⃗� = ~�⃗�𝑠 +𝑚′
𝑒�⃗�

′

其中𝑚𝑒 ≡ 𝑚𝑒0(1 − 𝛽2)−1/2，𝑚′
𝑒 ≡ 𝑚𝑒0(1 − 𝛽′2)−1/2，𝛽 ≡ 𝜐/𝑐，𝛽′ ≡ 𝜐′/𝑐，

由此可解得：

𝜔𝑠 = 𝜔𝑖
1− 𝛽𝑖

1− 𝛽𝑠 +
~𝜔𝑖

𝑚𝑒𝑐2
(1− cos 𝜃𝑠)

(3.15)

此为康普顿散射频率。由此可见，当𝑚𝑒𝑐
2 ≫ ~𝜔𝑖时，就有：

𝜔𝑠 ≃ 𝜔𝑠
1− 𝛽𝑖

1− 𝛽𝑠

(3.16)

其中𝛽𝑖 = 𝛽 · �̂�，𝛽𝑠 = 𝛽 · 𝑠。因此汤姆逊散射是低能光子极限下的康普顿散
射。

3.1.3 非相对论近似：𝛽 ≪ 1

在非相对论近似下，有：

�⃗�𝑠(�⃗�, 𝑡) =
𝑟𝑒
𝑅′ [𝑠× (𝑠× 𝑒)]𝐸𝑖0 exp[𝑖(𝜔𝑠𝑡+ �⃗� · �⃗�(0))− 𝑘𝑠𝑅] (3.17)

散射功率为：

𝑑𝑃𝑠(�⃗�)

𝑑Ω
= 𝜖0𝑐𝑅

′2|�⃗�𝑠0|2 = 𝑝𝑖𝑟
2
𝑒 |𝑠× (𝑠× 𝑒)|2 (3.18)
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微分散射截面为：
𝑑𝜎

𝑑Ω
=

𝑑𝑃𝑠

𝑑Ω
/𝑝𝑖 = 𝑟2𝑒 |𝑠× (𝑠× 𝑒)|2 (3.19)

当散射方向与入射波电矢量的夹角为𝜙时，即|𝑠× (𝑠× 𝑒)| = sin𝜙，则有

𝑑𝜎

𝑑Ω
= 𝑟2𝑒 sin

2 𝜙 (3.20)

由此可见，只有当𝑠 ⊥ 𝑒时，
𝑑𝜎

𝑑Ω
才达到最大值。因此，散射实验中，都安

排散射平面(由�̂�和𝑠决定的平面)垂直于𝑒。散射总截面为：

𝜎𝑇 =

∫︁
𝑑𝜎

𝑑Ω
𝑑Ω =

8𝜋

3
𝑟2𝑒 = 0.665× 10−28𝑚2 = 0.665靶 (3.21)

3.2 低温无磁场等离子体的散射

基本的假设：

1. 电子的运动速度远小于光束，即 𝛽 ≪ 1，相对论效应可忽略；

2. ~𝜔𝑖 ≪ 𝑚𝑒0𝑒
2，即量子效应可忽略；

3.2.1 等离子体对电磁波的散射

3.2.2 散射功率谱

单位立体角内的散射功率为：

𝑑𝑃𝑠

𝑑Ω
= 𝑐𝜖0𝑅

′2 lim
𝑇→∞

1

𝑇

∫︁ 𝑇/2

−𝑇/2

𝑑𝑡
⃒⃒⃒
�⃗�𝑠(�⃗�, 𝑡)

⃒⃒⃒2
(3.22)

散射电场的傅里叶变换为：

�⃗�𝑠(�⃗�, 𝜔) =

∫︁ ∞

−∞
�⃗�𝑠(�⃗�, 𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑠𝑡𝑑𝑡 (3.23)

则根据Parseval定理（时域与频域能量守恒）：∫︁ ∞

−∞

⃒⃒⃒
�⃗�𝑠(�⃗�, 𝑡)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑡 =

1

2𝜋

∫︁ ∞

−∞

⃒⃒⃒
�⃗�𝑠(�⃗�, 𝜔𝑠)

⃒⃒⃒2
𝑑𝜔𝑠 (3.24)
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那么散射功率为：

𝑑𝑃𝑠

𝑑Ω
= 𝑐𝜖0𝑅

′2 lim
𝑇→∞

1

2𝜋𝑇

∫︁ ∞

−∞

⃒⃒⃒
�⃗�𝑠(�⃗�, 𝜔𝑠)

⃒⃒⃒2
𝑑𝜔𝑠 (3.25)

将上式对𝜔𝑠求导，可得散射功率谱：

𝑑2𝑃𝑠(�⃗�, 𝜔𝑠)

𝑑Ω𝑑𝜔𝑠

= 𝑐𝜖0𝑅
′2 lim

𝑇→∞

1

2𝜋𝑇

⃒⃒⃒
�⃗�𝑠(�⃗�, 𝜔𝑠)

⃒⃒⃒2
= 𝑐𝜖0𝑅

′2 lim
𝑇→∞

1

2𝜋𝑇

⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁ 𝑇/2

−𝑇/2

�⃗�𝑠(�⃗�, 𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑠𝑡𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

(3.26)

又因为等离子体中散射电场为：

�⃗�𝑠(�⃗�, 𝑡) =
𝑟𝑒
𝑅′ 𝑠× (𝑠× 𝑒)𝐸𝑖0

∫︁
𝑛𝑒(�⃗�, 𝑡

′)𝑒𝑖[𝜔𝑖𝑡
′−�⃗�𝑖·�⃗�(𝑡′)]𝑑�⃗�

且𝑡 = 𝑡′ +
𝑅− 𝑠 · �⃗�(𝑡′)

𝑐
，那么得到�⃗�𝑠 的傅里叶变换为：∫︁ ∞

−∞
�⃗�𝑠(�⃗�, 𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑠𝑡𝑑𝑡 =

𝑟𝑒�⃗�𝑖0

𝑅′

∫︁
𝑒−𝜔𝑠𝑡𝑑𝑡

∫︁
𝑛𝑒(�⃗�, 𝑡

′)𝑒𝑖[𝜔𝑖𝑡
′−�⃗�𝑖·�⃗�(𝑡′)]𝑑�⃗�

=
𝑟𝑒�⃗�𝑖0

𝑅′ 𝑛𝑒(�⃗�, 𝜔) (3.27)

其中用到了替换 𝑑𝑡 = (1− 𝛽𝑠)𝑑𝑡
′ ≃ 𝑑𝑡′，𝜔 ≃ 𝜔𝑠 − 𝜔𝑖，�⃗� = 𝑘𝑠 − 𝑘𝑖。

故散射功率谱为：

𝑑2𝑃𝑠(�⃗�, 𝜔𝑠)

𝑑Ω𝑑𝜔𝑠

= 𝑐𝜖0𝑟
2
𝑒𝐸

2
𝑖0𝑉𝑠 lim

𝑇,𝑉𝑠→∞

1

2𝜋𝑇𝑉𝑠

⃒⃒⃒
𝑛𝑒(�⃗�, 𝜔)

⃒⃒⃒2
= 𝑐𝜖0𝑟

2
𝑒𝐸

2
𝑖0𝑉𝑠𝑛𝑒0 lim

𝑇,𝑉𝑠→∞

1

2𝜋𝑇𝑉𝑠

⃒⃒⃒
𝑛𝑒(�⃗�, 𝜔)

⃒⃒⃒2
𝑛𝑒0

= 𝑝𝑖𝑟
2
𝑒𝑛𝑒0𝑉𝑠

𝑆(�⃗�, 𝜔)

2𝜋
(3.28)

其中𝑆(�⃗�, 𝜔)为散射动力学形状因子，亦称为谱密度函数：

𝑆(�⃗�, 𝜔) = lim
𝑇,𝑉𝑠→∞

1

𝑇𝑉𝑠

⃒⃒⃒
𝑛𝑒(�⃗�, 𝜔)

⃒⃒⃒2
𝑛𝑒0

(3.29)
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其中𝑝𝑖 = 𝑐𝜖0𝐸
2
𝑖0。将散射功率谱对频率积分，得到单位立体角中的散射功

率为：

𝑑𝑃𝑠

𝑑Ω
= 𝑝𝑖𝑟

2
𝑒𝑛𝑒0𝑉𝑠𝑆(�⃗�) = 𝑝𝑖𝑟

2
𝑒𝑁𝑆(�⃗�) (3.30)

𝑆(�⃗�) ≡
∫︁

𝑑𝜔

2𝜋
𝑆(�⃗�, 𝜔) (3.31)

其中𝑁是粒子数，故其微分散射截面为：

𝑑𝜎

𝑑Ω
= 𝑟2𝑒𝑁𝑆(�⃗�) (3.32)

下面可以看到，有一种散射情况（非相干散射）：

𝑆(𝑘) = 1 (3.33)

则：
𝑑𝜎

𝑑Ω
= 𝑟2𝑒𝑁 (3.34)

因为单个自由电子的微分散射截面𝑟2𝑒是很小的，因此即使𝑛𝑒0 = 1025𝑚−3

时，其散射平均自由程𝑙𝑠 = (𝑟2𝑒𝑛𝑒0)
−1仍可长达10km。因此在实验室等离子

体中，入射电磁波发生非相干散射的几率是很小的。

3.3 Thomson散射分类

在�⃗�处单位立体角的平均功率为：

𝑑𝑃𝑠(�⃗�)

𝑑Ω
= 𝑐𝜖0𝑅

′2
⃒⃒⃒
�⃗�𝑠(�⃗�, 𝑡)

⃒⃒⃒2
= 𝑐𝜖0𝑅

′2
𝑁∑︁
𝑗=1

�⃗�𝑠𝑗 ·
𝑁∑︁
𝑙=1

�⃗�*
𝑠𝑙

= 𝑐𝜖0𝑅
′2

𝑁∑︁
𝑗=1

|𝐸𝑠𝑗|2 + 𝑐𝜖0𝑅
′2
∑︁
𝑗 ̸=

∑︁
𝑙

�⃗�𝑠𝑗 · �⃗�𝑠𝑙

= 𝑐𝜖0𝑅
′2𝑁 |𝐸𝑠𝑗|2 + 𝑐𝜖0𝑅

′2𝑁(𝑁 − 1)(�⃗�𝑠𝑗 · �⃗�*
𝑠𝑙)𝑗 ̸=𝑙 (3.35)
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这里已假定在散射体积𝑉内每个电子的平均散射电场已近似相等（因

为𝑅 ≫ 𝑉 1/3）。第一项为各个电场彼此独立产生的散射功率之代数和；第

二项为各个电子散射电场交叉乘积之和，即干涉项或相干项，它与各散射

电场间的相位差有关。对于相同的𝜔𝑠，散射电场的相位由电子的初始位置

决定，即：

𝜑(𝑡) = 𝜔𝑠(𝑡−
𝑅

𝑐
) + �⃗� · �⃗�𝑗(0) (3.36)

则：

�⃗�𝑠𝑗 · �⃗�*
𝑠𝑙 =

(︁ 𝑟𝑒
𝑅′𝐸

*
𝑖0

)︁2
exp[𝑖(�⃗�𝑒(0)− �⃗�𝑗(0)) · 𝑘] (3.37)

由此可见，上式第二项反映了不同位置电子间散射电场的相关性对散射功

率的贡献。如果电子位置是随机分布的，则第二项的贡献为0。此外，因

为等离子体中最短的相关长度为𝜆𝐷，如果𝑘𝜆𝑑 ≫ 1(即𝜆 ≪ 𝜆𝐷)，则各个交

叉项的相位差很大，而且随电子间的位置差的不同而变化很大，从而使得

第二项的贡献近似为零。在这种情况下，散射功率主要是第一项的贡献，

即是每个电子的散射功率的代数和，此时散射称为非相干散射。相反地，

当𝑘𝜆𝐷 ≤ 1时，这是相位差很小，且随位置变化也很小，每个电子的散射电

场是部分相关的，使得第二项的贡献不可忽略，这时的散射称为相干散射。

因此，汤姆逊散射可按照下述分类：

首先定义散射参数：

𝛼 ≡ 1

𝑘𝜆𝐷

(3.38)

(1) 𝑘𝜆𝐷 ≫ 1，或者𝛼 ≪ 1时，为非相干散射

上式第二项（即相干项）可忽略，总散射功率为各个电子散射功率

的独立叠加。这时探测的是电子的随机热运动。它可用于诊断𝑇𝑒，

𝑛𝑒和𝑓𝑒(𝜐)；

(2) 𝑘𝜆𝐷 ≤ 1，或者𝛼 ≥ 1时，为相干散射

平均功率公式的第二项是不可以忽略的，它探测的是等离子体集体运

动，它可分为两类：
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(a) 当第一，二项的贡献相当时，即：𝑁 |𝐸𝑠𝑗|2 ∼ 𝑁(𝑁 − 1)�⃗�𝑠𝑗 · �⃗�*
𝑠𝑙

时，为热相干散射，可以用于诊断𝑇𝑖和杂质成分等。

(b) 第二项的贡献远大于第一项的贡献，即𝑁 |𝐸𝑠𝑗|2 ≪ 𝑁(𝑁 −
1)�⃗�𝑠𝑗 · �⃗�*

𝑠𝑙 时，为超热相干散射，可用于诊断等离子体波，不

稳定性和湍流。

3.4 非相干散射理论

从上节我们知道，当散射参数为：

𝛼 ≡ 1

𝑘𝜆𝐷

= 1.07× 10−11𝜆𝑖[𝜇𝑚]

sin
𝜃

2

(︂
𝑛𝑒[𝑚

−3]

𝑇𝑒[𝑒𝑉 ]

)︂1/2

≪ 1 (3.39)

时，等离子体对入射电磁波的散射功率就等于散射体积内各个电子的散射

功率的代数和，这类散射称为非相干散射。这类散射的重要特征是：散射

功率谱是分布在入射波频率附近的一个频带内，其谱分布是电子运动的多

普勒频移的结果。从单电子散射电场的相位：

𝜑(𝑡) = 𝜔𝑠(𝑡−
𝑅

𝑐
) + �⃗� · �⃗�(0) ≃ (𝜔𝑖 + �⃗� · �⃗�)(𝑡− 𝑅

𝑐
) + �⃗� · �⃗�(0) (3.40)

其中𝛽 ≪ 1。可知，散射电场相对于入射波的频移与电子速度�⃗�在散射差矢

方向上的投影𝜐𝑘成正比。作为一级近似，我们可取�⃗�为常数，则散射波频率

为𝜔𝑠 = 𝜔𝑖 + 𝜔的散射功率是与电子速度分量为𝜐𝑘 的电子数成正比的，因此

散射频谱计算比较简单，无需求解动力学方程。

3.4.1 𝛽 ≪ 1，𝐵0 = 0时的非相干散射

单电子的散射电场为：

�⃗�𝑠𝑗(�⃗�, 𝑡) = − 𝑟𝑒
𝑅′ 𝑒𝐸𝑖0 exp

{︁
𝑖[𝜔𝑠𝑡− 𝑘𝑠𝑅 + �⃗� · �⃗�𝑗(0)]

}︁
(3.41)

其中𝜔𝑠 ≡ 𝜔𝑖 + 𝜔 = 𝜔𝑖 + �⃗� · 𝜐，�⃗� ≡ 𝑘𝑠 − �⃗�𝑖。
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它在�⃗�处单位立体角内，散射频率为𝜔𝑠的单位频率间隔内的散射功

率(即散射功率谱)为：

𝑑2𝑃𝑠

𝑑Ω𝑑𝜔𝑠

= 𝑝𝑖𝑟
2
𝑒𝛿(𝜔𝑠 − 𝜔𝑖 − �⃗� · �⃗�) (3.42)

若散射体积𝑉𝑠内有N个电子，其平均密度为𝑛𝑒0 = 𝑁/𝑉𝑠，且速度分布函数

为：

𝐹 (�⃗�) = 𝑛𝑒0𝑓(�⃗�) (3.43)

其中𝑓(�⃗�)为归一化的速度分布函数，则它在�⃗�处单位立体角内的平均散射

功率为：

𝑑2𝑃𝑠(�⃗�, 𝜔)

𝑑Ω𝑑𝜔𝑠

= 𝑝𝑖𝑟
2
𝑒

∫︁
𝑉𝑠

𝑑�⃗�

∫︁
𝑑�⃗�𝐹 (�⃗�)𝛿(𝜔𝑠 − 𝜔𝑖 − �⃗� · �⃗�)

= 𝑝𝑖𝑟
2
𝑒𝑛𝑒0𝑉𝑠

∫︁
𝑑𝜐𝑘 𝑓(𝜐𝑘)𝛿(𝜔 − 𝑘𝜐𝑘)

= 𝑝𝑖𝑟
2
𝑒𝑛𝑒0𝑉𝑠

1

𝑘
𝑓
(︁𝜔
𝑘

)︁
(3.44)

其中𝑓(𝜐𝑘) =

∫︁
𝑓(�⃗�)𝑑�⃗�⊥，𝜐𝑘 ≡

�⃗� · �⃗�
𝑘
。

上述表达式也可用另外一种方法推导：因为在散射频率𝜔𝑠 → 𝜔𝑠 +

𝑑𝜔𝑠范围内的散射功率是与散射体积内速度在𝜐𝑘 → 𝜐𝑘 + 𝑑𝜐𝑘 范围内的电子

数成正比的，而该电子数为：𝑁(𝜐𝑘)𝑑𝜐𝑘 = 𝑛𝑒0𝑉𝑠𝑓(𝜐𝑘)𝑑𝜐𝑘，故其平均散射功

率为：
𝑑2𝑃𝑠(�⃗�, 𝜔)

𝑑Ω𝑑𝜔𝑠

= 𝑝𝑖𝑟
2
𝑒𝑁(𝜐𝑘)

𝑑𝜐𝑘
𝑑𝜔𝑠

= 𝑝𝑖𝑟
2
𝑒𝑛𝑒0𝑉𝑠

1

𝑘
𝑓
(︁𝜔
𝑘

)︁
(3.45)

由此可见，散射功率形状因子为：

𝑆(�⃗�, 𝜔)

2𝜋
=

1

𝑘
𝑓
(︁𝜔
𝑘

)︁
(3.46)

因为𝑓的归一化条件

∫︁
𝑓(𝜔/𝑘)𝑑(𝜔/𝑘) = 1，故其散射总功率为：

𝑑𝑃𝑠(�⃗�)

𝑑Ω
= 𝑝𝑖𝑟

2
𝑒𝑛𝑒0𝑉𝑠 (3.47)
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由上述的讨论可知，散射功率谱反映了电子在�⃗�方向上的速度分布函数，若

电子速度分布函数是各项同性的，由散射功率谱可测得电子速度分布函

数。若电子速度分布函数是各向异性的，则原则上讲，只要测出了三个正

交的�⃗�方向上的散射功率谱，就可以测得三维的电子速度分布函数。但实际

上散射功率很小，很难详细地测量散射功率谱。通常的做法是，假定速度

分布函数是麦氏分布，然后把测量结果与一维的麦氏分布做最佳拟合，就

可求出电子温度。

若电子速度分布函数是麦氏分布时，

𝑓(�⃗�) =
1

(𝜋𝑎2)3/2
exp

[︂
−
(︂
𝜐2
𝑘 + 𝜐2

1 + 𝜐2
2

𝑎2

)︂]︂
(3.48)

其中𝑎 = (2𝑘𝑇𝑒/𝑚𝑒)
1/2。则其相应的散射功率谱为：

𝑑2𝑃𝑠(�⃗�, 𝜔)

𝑑Ω𝑑𝜔𝑠

= 𝑝𝑖𝑟
2
𝑒𝑛𝑒0𝑉𝑠

1√
𝜋𝑘𝑎

exp

[︂
−
(︁ 𝜔

𝑘𝑎

)︁2]︂
(3.49)

其中𝜔 ≡ 𝜔𝑠 − 𝜔𝑖。此外，散射功率谱也可用散射波的波长移动𝜆来表示：

𝜆 ≡ 𝜆𝑠 − 𝜆𝑖, 𝜔 ≡ −2𝜋𝑐

𝜆2
𝑖

𝜆 (3.50)

那么有：

𝑑2𝑃𝑠(�⃗�, 𝜔)

𝑑Ω𝑑𝜔𝑠

= 𝑝𝑖𝑟
2
𝑒𝑛𝑒0𝑉𝑠

𝑐/𝑎

2
√
𝜋𝜆𝑖 sin

𝜃𝑠
2

exp

⎡⎢⎣−
⎛⎜⎝ 𝑐𝜆

2𝑎𝜆𝑖 sin
𝜃𝑠
2

⎞⎟⎠
2⎤⎥⎦ (3.51)

或者：

𝑑2𝑃𝑠(�⃗�, 𝜔)

𝑑Ω𝑑𝜔𝑠

= 𝑝𝑖𝑟
2
𝑒𝑛𝑒0𝑉𝑠

(︁𝜇
𝜋

)︁1/2 1

2 sin
𝜃𝑠
2

exp

⎛⎜⎝− 𝜇𝜀2

4 sin2 𝜃𝑠
2

⎞⎟⎠ (3.52)

其中𝜀 ≡ 𝜆/𝜆𝑖，𝜇 ≡ (𝑐/𝑎)2。由此可见，麦氏速度分布函数和用波长移

动𝜆表示的高斯型散射谱相对应，只要实验上测得了散射谱，将其画
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成ln
𝑑2𝑃𝑠

𝑑Ω𝑑𝜔𝑠

∼ 𝜆2 曲线，其直线斜率为：

𝑆 = − 𝑐2

4𝑎2𝜆2
𝑖 sin

2 𝜃𝑠
2

= − 6.2× 103

𝜆2
𝑖 [Å] sin

2 𝜃𝑠
2

1

𝑇𝑒[𝑒𝑉 ]
(3.53)

就可求出电子温度𝑇𝑒。

这里要注意，上述结果包含了两个假定：

∙ 在测量时间𝑇内，分布函数没有显著变化，即是平稳的局域热平衡等

离子体；

∙ 在测量时间𝑇内，始终有𝑁个电子保留在散射体积内，即意味着𝛽 →
0或者𝑉𝑠 → ∞。

3.4.2 𝛽有限，𝐵0 = 0 (𝑠 ⊥ 𝑒)

单电子散射电场：

�⃗�𝑠(�⃗�, 𝑡) · 𝑒 = − 𝑟𝑒
𝑅′𝐸𝑖0

(1− 𝛽2)1/2(1− 𝛽𝑖)

(1− 𝛽𝑠)2

[︂
1− 𝛽2

𝜃 (1− cos 𝜃𝑠)

(1− 𝛽𝑖)(1− 𝛽𝑠)

]︂
exp [𝑖𝜑(𝑡)]

(3.54)

𝜑(𝑡) ≡ 𝜔𝑠(𝑡−
𝑅

𝑐
) + �⃗� · �⃗�(0), 𝜔𝑠 ≡ 𝜔𝑖

1− 𝛽𝑖

1− 𝛽𝑠

在�⃗�处的单位立体角内的散射功率为：

𝑑𝑃𝑠(�⃗�)

𝑑Ω
= 𝑝𝑖𝑟

2
𝑒

(1− 𝛽2)(1− 𝛽𝑖)
2

(1− 𝛽𝑠)4

[︂
1− 𝛽2

𝜃 (1− cos 𝜃𝑠)

(1− 𝛽𝑖)(1− 𝛽𝑠)

]︂2
(3.55)

这里已假定在测量时间𝑇内，电子始终保持在散射体积内。由于𝛽有限，电

子在散射方向上飞跃散射体积长度𝐷的时间𝜏 ≡ 𝐷/𝜐𝑠，有可能小于测量时

间𝑇，这时需要考虑其渡越时间对散射功率的修正。

这里用图说明如何获得有限散射体积对散射功率的修正。假定电子处

于平稳态，即当有一个电子在近边界（距观测点）离开散射体积时，即有
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一个电子同时从远边界进入散射体积，以保持散射体积内电子数保持不

变。

当电子渡越时间𝜏 ≡ 𝐷/𝜐𝑠 ≫ 𝑇时，在测量时间内，该电子始终

在散射体积内，因此在测量时间内散射辐射没有中断，无需修正；而

当𝜏 ′ ≡ 𝐷′/𝜐𝑠 < 𝑇时，由于散射辐射传播的时间差（即𝑥 = 0处发出的辐射

与𝑥 = 𝐷′处辐射到达探测器处的时间差）为：Δ𝑡 = 𝑡2 − 𝑡′2。它即为散射辐

射（测量到）的中断时间，则探测器测到散射辐射的有效时间份额为：

𝑡′2 − 𝑡1
𝑡2 − 𝑡1

= 1− Δ𝑡

𝑇
= 1− 𝐷′/𝑐

𝐷′/𝜐𝑠
= 1− 𝜐𝑠

𝑐
= 1− 𝛽𝑠 (3.56)

则考虑有限散射体积修正后，单电子的散射功率为：

𝑑𝑃𝑠(�⃗�)

𝑑Ω
= 𝑝𝑖𝑟

2
𝑒

(1− 𝛽2)(1− 𝛽𝑖)
2

(1− 𝛽𝑠)3

[︂
1− 𝛽2

𝜃 (1− cos 𝜃𝑠)

(1− 𝛽𝑖)(1− 𝛽𝑠)

]︂2
(3.57)

同样地，等离子体散射体积内有𝑁 = 𝑛𝑒0𝑉𝑠个电子，其速度分布为：

𝐹 (�⃗�) = 𝑛𝑒0𝑓(�⃗�) (3.58)

则�⃗�处单位立体角内的平均散射功率为：

𝑑2𝑃𝑠(�⃗�, 𝜔)

𝑑Ω𝑑𝜔
= 𝑝𝑖𝑟

2
𝑒𝑛𝑒0𝑉𝑠

∫︁
𝑑�⃗�𝑓(�⃗�)

(1− 𝛽2)(1− 𝛽𝑖)
2

(1− 𝛽𝑠)3

[︂
1− 𝛽2

𝜃 (1− cos 𝜃𝑠)

(1− 𝛽𝑖)(1− 𝛽𝑠)

]︂2
𝛿(𝜔𝑠 − 𝜔𝑖

1− 𝛽𝑖

1− 𝛽𝑠

)

= 𝑝𝑖𝑟
2
𝑒𝑛𝑒0𝑉𝑠

∫︁
𝑑�⃗�𝑓(�⃗�)

(1− 𝛽2)(1− 𝛽𝑖)
2

(1− 𝛽𝑠)2

[︂
1− 𝛽2

𝜃 (1− cos 𝜃𝑠)

(1− 𝛽𝑖)(1− 𝛽𝑠)

]︂2
𝛿(𝜔 − 𝑘𝜐𝑘)

(3.59)

这里用到了如下的关系式：

𝛿(𝜔𝑠 − 𝜔𝑖
1− 𝛽𝑖

1− 𝛽𝑠

) = 𝛿

(︂
𝜔 − 𝑘𝜐𝑘
1− 𝛽𝑠

)︂
= (1− 𝛽𝑠)𝛿(𝜔 − 𝑘𝜐𝑘) (3.60)

又因为：𝜔𝑠/𝜔𝑖 = (1− 𝛽𝑖)/(1− 𝛽𝑠)，它与𝛽无关，可以提到积分号外边。若

电子速度分布函数是相对论性的麦氏分布函数：

𝑓(𝛽) =
𝜇 exp[−2𝜇(1− 𝛽2)−1/2]

2𝜋𝐾2(2𝜇)(1− 𝛽2)5/2
(3.61)
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其中：𝜇 ≡
(︁ 𝑐
𝑎

)︁2
，𝑎 ≡

(︂
2𝑘𝑇𝑒

𝑚𝑒0

)︂1/2

，𝐾2为第二型贝塞尔函数。代入上式后

得到：

𝑑2𝑃𝑠(�⃗�, 𝜔)

𝑑Ω𝑑𝜔
= 𝑝𝑖𝑟

2
𝑒𝑛𝑒0𝑉𝑠

(︂
𝜔𝑠

𝜔𝑖

)︂2 ∫︁
𝑑𝛽⊥𝑑𝛽𝑘𝑓(𝛽)𝛿(𝜔 − 𝑘𝛽𝑘𝑐)(1− 𝛽2)

[︂
1− 𝛽2

𝜃 (1− cos 𝜃𝑠)

(1− 𝛽𝑖)(1− 𝛽𝑠)

]︂2
(3.62)

上式的积分号内的因子

[︂
1− 𝛽2

𝜃 (1− cos 𝜃𝑠)

(1− 𝛽𝑖)(1− 𝛽𝑠)

]︂2
是表示相对论效应所引起的

散射波的退偏振的程度，它总是小于1。上式的积分一般是很复杂的，要用

到数值计算才能得到完全相对论的散射功率谱。

在最简单的情况下，取𝛽的一级近似，可得到如下的表达式：

𝑑2𝑃𝑠(�⃗�, 𝜔)

𝑑Ω𝑑𝜔
= 𝑝𝑖𝑟

2
𝑒𝑛𝑒0𝑉𝑠

1√
𝜋𝑘𝑎

(︂
1 +

3

2

𝜔

𝜔𝑖

)︂
exp

[︁
−
(︁ 𝜔

𝑘𝑎

)︁]︁
(3.63)

𝑑2𝑃𝑠(�⃗�, 𝜆)

𝑑Ω𝑑𝜆
= 𝑝𝑖𝑟

2
𝑒𝑛𝑒0𝑉𝑠

𝑐/𝑎

2
√
𝜋𝜆𝑖 sin

𝜃𝑠
2

⎡⎢⎣1− 7

2

𝜆

𝜆𝑖

+
𝑐2𝜆2

4𝑎2𝜆3
𝑖 sin

2 𝜃𝑠
2

⎤⎥⎦ exp

⎛⎜⎝− 𝑐2𝜆2

4𝑎2𝜆2
𝑖 sin

2 𝜃𝑠
2

⎞⎟⎠
(3.64)

𝑑2𝑃𝑠(�⃗�, 𝜀)

𝑑Ω𝑑𝜀
= 𝑝𝑖𝑟

2
𝑒𝑛𝑒0𝑉𝑠

(︁𝜇
𝜋

)︁1/2 1

2 sin
𝜃𝑠
2

⎡⎢⎣1− 7

2
𝜀+

𝜇𝜀3

4 sin2 𝜃𝑠
2

⎤⎥⎦ exp

⎛⎜⎝− 𝜇𝜀2

4 sin2 𝜃𝑠
2

⎞⎟⎠
(3.65)

其中𝜔 ≡ 𝜔𝑠−𝜔𝑖，𝜆 ≡ 𝜆𝑠−𝜆𝑖，𝜀 ≡ 𝜆

𝜆𝑖

。上述公式适用于𝑇𝑒 < 5𝑘𝑒𝑉的情况，

当𝑇𝑒 > 5𝑘𝑒𝑉时要用高阶𝛽近似公式。

由上可知，当𝛽有限时，辐射谱已不再是相对于入射波长𝜆𝑖 对称了，

其散射谱的峰值已位于入射波长的的短波侧（即蓝移）。因此，在这种情况

下，若仍用𝛽 ≪ 1的散射谱公式拟合散射谱（测量值），将会产生较大的误

差。
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3.4.3 𝛽 ≪ 1, 𝐵0 ̸= 0

我们首先要做一些假定：

1. 电子回旋半径比散射体积尺度小；

2. 电子回旋周期比测量时间𝑇短；

3. 其它假设与前同。

取�⃗�0 ‖ 𝑧，则电子的运动轨迹为：

�⃗�(𝑡′) = �⃗�(0) + �⃗�‖𝑡
′ + 𝜌𝑒 cos(𝜔𝑐𝑒𝑡

′ + 𝜙0)�̂�+ 𝜌𝑒 sin(𝜔𝑐𝑒𝑡
′ + 𝜙0)𝑦 (3.66)

其中𝜌𝑒 = 𝜐⊥/𝜔𝑐𝑒为回旋半径，𝜐⊥ 和𝜐‖分别是垂直和平行于磁场𝐵0 的速度

分量。而推迟时间为：

𝑡′ = 𝑡− 𝑅

𝑐
+

𝑠 · �⃗�(𝑡)
𝑐

=
𝑡− 𝑅

𝑐
+

𝑠 · �⃗�(0)
𝑐

+
𝜌𝑒
𝑐
[𝑠 · �̂� cos(𝜔𝑐𝑒𝑡+ 𝜙0) + 𝑠 · 𝑦 sin(𝜔𝑐𝑒𝑡+ 𝜙0)]

1− 𝛽‖ · 𝑠
(3.67)

借助于Jacobi-Anger 展开式：

exp(𝑖𝑎 sin𝜙) ≡
∞∑︁

𝑙=−∞

𝐽𝑙(𝑎) exp(𝑖𝑙𝜙) (3.68)

可得（散射电场相角）：

exp
{︁
𝑖[𝜔𝑖𝑡

′ − �⃗�𝑖 · �⃗�(𝑡′)]
}︁
=

∞∑︁
𝑙=−∞

𝐽𝑙(𝑘⊥𝜌𝑒) exp
{︁
𝑖
[︁
𝜔𝑠𝑡− 𝑘𝑠𝑅 + �⃗� · �⃗�(0) + 𝑙(𝜙0 + 𝛿)

]︁}︁
(3.69)

其中：

𝜔𝑠 = 𝜔𝑖

1− �̂� · 𝛽‖

1− 𝑠 · 𝛽‖
+ 𝑙𝜔𝑐𝑒 ≃ 𝜔𝑖 + �⃗� · �⃗�‖ + 𝑙𝜔𝑐𝑒

�⃗�𝑠 =
𝜔𝑠

𝑐
𝑠, �⃗� = �⃗�𝑠 − �⃗�𝑖

tan 𝛿 =
�⃗� · �̂�
�⃗� · 𝑦

, 𝑘⊥ =
[︁
(�⃗� · �̂�)2 + (�⃗� · 𝑦)2

]︁1/2
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那么单电子散射电场和散射功率分别为：

�⃗�𝑠(�⃗�, 𝑡) = − 𝑟𝑒
𝑅′ �⃗�𝑖0

∞∑︁
𝑙=−∞

𝐽𝑙(𝑘⊥𝜌𝑒) exp
{︁
𝑖
[︁
𝜔𝑠𝑡− 𝑘𝑠𝑅 + �⃗� · �⃗�(0) + 𝑙(𝜙0 + 𝛿)

]︁}︁
(3.70)

𝑑𝑃𝑠(�⃗�)

𝑑Ω
= 𝑝𝑖𝑟

2
𝑒

∞∑︁
𝑙=−∞

𝐽𝑙(𝑘⊥𝜌𝑒) (3.71)

则在�⃗�处单位立体角内的散射功率为：

𝑑2𝑃𝑠(�⃗�, 𝜔𝑠)

𝑑Ω𝑑𝜔𝑠

= 𝑝𝑖𝑟
2
𝑒𝑛𝑒𝑜𝑉𝑠

∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜙

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜐‖

∫︁ ∞

0

𝑑𝜐⊥𝜐⊥
1

(𝜋𝑎2)3/2
exp

(︃
−
𝜐2
‖ + 𝜐2

⊥

𝑎2

)︃

×
∞∑︁

𝑙=−∞

𝐽𝑙(𝑘⊥𝜌𝑒)𝛿(𝜔𝑠 − 𝜔𝑖 − 𝑙𝜔𝑐𝑒 − �⃗� · �⃗�‖) (3.72)

利用积分等式：∫︁ ∞

0

𝐽2
𝑙 (𝑏𝑡) exp(−𝑝2𝑡2)𝑡𝑑𝑡 =

1

2𝑝2
exp

(︂
− 𝑏2

2𝑝2

)︂
𝐼𝑙

(︂
𝑏2

2𝑝2

)︂
𝐽−𝑙(𝑥) = (−1)𝑙𝐽𝑙(𝑥), 𝐼−𝑙(𝑥) = 𝐼𝑙(𝑥)

完成上述积分得到：

𝑑2𝑃𝑠(�⃗�, 𝜔𝑠)

𝑑Ω𝑑𝜔𝑠

= 𝑝𝑖𝑟
2
𝑒𝑛𝑒𝑜𝑉𝑠 exp

(︂
−𝑘2

⊥𝑎
2

2𝜔2
𝑐𝑒

)︂ ∞∑︁
𝑙=−∞

𝐼𝑙

(︂
𝑘2
⊥𝑎

2

2𝜔2
𝑐𝑒

)︂
1√
𝜋𝑘‖𝑎

× exp

[︃
−
(︂
𝜔𝑠 − 𝜔𝑖 − 𝑙𝜔𝑐𝑒

𝑘‖𝑎

)︂2
]︃

(3.73)

由此可见：

1. 散射谱是由一系列线谱组成的调制谱，每条线谱都是高斯型，其中心

频率为：

𝜔𝑠 = 𝜔𝑖 + 𝑙𝜔𝑐𝑒 𝑙 = 0,±1,±2, ... (3.74)

其𝑒−1线谱宽为：Δ𝜔𝑒−1 = 2𝑘‖𝑎 = 2𝑘𝑎 cos 𝜃𝐵，𝜃𝐵为�⃗� 与�⃗�0的夹角。
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幅度与exp

(︂
−𝑘2

⊥𝑎
2

2𝜔2
𝑐𝑒

)︂
𝐼𝑙

(︂
𝑘2
⊥𝑎

2

2𝜔2
𝑐𝑒

)︂
成正比。

只有当𝑢 ≡
(︂
𝑘⊥𝑎

𝜔𝑐𝑒

)︂2

≪ 1时，线谱才不会重叠。

2. 当𝑝 ≡ 𝑘2
⊥𝑎

2

2𝜔2
𝑐𝑒

≪ 1 时（相当于𝑘⊥ → 0），有：

𝐼𝑙(𝑝) ≃

(︁𝑝
2

)︁𝑙
𝑙!

lim
𝑝→0

𝑒−𝑝𝐼𝑙(𝑝) =

{︃
1 当𝑙 = 0

0 当𝑙 ̸= 0

则当𝑘⊥ → 0时，散射谱退化为：

𝑑2𝑃𝑠(�⃗�, 𝜔)

𝑑Ω𝑑𝜔
= 𝑝𝑖𝑟

2
𝑒𝑛𝑒𝑜𝑉𝑠

1√
𝜋𝑘‖𝑎

exp

{︃
−
(︂

𝜔

𝑘‖𝑎

)︂2
}︃

(3.75)

这就是𝐵0 = 0的非相干散射谱，这是因为当�⃗� ‖ �⃗�0时，散射观测的是

电子在平行于�⃗�0方向上的随机热运动状态，这时𝐵0 ̸= 0对散射谱的

观察没有影响。

3. 当𝑝 ≫ 1时（一般情况下都是这种情况，除非𝜃𝐵 → 0），有：

𝑒−𝑝𝐼𝑙(𝑝) ≃
1√
2𝜋𝑝

exp

(︂
− 𝑙2

2𝑝

)︂
(3.76)

则散射功率谱为：

𝑑2𝑃𝑠(�⃗�, 𝜔)

𝑑Ω𝑑𝜔
= 𝑝𝑖𝑟

2
𝑒𝑛𝑒𝑜𝑉𝑠

𝜔𝑐𝑒

𝜋𝑘⊥𝑘‖𝑎2

∞∑︁
𝑙=−∞

exp

[︃
−
(︂
𝜔 − 𝑙𝜔𝑐𝑒

𝑘‖𝑎

)︂2
]︃
exp

[︃
−
(︂
𝑙𝜔𝑐𝑒

𝑘⊥𝑎

)︂2
]︃

(3.77)

由此可见，当𝜔 = 𝑙𝜔𝑐𝑒时，谱出现分立的峰值，其峰值幅度的包络线

与exp

[︃
−
(︂
𝑙𝜔𝑐𝑒

𝑘⊥𝑎

)︂2
]︃
成正比，该包络线下的线谱共有2

√
2𝑝 条，是高斯

型谱。
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该调制谱的调制度由参数：

𝑢 ≡
(︂
𝑘‖𝑎

𝜔𝑐𝑒

)︂2

(3.78)

决定，𝑢越小，其调制峰越尖锐，当𝑢 → 1时，由于相邻调制峰重叠，

是调制谱变得平滑而不可分辨。一般要求𝑢 ≤ 0.4，才能观测到分立

调制谱，即要求：

𝑢 =

(︂
𝑘𝑎 cos 𝜃𝐵

𝜔𝑐𝑒

)︂2

= 2

(︂
𝜔𝑝𝑒 cos 𝜃𝐵

𝛼𝜔𝑐𝑒

)︂2

≤ 0.4 (3.79)

由此得到：

cos 𝜃𝐵 ≤ 0.45𝛼
𝜔𝑐𝑒

𝜔𝑝𝑒

= 140𝛼
𝐵0[𝐺]√︀
𝑛𝑒[𝑐𝑚−3]

(3.80)

其中散射参数𝛼 ≡ 1/𝑘𝜆𝐷 =
√
2𝜔𝑝𝑒/𝑘𝑎。上面这个条件是很苛刻的，

举个例子：

托卡马克等离子体中非相干散射：𝑛𝑒 = 1013𝑐𝑚−3，𝑇𝑒 = 1𝑘𝑒𝑉，使

用红宝石激光𝜆𝑖 = 6943Å，磁场𝐵𝑇 = 104𝐺，传播方向与磁场垂

直𝜃𝑠 = 90∘，由此得到𝛼 = 0.001，则要观测到调制谱就要求：

cos 𝜃𝐵 ≤ 4.7× 10−4 ⇒ 89.97∘ ≤ 𝜃𝐵 ≤ 90∘

利用这一特性可以用于测量等离子体中磁场：

(a) 当观测到尖锐的调制谱时，有�⃗� ⊥ �⃗�0，确定�⃗�0的方向；

(b) 从调制峰的间距𝜔𝑐𝑒，可测定𝐵0的幅值。

此外，在一般的散射实验中，�⃗� ⊥ �⃗�0的条件一般不易满足，因此在

一般情况下磁场对散射谱（非相干）没有影响，可以比较放心的忽

略𝐵0对散射谱的影响。
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3.5 相干散射

当𝛼 ≥ 1时，散射电子间的相关效应不可以忽略，这时理论上的处理比

较复杂，必须用动力论方法处理。

从前面章节我们知道等离子体散射功率谱可表示为：

𝑑2𝑃𝑠(�⃗�, 𝜔)

𝑑Ω𝑑𝜔
= 𝑝𝑖𝑟

2
𝑒𝑛𝑒0𝑉𝑠[𝑠× (𝑠× 𝑒)]2

𝑆(�⃗�, 𝜔)

2𝜋
(3.81)

其中：

𝑆(�⃗�, 𝜔) = lim
𝑇,𝑉𝑠→∞

1

𝑇𝑉𝑠

⟨
𝑛𝑒(�⃗�, 𝜔)𝑛

*
𝑒(�⃗�, 𝜔)

𝑛𝑒0

⟩
�⃗� ≡ �⃗�𝑠 − �⃗�𝑖, 𝜔 ≡ 𝜔𝑠 − 𝜔𝑖

𝑛𝑒(�⃗�, 𝜔) ≡
∫︁∫︁ ∞

−∞
𝑑�⃗�𝑑𝑡 𝑛𝑒(�⃗�, 𝑡) 𝑒

−𝑖(𝜔𝑡−�⃗�·�⃗�)

上述表达式是普遍的散射谱表达式，它在𝛽 ≪ 1,𝐵0 = 0时是普遍成立的，

无论是热涨落，还是由等离子体波和不稳定性引起的超热涨落，它都成立。

这个关系式把求散射功率谱的问题归结为求等离子体密度涨落的自功率谱

密度的问题。这里，⟨·⟩是表示对系综取平均。一般我们都假定：被测的等
离子体系统在测量时间间隔𝑇内是平稳、各态历经的，则系综平均就可以

用时间平均近似之。

求𝑆(𝑘, 𝜔)的基本出发点是动力学方程，在碰撞可忽略的情况下，其基

本方程是Vlasov方程：

𝜕𝐹𝑔

𝜕𝑡
+ �⃗� · 𝜕𝐹𝑔

𝜕�⃗�
+

𝑞

𝑚𝑔

�⃗� · 𝜕𝐹
𝜕�⃗�

= 0 𝑔 = 𝑒, 𝑖 (3.82)

其中：

𝐹𝑔(�⃗�, �⃗�, 𝑡) ≡
𝑁𝑔∑︁
𝑗=1

𝛿[�⃗� − �⃗�𝑗(𝑡)]𝛿[�⃗� − �⃗�𝑗(𝑡)] (3.83)

假定系统变化的特征时间比微观涨落时间慢很多，则速度分布函数可近似

表示为：

𝐹𝑔 = 𝐹𝑔0 + 𝐹𝑔1 (3.84)
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其中𝐹𝑔0是表示系综平均的分布函数即系统的平均态；𝐹𝑔1是表示系统在平

均态附近的局部微观涨落。

∙ 对于电子：𝑔 = −𝑒，𝑚𝑔 = 𝑚𝑒，𝑁𝑔 = 𝑁，𝐹𝑒0 = 𝑛𝑒0𝑓𝑒0(�⃗�)。

∙ 对于离子：𝑔 = 𝑍𝑒，𝑚𝑔 = 𝑚𝑖，𝑁𝑔 = 𝑁/𝑍，𝐹𝑖0 = 𝑛𝑖0𝑓𝑖0(�⃗�)，𝑛𝑖0 =

𝑛𝑒0/𝑍。

那么粒子密度为：

𝑛𝑔(�⃗�, 𝑡) =

∫︁
𝑑�⃗� 𝐹𝑔(�⃗�, �⃗�, 𝑡) =

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛿[�⃗� − �⃗�𝑗(𝑡)]

𝑛𝑔(�⃗�, 𝑡) = 𝑛𝑔0 + 𝑛𝑔1(�⃗�, 𝑡)

对于稳定的均匀等离子体，线性化的方程组为：⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜕𝐹𝑔1

𝜕𝑡
+ �⃗� · 𝜕𝐹𝑔1

𝜕�⃗�
+

𝑞

𝑚𝑔

�⃗�1 ·
𝜕𝐹𝑔0

𝜕�⃗�
= 0

∇ · �⃗�1 =
∑︁
𝑔

𝑔

𝜖0

∫︁
𝑑�⃗� 𝐹𝑔1(�⃗�, �⃗�, 𝑡)

这里已经假定等离子体宏观电场�⃗�0 = 0，且电磁波的电磁场对带电粒

子的运动不造成影响。与等离子体波的动力论方法类似，对𝐹𝑔1(�⃗�, �⃗�, 𝑡)

取空间的傅里叶变换，时间的Laplace变换，带入线性化的方程组中，求

解𝐹𝑔1(�⃗�, �⃗�, 𝜔 − 𝑖𝛾)，由下式：

𝑛𝑔1(�⃗�, 𝜔 − 𝑖𝛾) =

∫︁
𝑑�⃗� 𝐹𝑔1(�⃗�, �⃗�, 𝜔 − 𝑖𝛾) (3.85)

其中𝛾是Laplace变换中的中间变量。在这里Laplace定义为：

𝑓(𝜔) =

∫︁ ∞

0

𝑑𝑡 𝑓(𝑡)𝑒−(𝑖𝜔+𝛾)𝑡 (3.86)
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其中𝛾 > 0。因子𝑒−𝛾𝑡的出现是为了保证𝑓(𝑡)𝑒−𝛾𝑡的傅里叶变换能够收敛，这

样即使𝑓(𝑡) 的傅里叶积分不存在，也能够给出相应的变换。那么有⟨
𝑛(�⃗�, 𝜔) · 𝑛*(�⃗�, 𝜔)

⟩
𝐿𝑃

=

∫︁ ∞

0

𝑑𝑡 𝑒−(𝑖𝜔+𝛾)𝑡

∫︁ ∞

0

𝑑𝑡′𝑒+(𝑖𝜔−𝛾)𝑡
⟨
𝑛(�⃗�, 𝑡) · 𝑛*(�⃗�, 𝑡)

⟩
𝑡′=𝑡+𝜏
=

∫︁ ∞

0

𝑑𝑡 𝑒−2𝛾𝑡

[︂∫︁ ∞

0

𝑑𝜏 𝑒(𝑖𝜔−𝛾)𝜏 +

∫︁ 0

−𝑡

𝑑𝜏 𝑒−(𝑖𝜔+𝛾)𝜏

]︂
×
⟨
𝑛(�⃗�, 𝑡) · 𝑛*(�⃗�, 𝑡)

⟩
等式两边乘上2𝛾然后取极限得到：

lim
𝛾→0

2𝛾
⟨
𝑛(�⃗�, 𝜔) · 𝑛*(�⃗�, 𝜔)

⟩
𝐿𝑃

=

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜏 𝑒+𝑖𝜔𝜏

⟨
𝑛(�⃗�, 𝑡) · 𝑛*(�⃗�, 𝑡+ 𝜏)

⟩
(3.87)

等式右边为时域的卷积，那么可以知道时域的卷积等于频域的乘积，那么

求得𝑛𝑔1(�⃗�, 𝜔 − 𝑖𝛾)，代入动力学形状因子的表达式并求系综平均：

𝑆(�⃗�, 𝜔) = lim
𝛾→0

𝑉𝑠→∞

2𝛾

𝑉𝑠

⟨⃒⃒⃒
𝑛𝑒1(�⃗�, 𝜔 − 𝑖𝛾)

⃒⃒⃒2
𝑛𝑒0

⟩
(3.88)

由此就可得到动力学形状因子的表达式。

𝑆(�⃗�, 𝜔) =
2𝜋

𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒1 +𝐺𝑖(�⃗�, 𝜔)

𝐺

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

𝑓𝑒0

(︁𝜔
𝑘

)︁
+

2𝜋𝑍

𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒𝐺𝑒(�⃗�, 𝜔)

𝐺

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

𝑓𝑖0

(︁𝜔
𝑘

)︁
(3.89)

其中纵向等离子体介电函数𝐺(�⃗�, 𝜔)为：

𝐺(�⃗�, 𝜔) = 1 +𝐺𝑒(�⃗�, 𝜔) +𝐺𝑖(�⃗�, 𝜔) (3.90)

𝐺𝑞(�⃗�, 𝜔) =
𝜔2
𝑝𝑞

𝑘2

∫︁
𝑑�⃗�

�⃗� · 𝜕𝑓𝑞0/𝜕�⃗�
𝜔 − �⃗� · �⃗� − 𝑖𝛾

𝑞 = 𝑒, 𝑖 (3.91)

当𝑓𝑒0(�⃗�)和𝑓𝑖0(�⃗�)是麦氏分布时，即：

𝑓𝑒0(𝜐𝑘) =
1√
𝜋𝑎

𝑒−𝜐2
𝑘/𝑎

2

𝑎 ≡
(︂
2𝑘𝑇𝑒

𝑚𝑒

)︂1/2

𝑓𝑖0(𝜐𝑘) =
1√
𝜋𝑏

𝑒−𝜐2
𝑘/𝑏

2

𝑏 ≡
(︂
2𝑘𝑇𝑖

𝑚𝑖

)︂1/2
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其中垂直于𝑘的分量已经积分掉，即𝑓𝑞0(𝜐𝑘) =

∫︁
𝑓𝑞0(�⃗�)𝑑�⃗�⊥。则动力学形状

因子可表示为：

𝑆(�⃗�, 𝜔) =
2
√
𝜋

𝑘𝑎

(︂
𝐴𝑒

|𝐺|2
+

𝐴𝑖

|𝐺|2

)︂
= 𝑆𝑒(�⃗�, 𝜔) + 𝑆𝑖(�⃗�, 𝜔) (3.92)

其中：

𝐴𝑒 = 𝑒−𝜒2
𝑒

{︃[︂
1 + 𝛼2𝑍𝑇𝑒

𝑇𝑖

𝑅𝑤(𝜒𝑖)

]︂2
+

[︂
𝛼2𝑍𝑇𝑒

𝑇𝑖

𝐼𝑤(𝜒𝑖)

]︂2}︃
(3.93)

𝐴𝑖 = 𝑍

(︂
𝑚𝑖𝑇𝑒

𝑚𝑒𝑇𝑖

)︂1/2

𝑒−𝜒2
𝑖

{︁[︀
𝛼2𝑅𝑤(𝜒𝑒)

]︀2
+
[︀
𝛼2𝐼𝑤(𝜒𝑒)

]︀2}︁
(3.94)

|𝐺|2 =
[︂
1 + 𝛼2𝑅𝑤(𝜒𝑒) + 𝛼2𝑍𝑇𝑒

𝑇𝑖

𝑅𝑤(𝜒𝑖)

]︂2
+

[︂
𝛼2𝐼𝑤(𝜒𝑒) + 𝛼

𝑍𝑇𝑒

𝑇𝑖

𝐼𝑤(𝜒𝑖)

]︂2
(3.95)

𝜒𝑒 ≡
𝜔

𝑘𝑎
, 𝑎 ≡

(︂
2𝜅𝑇𝑒

𝑚𝑒

)︂1/2

(3.96)

𝜒𝑖 ≡
𝜔

𝑘𝑏
, 𝑏 ≡

(︂
2𝜅𝑇𝑖

𝑚𝑖

)︂1/2

(3.97)

𝑅𝑤(𝑥) = 1− 2𝑥 𝑒−𝑥2

∫︁ 𝑥

0

𝑑𝑝 𝑒𝑝
2

(3.98)

𝐼𝑤(𝑥) =
√
𝜋𝑥 𝑒−𝑥2

(3.99)

𝑤(𝑥) = 𝑅𝑤(𝑥)− 𝑖 𝐼𝑤(𝑥) (3.100)

当𝑥 ≫ 1时𝑅𝑊 (𝑥)可以展开为：

𝑅𝑊 (𝑥) ≃ − 1

2𝑥2

(︂
1 +

3

2𝑥2
+

15

4𝑥4
+ · · ·

)︂
(3.101)

当𝑥 < 1时，𝑅𝑊 (𝑥)可以展开为：

𝑅𝑊 (𝑥) ≃ 1− 2𝑥2

(︂
1− 2𝑥2

3
+

4𝑥4

15
− · · ·

)︂
(3.102)

根据上面的理论，可以有以下的几种情况：
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1. 当𝛼 ≪ 1时，有

lim
𝛼→0

𝐴𝑒 = 𝑒−𝜒2
𝑒 lim

𝛼→0
𝐴𝑖 = 0 lim

𝛼→0
|𝐺|2 = 1

那么可以得到：

𝑆(�⃗�, 𝜔)

2𝜋
=

1√
𝜋𝑘𝑎

exp

[︂
−
(︁ 𝜔

𝑘𝑎

)︁2]︂
𝑑2𝑃𝑠(�⃗�, 𝜔)

𝑑Ω𝑑𝜔
= 𝑝𝑖𝑟

2
𝑒𝑁

𝑆(�⃗�, 𝜔)

2𝜋
= 𝑝𝑖𝑟

2
𝑒𝑁

1√
𝜋𝑘𝑎

exp

[︂
−
(︁ 𝜔

𝑘𝑎

)︁2]︂
它就是𝛽 ≪ 1，𝐵0 = 0时的非相干散射谱。所以非相干散射谱是相干

散射谱在𝛼 ≪ 1时的极限。

2. 一般的散射谱情况

中间高而窄的部分是𝑆𝑖(�⃗�, 𝜔)的贡献，其特征谱宽为𝑘𝑏，它是屏蔽离

子的电子云对散射的贡献，它反映了电子随着离子做集体运动的特

征。而旁边低而宽的主要部分是𝑆𝑒(�⃗�, 𝜔)的贡献，它是电子及其得拜

屏蔽对散射的贡献。每个电子的得拜屏蔽实际上是通过排斥电子和吸

收离子而实现的，因而包含了因子
𝑍𝑇𝑒

𝑇𝑖

𝛼2𝑅𝑤(𝜒𝑖)和
𝑍𝑇𝑒

𝑇𝑖

𝛼2𝐼𝑤(𝜒𝑖)。然

而在高频时候𝜒𝑒 ≃ 1，𝜒𝑖 ≫ 1，这时候𝑅𝑤(𝜒𝑖), 𝐼𝑤(𝜒𝑖) → 0，这是因

为离子不能响应电子的快运动，因而其屏蔽效应可忽略，这时电子的

得拜屏蔽主要是通过排斥电子而实现的。

3. 高频共振情况𝜒𝑒 ≃ 1，𝜒𝑖 ≫ 1

这时候有：

lim
𝜒𝑖→∞

𝐴𝑒 = 𝑒−𝜒2
𝑒 lim

𝜒𝑖→∞
𝐴𝑖 = 0 lim

𝜒𝑖→∞
|𝐺|2 = |1 + 𝛼2𝑤(𝜒𝑒)|2

故：

𝑆(�⃗�, 𝜔) =
2
√
𝜋

𝑘𝑎

⃒⃒⃒⃒
1

1 + 𝛼2𝑤(𝜒𝑒)

⃒⃒⃒⃒2
exp(−𝜒2

𝑒) (3.103)
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𝑆(�⃗�, 𝜔)达到共振（即极大）的条件是：|1 + 𝛼2𝑤(𝜒𝑒)|2 达极小，因
为𝐼𝑤(𝜒𝑒) > 0，𝑅𝑤(𝜒𝑒)由正变负，故共振条件近似为：

1 + 𝛼2𝑅𝑤(𝜒𝑒) = 0 (3.104)

即𝑅𝑤(𝜒𝑒) = −𝛼2。

因𝑅𝑤(𝑥)在𝑥 = 1.5处有一极小值𝑅𝑤(𝑥)|min = −0.29，因而有：

(a) 当𝛼 <
1√︀

𝑅𝑤(𝑥)|min

= 1.86 时，不发生共振；

(b) 当𝛼 = 1.86时，𝑅𝑤(𝑥)有一实根，这时𝐼𝑤(𝜒𝑒) 较大，共振较弱；

(c) 当𝛼 > 1.86时，𝑅𝑤(𝑥)有两实根，大根𝑥 > 1.5，随𝛼增大而增大。

若大根𝜒𝑒0 ≫ 1 （相当于𝛼 ≫ 1），则𝐼𝑤(𝜒𝑒0) → 0，这相当于波

的相速度远大于电子的平均热运动速度，电子朗道阻尼效应很

小，因而有很强的共振。

4. 低频共振情况 𝜒𝑖 ≃ 1，𝜒𝑒 ≪ 1

这种情况下有：

lim
𝜒𝑒→0

𝐴𝑒 =

[︂
1 + 𝛼2𝑍𝑇𝑒

𝑇𝑖

𝑅𝑤(𝜒𝑖)

]︂2
+

[︂
𝛼2𝐼𝑤(𝜒𝑖)

𝑍𝑇𝑒

𝑇𝑖

]︂2
(3.105)

lim
𝜒𝑒→0

𝐴𝑖 = 𝑍

(︂
𝑚𝑖𝑇𝑒

𝑚𝑒𝑇𝑖

)︂1/2

𝑒−𝜒2
𝑖𝛼2 (3.106)

lim
𝜒𝑒→0

|𝐺|2 =
[︂
1 + 𝛼2 + 𝛼2𝑍𝑇𝑒

𝑇𝑖

𝑅𝑤(𝜒𝑖)

]︂2
+

[︂
𝛼2𝐼𝑤(𝜒𝑖)

𝑍𝑇𝑒

𝑇𝑖

]︂2
(3.107)

类似地，𝑆(�⃗�, 𝜔)发生共振的条件是：

1 + 𝛼2 + 𝛼2𝑍𝑇𝑒

𝑇𝑖

𝑅𝑤(𝜒𝑖) = 0 (3.108)

或者：

1 + 𝛽2𝑅𝑤(𝜒𝑖) = 0 𝛽2 ≡ 𝛼2

1 + 𝛼2

𝑍𝑇𝑒

𝑇𝑖

(3.109)
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当𝛽2 ≫ 1时，有强共振解(此时𝜒𝑖0 ≫ 1)，其共振点位置为：

𝜒2
𝑖0 =

1

2
(𝛽2 + 3) (3.110)

即：

𝜔2 = 𝑘2

(︂
𝛼2

1 + 𝛼2

𝑍𝜅𝑇𝑒

𝑚𝑖

+
3𝜅𝑇𝑖

𝑚𝑖

)︂
≃ 𝑘2

(︂
𝑍𝜅𝑇𝑒 + 3𝜅𝑇𝑖

𝑚𝑖

)︂
(3.111)

这就是𝜆 ≫ 𝜆𝐷时离子声波的色散关系。

电子项和离子项的相对贡献由𝐴𝑒 > 𝐴𝑖或𝐴𝑒 < 𝐴𝑖定。当𝑍𝑇𝑒/𝑇𝑖 . 1

时，主要贡献是离子项；当𝑍𝑇𝑒/𝑇𝑖 ≫ 1 时，主要贡献是电子项。

5. 总截面

当𝑍𝑇𝑒 ≃ 𝑇𝑖时，总截面近似地有：

𝑆𝑇 (�⃗�) =
1

1 + 𝛼2
+

𝑍𝛼4

(1 + 𝛼2)

(︂
1 + 𝛼2 + 𝛼2

𝑍𝑇𝑒

𝑇𝑖

)︂ (3.112)

其中第一项为电子项，第二项为离子项。

由此可见：

∙ 当𝛼 ≪ 1时，总截面𝑆𝑇 (�⃗�) ≃ 𝑆𝑒(�⃗�) ≃ 1

∙ 当𝛼 ≫ 1时，总截面为𝑆𝑇 (�⃗�) ≃ 𝑆𝑖(�⃗�) =
𝑍

1 + 𝑍𝑇𝑒/𝑇𝑖

6. 当离子和电子相对于实验室坐标系有漂移运动

这时候𝜒𝑖 ≡
𝜔 − �⃗� · �⃗�𝑑𝑖

𝑘𝑏
和𝜒𝑒 ≡

𝜔 − �⃗� · �⃗�𝑑𝑒
𝑘𝑎

7. 高温无磁场的情况

8. 杂质的影响
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3.6 相干散射辐射的相干探测

由前所述，所谓超热涨落，是由于等离子体的集体运动(即等离子

体静电波和静电不稳定性) 所引起的密度涨落，其涨落幅度可远远超

过热涨落水平(
√︀

(𝑁/𝑉𝑠))。而通过相干散射测量，我们可以获得散射谱

密度函数𝑆(�⃗�, 𝜔) = lim𝑉,𝑇→∞
1

𝑉 𝑇

⟨
|𝑛𝑒(�⃗�, 𝜔)|2

⟩
𝑛𝑒𝑜

，由此进而可以获得电子

密度涨落谱 𝑛𝑒(�⃗�, 𝜔)。由于被测得波数是由散射几何决定的，即 𝑘 =

[𝑘2
𝑠 + 𝑘2

𝑖 − 2𝑘𝑠𝑘𝑖 cos 𝜃𝑠]
1/2
，当𝑘𝑖 ≃ 𝑘𝑠时，𝑘 = 2𝑘𝑖 sin

𝜃𝑠
2
，由散射角的扫描，

可获得不同波数下的涨落谱 𝑛𝑒(�⃗�, 𝜔)。这样，通过相干散射测量，可以获得

有关波和不稳定性的大部分或全部信息。因而，超热相干散射是研究等离

子体静电波和静电不稳定性的重要工具。

由于超热相干散射所研究的对象是等离子体波和不稳定性，而非相干

散射所研究的是小尺度范围内的热密度涨落，这就使得超热相干散射理论

和实验处理上与非相干散射有一定的差别，因而我们要进一步考虑超热相

干散射理论和实验中需要考虑的若干问题。

(1) 散射体积有限，且需要考虑入射波电场在横截面上的分布

我们知道，由于非相干散射所研究的涨落波长很短，𝜆 ≪ 𝜆𝐷，它与

散射体积的线度相比是十分小的。例如，红宝石激光90∘散射，所测

得涨落波长为𝜆 =
𝜆𝑖

2 sin 𝜃𝑠/2
= 0.49𝜇𝑚，很显然，它与入射波的光斑

半径(1mm量级)相比是很小的，是可以认为散射体积的线度是无限大

的。因而，在非相干散射理论中，可以把散射体积认为是无限大的，

且可以无需考虑入射波电场在横截面上的分布。然而，在超热相干

散射中，主要的研究对象是等离子体中长波的集体效应，即 𝜆 & 𝜆𝐷，

这时其波长可与入射电磁波的横向尺寸相比较。因而在超热相干散射

理论中，必须考虑有限散射体积效应和入射波电场在其横截面上的非

均匀分布情况。这时，我们可把入射波电场表示为：

�⃗�𝑖(�⃗�, 𝑡) = 𝑒 𝐸𝑖0𝑈𝑖(�⃗�) exp[𝑖(𝜔𝑖𝑡− �⃗� · �⃗�)] (3.113)



N
ot
Fo
r
D
is
tr
ib
ut
io
n32 第三章 电磁波散射

其中𝑈(�⃗�)为入射波电场的空间分布函数。一般我们假设它为高斯分布

函数，即：

𝑈𝑖(�⃗�) =
𝑊𝑖𝑜

𝑊𝑖(𝑟‖)
exp

{︂
− 𝑟2⊥
𝑊 2

𝑖 (𝑟‖)

}︂
(3.114)

其中𝑊𝑖0为入射波的束腰半径（我们假定束腰位于散射体积中心）:

𝑟⊥ =
|�⃗� × �⃗�𝑖|

𝑘𝑖
, 𝑟‖ =

�⃗� · �⃗�𝑖
𝑘𝑖

(3.115)

此外，为了计算简单起见，我们还假定束的发散是足够弱的，即:

𝜆𝑖𝑙𝑠
𝜋𝑊 2

𝑖0

≪ 1 (3.116)

其中𝑙𝑠是散射体积沿入射波方向上的特征长度。因而，可以近似地认

为在散射体积内，入射波的波阵面近似为平面，且𝑊𝑖(𝑟‖) ≃ 𝑊𝑖0，故

其空间分布函数可近似地表示为：

𝑈𝑖(�⃗�) ≃ exp

{︂
− 𝑟2⊥
𝑊 2

𝑖0

}︂
(3.117)

之所以用高斯分布来表示 𝑈𝑖(�⃗�)，这是因为对于大多数的散射实验，

都是用激光束或微波束做探测束。对于激光束来讲，若激光器是工作

于单纵模、单横模（最低阶横模，即TEM00 模），它的输出光束是高

斯分布的。此外，对于用天线发射和接收的微波来说，通过适当的变

换，也可使其波束的横向分布是高斯分布。此外，由于高斯分布的傅

里叶变换也是高斯分布，而且在所有的分布函数中，高斯分布的半宽

度和它的傅里叶变换函数的半宽度的乘积是最小的，因此用高斯光束

做入射波束，可使我们的散射实验在实空间和波数空间的分辨率的乘

积Δ�⃗� ·Δ�⃗�是最佳的。

(2) 需要考虑散射测量的波数分辨

因为超热相干散射所研究的是等离子体波和不稳定性，为了较精确地

获得 𝑛𝑒(�⃗�, 𝜔)或单色波的色散关系 𝑘 = 𝑘(𝜔)，要求散射测量具有较好

的波数分辨能力。因为在超热相干散射实验中，不能视散射体积为
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无限大，即𝑉𝑠是有限的。根据测不准原理，其波数分辨也必定是有限

的(即Δ�⃗� ·Δ�⃗� >常数)。因而在相干散射实验中必须考虑波数分辨，及

其与散射体积的关系、和它们对波数谱的影响。

(3) 采用光混频的探测方法

因为等离子体波和不稳定性的频率范围比非相干的热涨落谱的频率

范围窄很多，因而散射谱相对于入射频率的频移是很小的，用常规

的谱分析方法难以分辨这么小的频移，如等离子体波的最高频率约

在1GHz量级，若用相干散射测定该波时，其散射谱相对于入射波的

频移为 Δ𝑓 = 1× 109𝐻𝑧，若入射波的波长为 𝜆𝑖 = 1𝜇𝑚，则相应的波

长移动为 Δ𝜆 = 𝜆 =

⃒⃒⃒⃒
𝜆2
𝑖

Δ𝑓

𝐶

⃒⃒⃒⃒
≃ 3 × 10−6𝜇𝑚，一般光谱仪都难以分辨

这么微小的波长移动。因而，大多数的相干散射实验都用所谓的光混

频的方法检测散射谱。因为光混频检测方法可把光频范围内的散射谱

频移到射频范围内，这样就可以用电子学的处理方法获得好的频率分

辨能力。此外，光混频检测方法比视频检测方法有更大的优越性：即

杂散光对谱的测量没有太大影响，因而允许做小角散射实验；而且混

频灵敏度比食品检测灵敏度高，因为它有混频增益。

现在让我们重新考虑散射理论，以便把超热相干散射实验中需要考虑

的上述问题包括在散射理论中。

3.6.1 从单自由电子的散射

设入射电场为：

�⃗�𝑖(�⃗�, 𝑡) = 𝑒𝐸𝑖0𝑈𝑖(�⃗�)𝑒
𝑖𝜔𝑖𝑡−𝑖�⃗�𝑖·�⃗� = 𝑒𝐸𝑖(�⃗�)𝑒

𝑖𝜔𝑖𝑡 (3.118)

则𝑡′时刻在𝑟处的电子在�⃗�所产生的散射波电场为：

�⃗�𝑠(�⃗�, 𝑡) = −𝑒𝑟𝑒𝐸𝑖0𝑈𝑖(�⃗�)
exp[𝑖(𝜔𝑖𝑡

′ − �⃗� · �⃗�)]
|�⃗�− �⃗�|

(3.119)

这里，我们已假定|𝑠× (𝑠× 𝑒))| = 1，且𝑈𝑖(�⃗�)是入射波在横截面上的分布。
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当用光混频的方法检测散射谱时，散射波电场于本振电场�⃗�𝐿𝑂(�⃗�, 𝑡)在

探测器表面上相叠加，其输出电流为：

𝑖(𝑡) =
𝑒

~𝜔𝑠

∫︁∫︁
𝐴

𝑐𝜖0|�⃗�𝑠(�⃗�, 𝑡) + �⃗�𝐿𝑂(�⃗�, 𝑡)|2𝜂(�⃗�⊥) 𝑑�⃗�⊥ (3.120)

这是对探测器截面的积分，其中 𝜂(�⃗�)为探测器截面上探测效率的分布。为

简单起见，我们令 𝜂(�⃗�)在整个探测器截面上的分布为常数，则

𝑖(𝑡) =
𝑒𝜂𝜖0𝑐

~𝜔𝑠

∫︁∫︁
𝐴

|�⃗�𝑠(�⃗�, 𝑡) + �⃗�𝐿𝑂(�⃗�, 𝑡)|2 𝑑�⃗�⊥ (3.121)

由此可见，它是由本振强度𝐼𝐿𝑂 = 𝜖0𝑐|𝐸𝐿𝑂|2、散射波强度𝐼𝑠(≪ 𝐼𝐿𝑂)和它们

的干涉项组成。因前项只贡献直流项，故我们可只考虑其干涉项：

𝑖𝑖𝑓 (𝑡) =
𝑒𝜂𝜖0𝑐

~𝜔𝑠

∫︁∫︁
𝐴

𝐸𝑠(�⃗�, 𝑡)𝐸*
𝐿𝑂(�⃗�, 𝑡)𝑑�⃗�⊥ + 𝐸*

𝑠𝐸𝑙 (3.122)

这里，我们假定 �⃗�𝐿𝑂 ‖ �⃗�𝑠 ‖ �⃗�𝑖0。它可进一步表示为：

𝑖𝑖𝑓 (𝑡) =
𝑒𝜂𝜖0𝑐

~𝜔𝑠

𝑟𝑒𝐸𝑖0𝑈𝑖(�⃗�)𝑒
𝑖[𝜔𝑠𝑡−�⃗�𝑖·�⃗�]

∫︁∫︁
𝐴

𝐸*
𝐿𝑂(�⃗�, 𝑡)

𝑒−𝑖𝑘𝑠|�⃗�−�⃗�|

|�⃗�− �⃗�|
𝑑�⃗�⊥ (3.123)

利用衍射积分，我们可定义一个虚的电场分布：

𝐸𝐿𝑂(�⃗�, 𝑡) = − 𝑖

𝜆𝑠

∫︁∫︁
𝐴

𝐸𝐿𝑂(�⃗�, 𝑡)
𝑒𝑖𝑘𝑠|�⃗�−�⃗�|

|�⃗�− �⃗�|
𝑑�⃗�⊥ (3.124)

即：

𝑖𝜆𝑠𝐸𝐿𝑂(�⃗�, 𝑡) =

∫︁∫︁
𝐴

𝐸𝐿𝑂(�⃗�, 𝑡)
𝑒𝑖𝑘𝑠|�⃗�−�⃗�|

|�⃗�− �⃗�|
𝑑�⃗�⊥ (3.125)

该衍射积分定义了一个虚的本振束，它是探测器表面的场分布沿着散射束

的原光路向散射体积传播的电磁辐射，它是光混频接收机的天线束等效的

场分布。这样，混频器和输出的中频电流 𝑖𝑖𝑓 (𝑡)就可以用散射体积内的电

场分布来表示，即：

𝑖𝑖𝑓 (𝑡) =
𝑒𝜂𝜖0𝑐𝑟𝑒𝜆𝑠

~𝜔𝑠

[𝐸 ′
𝑖(�⃗�, 𝑡)𝐸

*
𝐿𝑂(�⃗�, 𝑡) + 𝐸 ′*

𝑖 (�⃗�, 𝑡)𝐸𝐿𝑂(�⃗�, 𝑡)] (3.126)
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其中:

𝐸 ′
𝑖(�⃗�, 𝑡) = 𝐸𝑖0𝑈𝑖(�⃗�)𝑒

𝑖[𝜔𝑠𝑡−�⃗�𝑖·�⃗�] (3.127)

可以证明：若本振束的电场分布是高斯分布，则上述衍射积分所定义的天

线束在散射体积内的场分布也是高斯分布，故可令：

𝐸𝐿𝑂(�⃗�, 𝑡) = 𝐸𝐿𝑂𝑈𝐿𝑂(�⃗�)𝑒
𝑖[𝜔𝐿𝑂𝑡−�⃗�𝐿𝑂·�⃗�+𝜑𝐿𝑂] (3.128)

这样，混频器输出的中频电流为：

𝑖𝑖𝑓 (𝑡) =
𝑒𝜂𝜖0𝑐𝑟𝑒𝜆𝑠

~𝜔𝑠

𝐸𝑖0𝐸𝐿𝑂𝑈(�⃗�)𝑒𝑖(𝜔Δ𝑡+�⃗�Δ·�⃗�Δ+Δ𝜑) (3.129)

其中：

𝜔Δ = 𝜔𝑠 − 𝜔𝑙, �⃗�Δ = �⃗�𝑙 − �⃗�𝑖 ≃ �⃗�𝑠 − �⃗�𝑖, Δ𝜑 = 𝜑𝐿𝑂 − 𝜑𝑖 (3.130)

这里我们已将幅度中的虚数𝑖因子归结到相位因子 𝑖 = 𝑒𝑖𝜋/2中，同样地不失

一般性，相位因子 𝑒𝑖Δ𝜑也可略去，故有：

𝑖𝑖𝑓 (𝑡) =
𝑒𝜂𝜖0𝑐𝑟𝑒𝜆𝑠

~𝜔𝑠

𝐸𝑖0𝐸𝐿𝑂𝑈(�⃗�)
[︁
𝑒𝑖(𝜔Δ𝑡+�⃗�Δ·�⃗�) + 𝑒−𝑖(𝜔Δ𝑡+�⃗�Δ·�⃗�)

]︁
(3.131)

其中：𝑈(�⃗�) ≡ 𝑈𝑖(�⃗�)𝑈𝐿𝑂(�⃗�)。这样，我们可把它看成是由散射电场为

𝐸𝑠(�⃗�, 𝑡) =
𝑟𝑒
𝑅
𝐸𝑖0𝑈(�⃗�)𝑒𝑖[𝜔𝑠𝑡+�⃗�Δ·�⃗�−𝑘𝐿𝑂𝑅] (3.132)

与本振电场

𝐸𝐿𝑂(�⃗�, 𝑡) = 𝐸𝐿𝑂 exp [𝑖(𝜔𝐿𝑂𝑡− 𝑘𝐿𝑂𝑅)] (3.133)

在混频器上所产生的中频输出电流。由于天线束是沿散射束方向上传播的，

且我们考虑的是小频率的情况，即 𝜔Δ = 𝜔𝑠 − 𝜔𝐿𝑂 ≪ 𝜔𝑖，则

𝑘𝐿𝑂 ≃ 𝑘𝑠 ≃ 𝑘𝑖, �⃗�𝐿𝑂
.
= �⃗�𝑠 (3.134)

故有：

𝐸𝑠(�⃗�, 𝑡) =
𝑟𝑒
𝑅
𝐸𝑖0𝑈(�⃗�) exp

{︁
𝑖[𝜔𝑠𝑡+ (�⃗�𝑠 − �⃗�𝑖) · �⃗� − 𝑘𝑠𝑅]

}︁
(3.135)

这样，除了散射电场中多了空间分布函数 𝑈(�⃗�) ≡ 𝑈𝑖(�⃗�)𝑈𝐿𝑂(�⃗�)之外，其它

均与非相干散射的情况相同。因此，这样做的结果，即在超热相干散射理

论中考虑了有限散射体积效应和入射波电场的横截面分布，又使理论的处

理大大简化。
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3.6.2 从单色等离子体波的散射

下面我们先研究最简单的情况，即电磁波从相干的单色平面波的散射。

设有一单色的等离子体静电波沿 𝑥轴方向传播，其所产生的密度涨落为：

�̃�𝑒(�⃗�, 𝑡) = �̃�𝑒0 exp[𝑖(𝜔𝑤𝑡− 𝑘𝑤𝑥)] (3.136)

取如图所示的坐标系，入射束波矢与 𝑧轴的夹角为𝜃𝑠/2，则：

𝑈𝑖(�⃗�) = exp

⎡⎢⎣−𝑦2 + (𝑥 cos
𝜃𝑠
2
+ 𝑧 sin

𝜃𝑠
2
)2

𝑊 2
𝑖0

⎤⎥⎦ (3.137)

其散射束波矢与 𝑧 轴的夹角也为𝜃𝑠/2，它也是高斯光束，故其空间分布函

数为：

𝑈𝑠(�⃗�) = exp

⎡⎢⎣−𝑦2 + (𝑥 cos
𝜃𝑠
2
+ 𝑧 sin

𝜃𝑠
2
)2

𝑊 2
𝑠0

⎤⎥⎦ (3.138)

为了简单起见，我们假定𝑊𝑖0 = 𝑊𝑠0，故在 �⃗�处的散射电场为：

�⃗�𝑠(�⃗�, 𝑡) =− 𝐸𝑖0𝑟𝑒
𝑅′ 𝑒

∫︁
𝑑�⃗��̃�𝑒(�⃗�, 𝑡

′)𝑈(�⃗�) exp
{︁
𝑖(𝜔𝑖𝑡

′ − �⃗�𝑖 · �⃗�)
}︁

=− 𝑟𝑒𝐸𝑖0�̃�𝑒0

𝑅′ 𝑒

∫︁
𝑑�⃗�𝑈(�⃗�) exp[𝑖(𝜔𝑤𝑡

′ − 𝑘𝑤𝑥)] exp[𝑖(𝜔𝑠𝑡
′ − �⃗�𝑠 · �⃗�)]

(3.139)

其中

𝑈(�⃗�) ≡ 𝑈𝑖(�⃗�)𝑈𝑠(�⃗�) = exp

⎧⎪⎨⎪⎩−
2𝑥2 cos2

𝜃𝑠
2
+ 2𝑦2 + 2𝑧2 sin2 𝜃𝑠

2
𝑊 2

𝑖0

⎫⎪⎬⎪⎭ (3.140)

这里已做假定 𝑠× (𝑠× 𝑒) = −𝑒。将推迟时间的关系式代入上式，可以
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得到：

�⃗�𝑠(�⃗�, 𝑡) =− 𝑟𝑒
𝑅′𝐸𝑖0�̃�𝑒0𝑒

∫︁
𝑑�⃗� exp

⎧⎪⎨⎪⎩−
2𝑥2 cos2

𝜃𝑠
2
+ 2𝑦2 + 2𝑧2 sin2 𝜃𝑠

2
𝑤2

𝑖0

⎫⎪⎬⎪⎭
× exp

{︂
𝑖[𝜔𝑠(𝑡−

𝑅

𝑐
)− 𝑘𝑤𝑥+ �⃗� · �⃗�]

}︂
(3.141)

其中 𝜔𝑠 = 𝜔𝑖 + 𝜔𝑤, �⃗� = �⃗�𝑠 − �⃗�𝑖。利用定积分公式：∫︁ ∞

−∞
𝑒−𝑞2𝑥2

exp(𝑖𝑝𝑥)𝑑𝑥 =

√
𝜋

8
exp

(︂
− 𝑝2

4𝑞2

)︂
(3.142)

上式的积分可简化为：

�⃗�𝑠(�⃗�, 𝑡) = − 𝑟𝑒
𝑅′𝐸𝑖0�̃�𝑒0 𝑉𝑠 𝑒 exp

⎧⎪⎨⎪⎩−𝑤2
𝑖0(𝑘𝑥 − 𝑘𝑤)

2

8 cos2
𝜃𝑠
2

−
𝑤2

𝑖0𝑘
2
𝑦

8
− 𝑤2

𝑖0𝑘
2
𝑧

8 sin2 𝜃𝑠
2

⎫⎪⎬⎪⎭ exp[𝑖𝜔𝑠(𝑡−
𝑅

𝑐
)]

(3.143)

其中

𝑉𝑠 ≡
∫︁

𝑑�⃗� 𝑈(�⃗�) =
(
√
𝜋𝑤𝑖0)

3

√
2 sin 𝜃𝑠

(3.144)

则在�⃗�处探测器所接收到的平均散射功率为：

𝑃𝑠(�⃗�, 𝑡) =𝑐𝜖0

⟨
|�⃗�𝑟(�⃗�, 𝑡)|2

⟩
𝐴𝑟

=
𝑃𝑖

𝐴𝑖

𝑟2𝑒 �̃�
2
𝑒0 𝑉 2

𝑠

𝐴𝑟

𝑅′2𝐹 (�⃗�, 𝑘𝑤) (3.145)

其中 𝐹 (�⃗�, 𝑘𝑤)为：

𝐹 (�⃗�, 𝑘𝑤) = exp

⎧⎪⎨⎪⎩−𝑤2
𝑖0(𝑘𝑥 − 𝑘𝑤)

2

4 cos2
𝜃𝑠
2

−
𝑤2

𝑖0𝑘
2
𝑦

4
− 𝑤2

𝑖0𝑘
2
𝑧

4 sin2 𝜃𝑠
2

⎫⎪⎬⎪⎭ (3.146)

𝐴𝑟 为探测器的有效探测面积，可以按下式计算：

𝐴𝑟 =

∫︁ ∞

0

2𝜋𝑟𝑒
−
2𝑟2

𝑤2
𝑠 𝑑𝑟 =

1

2
𝜋𝑤2

𝑠 (3.147)
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又根据高斯光束公式：

𝑤2
𝑠 = 𝑤2

𝑠0

[︂
1 +

𝜆2
𝑠𝑅

2

𝜋2𝑤4
𝑠0

]︂
≈ 𝜆2

𝑠𝑅
2

𝜋2𝑤2
𝑠0

≃ 𝜆2
𝑠𝑅

2

𝜋2𝑤2
𝑖0

(远场近似条件) (3.148)

因而探测器的接收立体角为：

ΔΩ𝑟 ≡
𝐴𝑟

𝑅2
=

𝜋𝑤2
𝑠

2𝑅2
=

𝜆2
𝑠

2𝜋𝑤2
𝑖0

(3.149)

同理，入射束的有效截面为 𝐴𝑖 =
1

2
𝜋𝑤2

𝑖0。此外，定义

𝑉𝑠 ≡ 𝐴𝑖𝑙𝑠 (3.150)

𝑙𝑠是散射体积沿入射方向上的特征长度，故散射功率最后就可以简化为：

𝑃𝑠(�⃗�, 𝑡) =
1

4
𝑃𝑖𝑟

2
𝑒 �̃�

2
𝑒0 𝑙2𝑠𝜆

2
𝑠𝐹 (�⃗�, 𝑘𝑤) (3.151)

由上式我们可以得到以下的几个结论：

1) 当𝑘𝑥 = 𝑘𝑤，𝑘𝑦0 = 0，𝑘𝑧0 = 0时，𝐹 (�⃗�, �⃗�𝑤) = 1。散射功率达到最大

值，这就是散射的匹配条件，相当于晶格衍射的布拉格条件。

2) 当𝑘𝑦0 = 𝑘𝑧0 = 1，及𝑤2
𝑖0(𝑘𝑥 − 𝑘𝑤)

2/4 cos2 𝜃𝑠/2 = 1时，散射功率下降

到峰值功率的 𝑒−1 ，我们定义这是的波数与匹配时的波数之差，即

Δ𝑘 = |𝑘𝑥 − 𝑘𝑤|，为系统在𝑥轴方向上的波数分辨率，即

Δ𝑘𝑥 =
2 cos

𝜃𝑠
2

𝑤𝑖0

(3.152)

类似地，当𝑘𝑥0 = 𝑘𝑤，𝑘𝑧0 = 0及𝑘2
𝑦𝑤

2
𝑖0/4 = 1时，散射功率下降到峰值

功率的 𝑒−1，这时

Δ𝑘𝑦 =
2

𝑤𝑖0

(3.153)

是散射系统在 𝑦轴方向上的波数分辨率。同理，散射系统在 𝑧轴方向

上的波数分辨率为：

Δ𝑘𝑧 =
2 sin

𝜃𝑠
2

𝑤𝑖0

(3.154)
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实际上，我们可以证明：散射系统在𝑥, 𝑦方向上的波数分辨率就是由

高斯光束的自然发散角决定的。由高斯光束的特性知，其自然发散角

为：

𝜃𝑑 =
𝜆𝑖

𝜋𝑤𝑖0

(3.155)

而 𝑘 =
4𝜋

𝜆𝑖

sin
𝜃𝑠
2
。所以有：

Δ𝑘 =
2𝜋

𝜆𝑖

cos
𝜃𝑠
2
Δ𝜃𝑠 =

2𝜋

𝜆𝑖

cos
𝜃𝑠
2
Δ𝜃𝑑 =

2 cos
𝜃𝑠
2

𝑤𝑖0

(3.156)

它与入射光束的束腰半径有关，而 𝑧方向的波数分辨率是由散射体积

在入射束方向上的特征长度 𝑙𝑠决定的，这可证明如下：

∵ 𝑉𝑠 = 𝐴𝑖𝑙𝑠, 𝐴𝑖 =
1

2
𝜋𝑤2

𝑖0

∴ 𝑘𝑠 =
√
2𝜋

𝑤𝑖0

sin 𝜃𝑠
≃ 2𝑤𝑖0

𝜃𝑠
(小角散射时)

而

Δ𝑘𝑧 =
2 sin

𝜃𝑠
2

𝑤𝑖0

≃ 𝜃𝑠
𝑤𝑖0

=
2

𝑙𝑠
(3.157)

由此可见，散射系统的波数分辨是由入射光束的束腰半径以及散射体

积的特征长度 𝑙𝑠决定的，且与这些特征长度成反比。

3) 𝑃𝑠 ∝ 𝜆2
𝑠 (这是因为相干立体角与波长的平方成正比)

由于在许多情况下，可得到的相干辐射源的功率𝑃𝑖和探测器的灵敏度

都是有限的。由三叔的比例关系可知，当入射的功率和探测器的灵敏

度相同时，只要许可，可以适当地选择长的入射束波长 𝜆𝑖 ，可使散

射功率提高，从而可改善信噪比。

此外，由于系统的波数分辨是由入射束的横向尺寸决定的，即

Δ𝑘𝑥 = Δ𝑘𝑦 ≃
2

𝑤𝑖0

(3.158)
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它与入射波长无关，而系统的纵向空间分辨能力与散射角有关，即：

𝑙𝑠 ≃
2𝑤𝑖0

sin 𝜃𝑠
(3.159)

对于给定的波数 𝑘，入射波长越长，散射角越大(∵ 𝑘 =
4𝜋

𝜆𝑖

sin
𝜃𝑠
2
)。因

而入射波长越长，系统的纵向空间分辨能力越好。故适当地选择波长

较长的入射波，可以改善系统的纵向空间分辨能力。

4) 𝑃𝑠 ∝ �̃�2
𝑒0

即等离子体中密度涨落幅度越大，散射功率也越大（当其它条件相同

时）。由此可见，超热相干散射的一大特点是：对于给定的探测器功

率，它的散射功率可比热涨落的散射功率大很多，从而可用功率较小

的连续波激光器或者微波源做超热相干散射实验。

例如：用于测量离子温度的热涨落相干散射实验，用FIR激光器做辐

射源，如光泵的中水远红外激光器波长 𝜆𝑖 = 385𝜇𝑚，当等离子体密

度为 1013𝑐𝑚−3量级时，源功率至少为 1MW量级。若用相同的源和相

干探测方法进行超热相干散射实验（设 �̃�𝑒0 = 10−3𝑛𝑒0）。在信噪比与

热涨落相干散射实验相同的情况下，源功率要大很多

热涨落：𝑃𝑖1 = 1𝑀𝑊，𝑃𝑠 ∝ 𝑃𝑖1�̃�
2
𝑒0 = 1013𝑃𝑖1。

超热涨落 𝑃𝑖2 =?，𝑃𝑠 ∝ 𝑃𝑖2�̃�
2
𝑒0 = 1020𝑃𝑖2。

∴ 𝑃𝑖2 = 10−7𝑃𝑖1 = 100𝑚𝑊

由此可见，用于超热涨落相干散射实验的相干源，用低功率连续波激

光器或微波源就可以了，这就是超热相干散射实验能较早地用于研究

托卡马克等离子体波和微湍流的重要原因之一。

5) 可测得等离子体波波长范围

当研究等离子体波和不稳定性时，我们希望散射系统可测得波长范围

尽可能地大。但在实际实验中，可测的波长范围要受到各种条件的限

制：首先，散射系统可测的最大波长是由最小散射小𝜃𝑠𝑚 决定的；而
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最小散射角𝜃𝑠𝑚要受到系统的分辨率的限制，它不能小于入射波的发

散角 𝜃𝑑，即

𝜃𝑠𝑚 ≥ 2𝜃𝑑 =
2𝜆𝑖

𝜋𝑤𝑖0

(3.160)

故

𝜆𝑀 ≃ 𝜆𝑖

𝜃𝑠𝑚
=

𝜋𝑤𝑖0

2
(3.161)

其次，系统的最大散射角是由 𝛼 ≥ 1条件或者装置的最大散射通道决

定，即

𝜆𝑚 =
𝜆𝑖

2 sin
𝜃𝑠𝑚
2

(3.162)

故散射系统可测的波长范围为：

𝜆𝑖

2 sin
𝜃𝑠𝑚
2

≤ 𝜆 ≤ 𝜋𝑤𝑖0/2 (3.163)

6) 散射矢量图

∵ 𝜔𝑠 = 𝜔𝑖 ± 𝜔𝑤, �⃗�𝑠 = �⃗�𝑖 ± �⃗�𝑤，𝑘𝑠 = 𝑘𝑖
1− 𝛽𝑖

1− 𝛽𝑠

在等离子体波频率远小于入射波频率情况下，有 𝑘𝑠 ≃ 𝑘𝑖，故入射散

射波矢量是位于以 |⃗𝑘𝑖|为半径的圆周上，如图所示。由此可见，散射
角宽度 𝜃𝑠是由入射波叫宽度和等离子体角宽度 Δ𝜃𝑤 决定的，即

Δ𝜃𝑠 = min(Δ𝜃𝑖,Δ𝜃𝑤) (3.164)

3.6.3 从等离子体湍流的散射

设等离子体密度涨落为：

�̃�𝑒(�⃗�, 𝑡) =

∫︁∫︁
𝑑𝜔

2𝜋

𝑑�⃗�

(2𝜋)3
𝑛𝑒(�⃗�, 𝜔) exp[𝑖(𝜔𝑡− �⃗� · �⃗�)] (3.165)

若入射波电场为：

�⃗�𝑖(�⃗�, 𝑡) = 𝑒𝐸𝑖0𝑈𝑖(�⃗�) exp[𝑖(𝜔𝑖𝑡− �⃗�𝑖 · �⃗�)] (3.166)
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则等离子体散射电场为：

�⃗�𝑠(�⃗�, 𝑡) =− 𝑒
𝑟𝑒
𝑅′𝐸𝑖0

∫︁
𝑑�⃗�𝑈(�⃗�)�̃�𝑒(�⃗�, 𝑡

′) exp[𝑖(𝜔𝑖𝑡
′ − �⃗�𝑖 · �⃗�)]

=− 𝑒
𝑟𝑒
𝑅′𝐸𝑖0

∫︁∫︁∫︁
𝑑𝜔

2𝜋

𝑑�⃗�

(2𝜋)3
𝑑�⃗�𝑈(�⃗�)𝑛𝑒(�⃗�, 𝜔) exp

{︂
𝑖[𝜔𝑠(𝑡−

𝑅

𝑐
)− (�⃗� − �⃗�𝑠 + �⃗�𝑖) · �⃗�]

}︂
=− 𝑒

𝑟𝑒
𝑅′𝐸𝑖0

∫︁∫︁
𝑑𝜔

2𝜋

𝑑�⃗�

(2𝜋)3
𝑛𝑒(�⃗�, 𝜔) exp[𝑖𝜔𝑠(𝑡−

𝑅

𝑐
)]

∫︁
𝑑�⃗� 𝑈(�⃗�) exp[−𝑖(�⃗� − �⃗�+) · �⃗�]

(3.167)

其中 𝜔𝑠 ≡ 𝜔𝑖 + 𝜔，�⃗�+ = �⃗�𝑠 − �⃗�𝑖，𝑘𝑠 = 𝜔𝑠/𝑐。

令

𝐼(�⃗� − �⃗�+) ≡
∫︁

𝑑�⃗� 𝑈(�⃗�) exp[−𝑖(�⃗� − �⃗�+) · �⃗� ] (3.168)

�̂�𝑒(�⃗�+, 𝜔) ≡
∫︁

𝑑�⃗�

(2𝜋)3
𝑛𝑒(�⃗�, 𝜔)𝐼(�⃗� − �⃗�+) (3.169)

则

�⃗�𝑠(�⃗�, 𝑡) = −𝑒
𝑟𝑒
𝑅′𝐸𝑖0

∫︁
𝑑𝜔

2𝜋
𝑒𝑒(�⃗�, 𝜔) exp[𝑖𝜔𝑠(𝑡−

𝑅

𝑐
)] (3.170)

散射到 �⃗�处，面积为 𝐴𝑟 上的平均散射功率为：

𝑃𝑠(�⃗�) =𝐴𝑟𝑐𝜖0 lim
𝑇→∞

1

𝑇

∫︁ 𝑇/2

−𝑇/2

|�⃗�𝑠(�⃗�, 𝑡)|2𝑑𝑡

=
𝑃𝑖

𝐴𝑖

𝑟2𝑒𝑛𝑒0𝑉𝑠𝑆(�⃗�+)ΔΩ𝑟 (3.171)

其中ΔΩ𝑟 ≡
𝐴𝑟

𝑅′2 为接收立体角。

𝑆(�⃗�+) =

∫︁
𝑑𝜔

2𝜋
𝑆(�⃗�+, 𝜔) (3.172)

𝑆(�⃗�+, 𝜔) = lim
𝑇→∞

1

𝑇

|�̂�𝑒|(�⃗�+, 𝜔)
𝑛𝑒𝑜𝑉𝑠

=

⟨
|�̂�𝑒(�⃗�+, 𝜔)|2

⟩
𝑇

𝑛𝑒0𝑉𝑠

(3.173)

N 𝐼(�⃗� − �⃗�+)的物理意义:
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1) 若𝑉𝑠 → ∞且 𝑈(�⃗�) = 1 (均匀分布)

𝐼(�⃗� − �⃗�+) =

∫︁
𝑑�⃗� exp[−𝑖(�⃗� − �⃗�+) · �⃗�] = (2𝜋)3𝛿(�⃗� − �⃗�+) (3.174)

故 𝐼(�⃗�− �⃗�+)可视为 �⃗�空间的滤波器（中心波矢为 �⃗�+，带宽为Δ�⃗�+）。

2) 若𝑉𝑠有限（假设为长方形），且 𝑈(�⃗�) = 1

𝐼(�⃗�−�⃗�+) =

∫︁
𝑑�⃗� exp[−𝑖(�⃗�−�⃗�+)·�⃗�] = 𝑉𝑆

3∏︁
𝑗=1

sin[
1

2
(�⃗� − �⃗�+)𝑗𝐿𝑗]

1

2
(�⃗� − �⃗�+)𝑗𝐿𝑗

𝑗 = 𝑥, 𝑦, 𝑧

(3.175)

又因为： ∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜔

sin𝜔

𝜔
= 𝜋 (3.176)

那么可以得到

𝐼(�⃗� − �⃗�+) =

⎧⎨⎩ 𝑉𝑠 当− 𝜋

𝐿𝑖

≤ (�⃗� − �⃗�+)𝑖 ≤
𝜋

𝐿𝑖

, 𝑖 = 𝑥, 𝑦, 𝑧

0 其它

3) 对于单一波矢 �⃗�

lim
�⃗�→�⃗�+

𝐼(�⃗� − �⃗�+) =

∫︁
𝑑�⃗�𝑈(�⃗�) = 𝑉𝑠 (3.177)

由此可见：𝐼(�⃗�− �⃗�+)是 �⃗�空间滤波器，其中心波矢为 �⃗�+ ≡ �⃗�𝑠− �⃗�𝑖，其

带宽为 Δ�⃗�，它由散射体积决定，即：

|Δ�⃗�|
(2𝜋)3

𝑉𝑠 = 1 (3.178)



N
ot
Fo
r
D
is
tr
ib
ut
io
n44 第三章 电磁波散射

这是因为：∫︁
𝑑�⃗�

(2𝜋)3
𝐼(�⃗� − �⃗�+) =

∫︁
�⃗�

(2𝜋)3

∫︁
𝑑�⃗�𝑈(�⃗�) exp[−𝑖(�⃗� − �⃗�+) · �⃗� ]

=

∫︁
𝑑�⃗�𝑈(�⃗�)𝛿(�⃗�))

=((0) (3.179)

当 𝑈(0) = 1时，则有： ∫︁
𝑑�⃗�

(2𝜋)3
𝐼(�⃗� − �⃗�+) = 1 (3.180)

综上所述 𝐼(�⃗� − �⃗�+)可视为 �⃗�空间滤波器的单位带宽传递函数。这样有：

�̂�𝑒(�⃗�+, 𝜔) =

∫︁
𝑑�⃗�

(2𝜋)3
𝑛𝑒(�⃗�, 𝜔)𝐼(�⃗� − �⃗�+) (3.181)

可见为电子密度涨落谱 𝑛𝑒(�⃗�, 𝜔)通过滤波器 𝐼(�⃗� − �⃗�+)选择后其波矢为 �⃗�+

在有限带宽 Δ�⃗�+内的平均值。

这样我们可将 𝑆(�⃗�+)进一步化简：

𝑆(�⃗�+) =

⟨
|�̂�𝑒(�⃗�+)|2

⟩
𝑇

𝑛𝑒0𝑉𝑠

=
𝑉𝑠

𝑛𝑒0

⟨⃒⃒⃒⃒
⃒�̂�𝑒(�⃗�+)

Δ�⃗�+
(2𝜋)3

⃒⃒⃒⃒
⃒
2⟩

𝑇

(3.182)

其中 |�̂�𝑒(�⃗�+)|2 ≡
∫︀ 𝑑𝜔

2𝜋
|�̂�𝑒(�⃗�+, 𝜔)|2 为 |�̂�𝑒(�⃗�+, 𝜔)|2 在 �⃗�+ → �⃗�+ ± 1

2
Δ�⃗�+ 带宽

内谱权重平均的单位带宽功率谱。

现在令： ⟨⃒⃒⃒
�̂��⃗�+

⃒⃒⃒2⟩
𝑇

≡

⟨⃒⃒⃒⃒
⃒�̂�𝑒(�⃗�+)

Δ�⃗�+
(2𝜋)3

⃒⃒⃒⃒
⃒
2⟩

𝑇

(3.183)

故有：

𝑆(�⃗�+) =
𝑉𝑠

𝑛𝑒0

⟨⃒⃒⃒
�̂��⃗�+

⃒⃒⃒2⟩
𝑇

(3.184)
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𝑃𝑠(�⃗�) =
𝑃𝑖

𝐴𝑖

𝑟2𝑒𝑉
2
𝑠

⟨⃒⃒⃒
�̂��⃗�+

⃒⃒⃒2⟩
𝑇

ΔΩ𝑟 (3.185)

=𝑃𝑖𝑟
2
𝑒 𝑙

2
𝑠

⟨⃒⃒⃒
�̂��⃗�+

⃒⃒⃒2⟩
𝑇

𝐴𝑖ΔΩ𝑟 (3.186)

对于相干探测，有天线定理：

𝐴𝑖ΔΩ𝑟 = 𝐴𝑟ΔΩ𝑒 = 𝛼𝜆2
𝑠 (3.187)

其中：

𝛼 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1

4
高斯光束

𝜋2

16
微波天线束

那么

𝑃𝑠(�⃗�) =
1

4
𝑃𝑖𝑟

2
𝑒 𝑙

2
𝑠𝜆

2
𝑠

⟨⃒⃒⃒
�̂��⃗�+

⃒⃒⃒2⟩
𝑇

(3.188)

3.7 非相干散射实验中的若干问题

非相干散射条件要求：

𝛼 ≡ 1

𝑘𝜆𝐷

= 1.07× 10−11𝜆𝑖[𝜇𝑚]

sin
𝜃𝑠
2

(︂
𝑛𝑒[𝑚

−3]

𝑇𝑒[𝑒𝑉 ]

)︂1/2

≪ 1 (3.189)

一般等离子体参数范围(𝑛𝑒，𝑇𝑒)知道了，而散射角 𝜃𝑠尽可能选用接近90∘以

使空间分辨最佳，这样由上式就可以决定所用的探测束波长 𝜆𝑖。

其次，我们可以估计一下散射功率。由前述知谱积分的散射功率为：

𝑑𝑃𝑠

𝑑Ω
=

𝑃𝑖

𝐴𝑖

𝑟2𝑒𝑛𝑒0𝑉𝑠 = 𝑃𝑖𝑟
2
𝑒𝑛𝑒0𝑙𝑠 (3.190)

或者

𝑃𝑠 = 𝑃𝑖𝑟
2
𝑒𝑛𝑒0ΔΩ𝑟𝑙𝑠 (3.191)
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若典型的低密度等离子体参数为：𝑛𝑒0 = 1020𝑚−3， 𝑙𝑠 = 1𝑐𝑚，ΔΩ𝑟 =

10−2𝑆𝑟，由此可得：
𝑃𝑠

𝑃𝑖

= 7.95× 10−14 (3.192)

那么，只有入射功率的∼ 10−13被散射收集光路接收，这是非常小的份额，

这是非相干散射的最大困难：即为了获得可测的散射信号，要求探测束的

功率要足够强，这就是一般都是使用脉冲激光器做非相干散射实验探针束

的主要原因。对于脉冲激光器做探针束，其能量为 𝐽𝑖 ，脉宽为 Δ𝑡𝑙 ，则

平均脉冲功率为 𝑃𝑖 ≡ 𝐽𝑖/Δ𝑡𝑙。收集光路探测的散射光子数与 𝐽𝑖 成正比，

而与散射光子同时被收集光路探测的背景（噪声）辐射是与脉宽 Δ𝑡𝑙 成

正比的。因此，一般要求探针束的能量大（ 𝐽𝑖 大），也要求其功率很大（

𝑃𝑖 ≡ 𝐽𝑖/Δ𝑡𝑙，Δ𝑡𝑙短）。

用散射光子数表示的散射功率为：

𝑁𝑠 =
𝐽𝑖
~𝜔𝑖

𝑟2𝑒𝑛𝑒0𝑙𝑠ΔΩ𝑟 (3.193)

若 𝑛𝑒0 = 1 × 1020𝑚−3 ，𝑙𝑠 = 1𝑐𝑚，ΔΩ𝑟 = 1 × 10−2𝑆𝑟，𝜆𝑖 = 0.6945𝜇𝑚，

𝐽𝑖 = 10焦耳，则散射光子数为 𝑁𝑠 = 2.78 × 106。而散射谱的 𝑒−1 全宽度

为：

Δ𝜆𝑖 = 4
𝑎

𝑐
𝜆𝑖 sin

𝜃𝑠
2

= 7.9× 10−3𝜆𝑖[�̊�] sin
𝜃𝑠
2
(𝑇𝑒[𝑒𝑉 ])1/2 [�̊�] (3.194)

对于红宝石激光器 𝜆𝑖 = 6945�̊�，𝜃𝑠 = 90∘，则

Δ𝜆𝑠 = 38.8
√︀

𝑇𝑒[𝑒𝑉 ] [�̊�] (3.195)

Δ𝑓𝑠 = − 𝑐Δ𝜆𝑠

𝜆2
𝑖 (1 +

Δ𝜆𝑠

𝜆𝑖

)

=
2.41× 1012

√︀
𝑇𝑒[𝑒𝑉 ]

1 + 5.59× 10−3
√︀

𝑇𝑒[𝑒𝑉 ]
[𝐻𝑧] (3.196)

若 𝑇𝑒 = 1𝑘𝑒𝑉 ，则 Δ𝜆𝑠 = 1227�̊�，每单位波长间隔的平均散射光子数为

2.3× 103，该信号是很弱的。

下面具体谈一下非相干散射实验中需要关注的几个问题。
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3.7.1 信噪比

散射实验中主要的噪声干扰源有：

1. 量子统计噪声

这是光子随机到达探测器所产生的噪声，大小为
√
𝑁𝑠

2. 等离子体本底辐射噪声

等离子体本底辐射光子数 𝑁𝑝

3. 探测器及其后的电子学噪声

(a) 散射噪声

这是辐射与探测器相互作用时，光电子的产生和发射的随机性

造成的：

𝑖2𝑁 = 2𝑒𝐼0𝐵 (3.197)

其中 𝐼0 是有入射辐射时光阴极或探测器输出的平均光电流； 𝐵

是探测器的带宽。

(b) 热噪声

它是热激发的载流子所产生的噪声

𝑖2𝑁 =
4𝑘𝐵𝑇𝐵

𝑅
(3.198)

它是来之输出电阻 𝑅 的噪声。至于阴极表面（或光电探测器）

的热噪声，可归结为散粒噪声中，即在光电流中加上一暗电流

项，即：

𝑖2𝑁 = 2𝑒(𝑖0 + 𝐼𝑑)𝐵 (3.199)

(c) 电子学噪声

4. 周围环境的热辐射噪声

由于在室温下环境热辐射的功率主要在 𝜆 > 1𝜇𝑚 的波段，对于

𝜆𝑖 < 1𝜇𝑚的散射实验，这类噪声可忽略。
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在散射实验中，通常都是使用低噪声的探测器和电子学系统，则探测

器及其后的电子学系统的热噪声及其它电子学噪声都可忽略。这样，散射

实验中的主要噪声源是：量子统计噪声（包括探测器的散粒噪声）和等离

子体本底辐射。然而，在实际的散射实验中，等离子体本底辐射光子是可

以通过有、无激光脉冲的两次车辆而加以扣除的。如图所示，设𝑛𝑠，𝑛𝑝分

别为散射辐射和等离子体本地敷设在探测器所产生的光电子数，则在有激

光脉冲时，探测器输出的广电子数为 𝑛𝑠 + 𝑛𝑝，而在无激光脉冲时，探测器

输出的光电子数为 𝑛𝑝 ，两次测量的光电子数相减，就可得到散射光子数

𝑛𝑠的测量值。然而，这两次测量的量子统计噪声是不能扣除的，其总的量

子噪声是
√︀

𝑛𝑠 + 2𝑛𝑝，其中 𝑛𝑝 前的因子2是考虑了在扣除等离子体本底辐

射的两次测量中都包含了本底辐射涨落之间而引入的，故散射测量的信噪

比为：

𝑆

𝑁
≡ 𝑛𝑠√︀

𝑛𝑠 + 2𝑛𝑝

(3.200)

若在散射测量中是采用偏振测量，由于等离子体辐射是自然光，这时信噪

比变为：

𝑆

𝑁
≡ 𝑛𝑠

𝑛𝑠 + 𝑛𝑝

=

⎧⎨⎩
√
𝑛𝑠 当𝑛𝑠 ≫ 𝑛𝑝时

𝑛𝑠/
√
𝑛𝑝 当𝑛𝑠 ≪ 𝑛𝑝时

(3.201)

现在，我们进一步分析它与那些因素有关。典型的非相干散射的实验安排

如图所示。散射光经集光透镜组聚焦自成像在光谱仪的入射狭缝上，狭缝

的宽高分别为𝑤、ℎ。然后经过光栅分光后，在出射狭缝上分成𝑀个谱道，

最后通过各道探测器探测和记录。设整个手机光路和分光系统的传输效率

为 𝑇 (𝜆)，探测器的量子效率为𝜂(𝜆)，手机光路的接收立体角为 ΔΩ𝑟 ，各

谱道测量的散射光波波长为 𝜆𝑠𝑗 ±
1

2
Δ𝜆𝑠𝑗 (𝑗 = 1, 2, ...,𝑀)，则各谱道收集
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的散射光子数为：

𝑁𝑠𝑗 =
𝐽𝑖
ℎ𝑓𝑖

𝑟2𝑒𝑛𝑒0𝑙𝑠
𝑐

√
𝜋 × 2𝑎𝜆𝑖 sin

𝜃𝑠
2

exp

⎧⎪⎨⎪⎩−
𝑐2𝜆2

𝑗

4𝑎2𝜆2
𝑖 sin

2 𝜃𝑠
2

⎫⎪⎬⎪⎭ΔΩ𝑟Δ𝜆𝑠𝑇𝑗

=𝑐𝑠𝑗𝐽𝑗𝑛𝑒0𝑙𝑠ΔΩ𝑟𝑇𝑗Δ𝜆𝑗 (3.202)

𝑐𝑠𝑗 =
𝑟2𝑒
ℎ𝑓𝑖

𝑐

2
√
𝜋 × 𝑎𝜆𝑖 sin

𝜃𝑠
2

exp

⎧⎪⎨⎪⎩−
𝑐2𝜆2

𝑗

4𝑎2𝜆2
𝑖 sin

2 𝜃𝑠
2

⎫⎪⎬⎪⎭ (3.203)

则各探测道输出的光电子数为：

𝑛𝑠𝑗 = 𝑐𝑠𝑗𝐽𝑖𝑛𝑒0𝑙𝑠ΔΩ𝑟𝑇𝑗𝜂𝑗Δ𝜆𝑗 = 𝑁𝑠𝑗𝜂𝑗 (3.204)

等离子体辐射：包括轫致辐射，复合辐射和线辐射，为简单记，这里只考

虑轫致辐射，忽略复合辐射和线辐射，即这里只考虑本地辐射的下限，由

此得到的信噪比是实际信噪比的上限。

轫致辐射的体辐射率为：

𝑗(𝜔) = 8.0× 10−55 𝑛2
𝑒𝑍𝑒𝑓𝑓√︀
𝑇𝑒[𝑒𝑉 ]

exp

(︂
−~𝜔
𝑇𝑒

)︂
[𝑤 ·𝑚−3 · 𝑆𝑟−1 · 𝑠] (3.205)

用辐射波长表示，则体辐射率为：

𝑗(𝜆𝑠) =𝑗(𝜔𝑠)

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝜔𝑠

𝑑𝜆𝑠

⃒⃒⃒⃒
= 𝑗(𝜔𝑠)

2𝜋𝑐

𝜆2
𝑠

=1.5× 10−35 𝑍𝑒𝑓𝑓𝑛
2
𝑒[𝑚

−3]

𝜆2
𝑠[�̊�]

√︀
𝑇𝑒[𝑒𝑉 ]

exp

[︂
− 1235

𝜆𝑠[�̊�]𝑇𝑒[𝑒𝑉 ]

]︂
[𝑤 ·𝑚−3 · 𝑆𝑟−1 · �̊�−1]

(3.206)

到达各道探测器的轫致辐射光子数为弦积分，它可表示为：

𝑁𝑝𝑗 =

∫︁ 𝐿

0

𝑑𝑟
𝑗(𝜆𝑠𝑗)

ℎ 𝑓𝑠𝑗
𝑙𝑠𝑑ΔΩ𝑟𝑇𝑗Δ𝜆𝑠𝑗Δ𝑡𝑔 (3.207)

其中 𝑙𝛼为光谱仪入射狭缝在散射体积中的象（宽高分别为𝑤、ℎ），Δ𝑡𝑔 为

测量的开门时间（一般Δ𝑡𝑔 ≥ Δ𝑡𝑙以保证Δ𝑡𝑙落在测量时间Δ𝑡𝑔内）。𝑗(𝜆𝑠𝑗)
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表达式中的指数项，当 𝑇𝑒 > 10𝑒𝑉 ，𝜆𝑠 ≃ 7000�̊�时是可忽略的，在这里我

们忽略指数项因子。此外假定电子密度、温度分布分别为：

𝑛𝑒(𝑟) = 𝑛𝑒0

[︂
1−

(︁𝑟
𝑎

)︁2]︂
, 𝑇𝑒(𝑟) = 𝑇𝑒0

[︂
1−

(︁𝑟
𝑎

)︁2]︂
(3.208)

完成对上式的积分后，可得中心弦线上的本底辐射的光子数表达式为：

𝑁𝑝𝑗 = 5.0× 10−21𝑍𝑒𝑓𝑓𝑛
2
𝑒0(𝑇𝑒0[𝑒𝑉 ])−1/2𝐿 𝑑 𝑙𝑠ΔΩ𝑟𝑇𝑗

Δ𝜆𝑗

𝜆𝑠𝑗

Δ𝑡𝑔 (3.209)

其中𝐿 ≡ 2𝑎，ΔΩ𝑟为平均接收立体角。上式中除了𝑇𝑒0[𝑒𝑉 ]、𝜆𝑠𝑗[�̊�]和Δ𝜆[�̊�]外，

其它均为常用单位制。探测器输出的总电子数为：

𝑛𝑝𝑗 = 𝑐𝑝𝑗𝑛
2
𝑒0𝐿𝑙𝑠𝑑ΔΩ𝑟Δ𝑡𝑔𝑇𝑗𝜂𝑗Δ𝜆𝑗 (3.210)

其中：

𝑐𝑝𝑗 ≡ 5.0× 10−21 𝑍𝑒𝑓𝑓√︀
𝑇𝑒[𝑒𝑉 ]

1

𝜆𝑖, 𝑗
(3.211)

为了使 𝑛𝑝𝑗 尽可能小，一般要求 𝑑与探针束在散射体积中的直径相当，故

可调整光谱仪狭缝的高度使其在散射体积中的象等于束直径，故 𝑑取束在

散射体积中心的直径。此外，光谱仪的集光本领定义为：

𝐸 ≡ 𝑤ℎ
𝐴𝐺

𝑓 2
= 𝑙𝑠𝑑ΔΩ𝑟 (3.212)

其中 𝐴𝐺 为光栅面积，𝑓 为光谱仪聚焦透镜的焦距，则 𝑛𝑠𝑗 和 𝑛𝑒𝑗可表示

为：

𝑛𝑠𝑗 ≡ 𝐽𝑖𝑛𝑒0
𝐸

𝑑
(𝑐𝑠𝑗𝑇𝑗𝜂𝑗Δ𝜆𝑗) (3.213)

𝑛𝑝𝑗 ≡ 𝐿𝐸Δ𝑡𝑔𝑛
2
𝑒0(𝑐𝑠𝑗𝑇𝑗𝜂𝑗Δ𝜆𝑗) (3.214)

𝑆

𝑁
=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
√
𝑛𝑠𝑗 =

[︂
𝐽𝑖𝑛𝑒0

𝐸

𝑑
(𝑐𝑠𝑗𝑇𝑗𝜂𝑗Δ𝜆𝑗)

]︂1/2
𝑛𝑠𝑗 ≫ 𝑛𝑝𝑗

𝑛𝑠𝑗/
√
𝑛𝑝𝑗 =

𝐽𝑖𝑐𝑠𝑗(𝐸𝑇𝑗𝜂𝑗Δ𝜆𝑗)
1/2

𝑑
√︀
𝐿 𝑐𝑝𝑗Δ𝑡𝑔

𝑛𝑠𝑗 ≪ 𝑛𝑝𝑗

(3.215)

有上述表达式，我们可得到如下的结论：
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1. 𝑛𝑠𝑗 ∝ 𝐽𝑖𝑛𝑒0或者当 𝑛𝑠𝑗 ≫ 𝑛𝑝𝑗 时，𝑆/𝑁 ∝ (𝐽𝑖𝑛𝑒0)
1/2；当 𝑛𝑠𝑗 ≪ 𝑛𝑝𝑗 时，

𝑆/𝑁 ∝ 𝐽𝑖

由此可见，对于给定的等离子体 𝑛𝑒0，散射信号与 𝐽𝑖成正比，为了使

散射信号足够大，要求激光脉冲有足够大的能量。对于托卡马克等离

子体， 𝑛𝑒0 = (1019 ∼ 1020)𝑚−3，一般要求 𝐽𝑖 = 4 ∼ 10𝐽。当 𝑛𝑒0 较

低时，对 𝐽𝑖的要求还要大。

2. 当 𝑛𝑠𝑗 ≪ 𝑛𝑝𝑗 时（远离入射波长的探测道）：𝑆/𝑁 ∝ 𝐽𝑖/
√︀
Δ𝑡𝑔

由此可见，为了使散射信号具有足够大的信噪比，要求测量的门宽度

越窄越好，相应地也要求 Δ𝑡𝑔越窄越好。但是 Δ𝑡𝑔 越窄，获得相同的

𝐽𝑖 越困难，一般 Δ𝑡𝑔 = 10 ∼ 50𝑛𝑠技术上比较成熟，这相应的探针束

平均功率约为 100𝑀𝑊。

3. 𝑆/𝑁 ∝ 𝑑−1/2（当𝑛𝑠𝑗 ≫ 𝑛𝑝𝑗时）或者𝑑−1（当 𝑛𝑠𝑗 ≪ 𝑛𝑝𝑗 时）

由此可见，在散射体积内探针束的直径越小越好，但光束的最小焦

斑受衍射的限制，即束的发射角的限制。一般要求束的发散角𝜃𝑑越小

越好，一般最小的发散角在𝑚𝑟𝑎𝑑量级。而且 𝑑也与激光棒的大小有

关，它又与 𝐽𝑖有关，当 𝐽𝑖大时，d也相应地要大些（当 𝜃𝑑给定时）。

4. 𝑆/𝑁 ∝ (𝐸𝑇𝜂)1/2

由此可见，为了使散射信号的信噪比足够大，要求光谱仪的聚光本领

𝐸，聚光系统的传输效率 𝑇 和探测器的量子效率 𝜂越大越好。

3.7.2 散射系统的相对标定和𝑇𝑒的测定

由前述知各散射谱道的光电子数表达式为：

𝑛𝑠𝑗 = 𝐽𝑖𝑛𝑒0𝑙𝑠ΔΩ𝑟𝑐𝑠𝑗𝑇𝑗𝜂𝑗𝐺𝑗Δ𝜆𝑗 (𝐺𝑗为探测器增益) (3.216)



N
ot
Fo
r
D
is
tr
ib
ut
io
n52 第三章 电磁波散射

其中

𝑐𝑠𝑗 =
𝑟2𝑒
ℎ 𝑓𝑖

𝑐

2
√
𝑝𝑖𝑎𝜆𝑖 sin

𝜃𝑠
2

exp

⎧⎪⎨⎪⎩−
𝑐2𝜆2

𝑗

4𝑎2𝜆2
𝑖 sin

2 𝜃𝑠
2

⎫⎪⎬⎪⎭ (3.217)

或者

𝑐𝑠𝑗 =
𝑟2𝑒
ℎ 𝑓𝑖

𝑐

2
√
𝑝𝑖𝑎𝜆𝑖 sin

𝜃𝑠
2

⎛⎜⎝1− 2.5
𝜆𝑗

𝜆𝑖

+
𝑐2𝜆3

𝑗

4𝑎2𝜆3
𝑖 sin

2 𝜃𝑠
2

⎞⎟⎠ exp

⎧⎪⎨⎪⎩−
𝑐2𝜆2

𝑗

4𝑎2𝜆2
𝑖 sin

2 𝜃𝑠
2

⎫⎪⎬⎪⎭
(3.218)

这是因为(𝑇𝜂𝐺Δ𝑡)𝑗是与散射谱的测量仪器有关的因子，它在不同的探测道

中的数值是不同的，令：

𝑅𝑗 ≡ 𝑇𝑗𝜂𝑗𝐺𝑗𝛿𝜆𝑗 (3.219)

为各探测道的相对测量灵敏度。因 𝑛𝑠𝑗 表达式中其它因子（如 𝐽𝑖、𝑛𝑒0、

𝑙𝑠和ΔΩ𝑟）均为常数，因此只要测量了各探测道的相对灵敏度𝑅𝑗，再用于

对探测器的光电子数进行修正，就可获得精确的散射谱分布：

𝑛𝑠𝑗

𝑅𝑗

= 𝐽𝑖𝑛𝑒0𝑙𝑠ΔΩ𝑟𝑐𝑠𝑗 ∝ 𝑐𝑠𝑗 (3.220)

一般是利用标准光源（如钨带灯）进行系统的相对标定：

𝑛𝑤𝑗 =
𝑃𝑤𝑗

ℎ 𝑓𝑗
Δ𝑡𝑔𝑅𝑗 (3.221)

其中标准光源的功率𝑃𝑤𝑗 = 𝑃𝑤(𝜆𝑗)是已知的，则：

𝑅𝑗 =
𝑛𝑤𝑗

𝑃𝑤𝑗

ℎ 𝑓𝑗
Δ𝑡𝑔

(3.222)

那么可以有：

𝑛𝑠𝑗

𝑅𝑗

=
𝐽𝑖𝑛𝑒0𝑙𝑠ΔΩ𝑟𝑟

2
𝑒

2
√
𝜋𝑎ℎ sin

𝜃𝑠
2

⎛⎜⎝1− 2.5
𝜆𝑗

𝜆𝑖

+
𝑐2𝜆3

𝑗

4𝑎2𝜆3
𝑖 sin

2 𝜃𝑠
2

⎞⎟⎠ exp

⎧⎪⎨⎪⎩−
𝑐2𝜆2

𝑗

4𝑎2𝜆2
𝑖 sin

2 𝜃𝑠
2

⎫⎪⎬⎪⎭
(3.223)
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进行相对论修正后的：

𝑆𝑗 ≡
𝑗𝑖𝑛𝑒0𝑙𝑟ΔΩ𝑟𝑐𝑠𝑗⎛⎜⎝1− 2.5
𝜆𝑗

𝜆𝑖

+
𝑐2𝜆3

𝑗

4𝑎2𝜆3
𝑖 sin

2 𝜃𝑠
2

⎞⎟⎠
=

𝐽𝑖𝑛𝑒0𝑙𝑠ΔΩ𝑟𝑟
2
𝑒

2
√
𝜋𝑎ℎ sin

𝜃𝑠
2

exp

⎧⎪⎨⎪⎩−
𝑐2𝜆2

𝑗

4𝑎2𝜆2
𝑖 sin

2 𝜃𝑠
2

⎫⎪⎬⎪⎭
(3.224)

从 ln𝑆𝑗 ∼ 𝜆2
𝑗曲线的直线拟合斜率可以测量电子温度 𝑇𝑒。此外，将直

线外推到 𝜆𝑗 = 0处（即 𝜆𝑠 = 𝜆𝑖），从而得到；

𝑆0 ≡
𝐽𝑖𝑙𝑠ΔΩ𝑟𝑟

2
𝑒

2
√
𝜋𝑎ℎ sin

𝜃𝑠
2

𝑛𝑒0 (3.225)

3.7.3 散射功率的绝对标定和𝑛𝑒0的测定

常用的绝对标定方法是利用气体分子的瑞利散射，该标定可在原位置

进行，可提高标定精度。

瑞利散射的散射中心是气体分子，其散射频率与入射频率相同，但改

变了传播方向，散射波是线偏振的，其散射截面与气体折射率有关，当入

射波电矢量垂直于散射平面时，其散射截面为：

𝜎𝑅 =
4𝜋2(𝜇− 1)2

𝑛2
𝑅0
𝜆4
0

(3.226)

𝑛𝑅0是标准状态下气体分子密度。瑞利散射光电子数为：

𝑛𝑅
𝑠 =

𝐽𝑖𝜎𝑅𝑛𝑅𝑙𝑠ΔΩ𝑟

ℎ 𝑓𝑖
𝑇0𝜂0 (𝑛𝑅是气体分子密度) (3.227)

汤姆逊散射中心道的散射光子数为：

𝑛𝑇
𝑠0 =

𝐽𝑖𝑟
2
𝑒𝑛𝑒0𝑙𝑠ΔΩ𝑟

2
√
𝜋𝑎ℎ sin

𝜃𝑠
2

𝑅0 (3.228)

两信号之比为：
𝑛𝑇
𝑠0

𝑛𝑅
𝑠

=
𝑛𝑒0

𝑛𝑅

· 𝑟
2
𝑒

𝜎𝑅

· Δ𝜆0

𝜆𝑖

· 𝑐

2
√
𝜋𝑎ℎ sin

𝜃𝑠
2

(3.229)
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3.7.4 应用

1. 磁约束等离子体

𝑛𝑒 = 1018 ∼ 1021𝑚−3，𝑇𝑒 ≥ 100𝑒𝑉

使用红宝石激光器发出激光作为探测束：𝜆 = 6943�̊�，Δ𝜃𝑑 < 1𝑚𝑟𝑎𝑑，

𝐽𝑖 = 5 ∼ 10𝐽，Δ𝑡𝑙 = 10 ∼ 50𝑛𝑠，使用光电倍增管和CCD象增强器。

使用铷玻璃激光器，倍频：𝜆𝑖 = 5300�̊�。

使用铷玻璃激光器，基频：𝜆𝑖 = 1.06𝜇𝑚。

使用Nd:YAG 背散射

2. 低温等离子提

𝑛𝑒 ≥ 5× 1015𝑚−3，𝑇𝑒 & 1𝑒𝑉。

钇铷石榴石(YAG)-倍频：𝜆𝑖 = 5300�̊�，𝐽𝑖 = 0.5𝐽，重复频率 10𝐻𝑧，

Δ𝑡𝑙 ≃ 10𝑛𝑠，多次重复测量结果：5000次。

光子技术方法探测1。

3. 空间等离子体

微博散射雷达，背散射，飞行时间确定散射位置

𝛼 = 1.0× 10−11𝜆𝑖[𝜇𝑚]

sin
𝜃𝑠
2

(︂
𝑛𝑒[𝑚

−3]

𝑇𝑒[𝑒𝑉 ]

)︂1/2

(3.230)

𝑃𝑠 =
1

4
𝑃𝑖𝑟

2
𝑒𝜆

2𝑙2𝑠 �̃�
2
𝑒 (3.231)

1Spectrochimica Acta Part B 57, 201∼241 (2002)
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4. 激光等离子体

𝑛𝑐 = 1.11× 1027(𝜆[𝜇𝑚])−2 𝑚−3 (3.232)

𝛼 = 1.0× 10−11𝜆𝑖[𝜇𝑚]

sin
𝜃𝑠
2

(︂
𝑛𝑒[𝑚

−3]

𝑇𝑒[𝑒𝑉 ]

)︂1/2

(3.233)

对于铷玻璃三倍频激光 𝑛𝑐 = 9× 1027𝑚−3

当用4倍频激光作为探针束时 𝜆𝑖 = 0.265𝜇𝑚 ，𝑛𝑒 = 1 × 1026𝑚−3，

𝑇𝑒 = 1𝑘𝑒𝑉，那么

𝛼 = 1.27 (3.234)

只有当 𝜆𝑖 = 10�̊�时，𝛼才达到 4.7× 10−3，形成非相干散射。

3.8 N相干散射实验中的若干问题

3.8.1 热相干散射

1. 谱的特征宽度和 𝛼选择

Δ𝜔𝑠 = 𝑘𝑏 =
𝑏

𝛼𝜆𝑑

=

√
2

𝛼

𝑏

𝑎
𝜔𝑝𝑒 (3.235)

Δ𝑓𝑠 = 0.296

√︀
𝑛𝑒0[𝑚−3]

𝛼

(︂
𝑇𝑖

𝐴𝑇𝑒

)︂1/2

(3.236)

2. 外差探测信噪比

3.8.2 超热相干散射

1. 探测波长的选择：

𝜆长，𝜃𝑠大，空间分辨就好，只要束直径相同，波数分辨也相同。
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2. 传播方向的测量–外差

设散射电场为 𝐸𝑠(𝑡)，噪声辐射电场为 𝐸𝑛(𝑡)，本振电场为 𝐸𝑙(𝑡) =

𝐸𝑙0 exp[𝑖𝜔𝑙𝑡]，且|𝐸𝑙| ≫ |𝐸𝑠|, |𝐸𝑛|，则它们各自在外差探测器上产生
的光电流分别为：

⟨𝑖𝑠⟩ =
𝑒𝜂

ℎ𝑓
𝐴𝑟𝑐𝜖0 ⟨𝐸*

𝑠 (𝑡)𝐸𝑠(𝑡)⟩ = 𝑒𝜎
⟨︀
|𝐸𝑠|2

⟩︀
(3.237)

⟨𝑖𝑛⟩ = 𝑒𝜎
⟨︀
|𝐸𝑛|2

⟩︀
(3.238)

⟨𝑖𝑙⟩ = 𝑒𝜎
⟨︀
|𝐸𝑠|2

⟩︀
= 𝑒𝜎𝐸2

𝑙0 = 𝑖𝑙0 (3.239)

其中

𝜎 ≡ 𝜂

ℎ𝑓
𝑐𝜖0𝐴𝑟 (3.240)

当它们同时入射到探测器表面上时，其总电流为：

⟨𝑖⟩ = 𝑒𝜂

ℎ𝑓
𝐴𝑟𝑐𝜖0 ⟨𝐸*(𝑡)𝐸(𝑡)⟩ = 𝑒𝑤(1)(𝑡) (3.241)

其中 𝑤(1)(𝑡) ≡ 𝜎 ⟨𝐸*(𝑡)𝐸(𝑡)⟩为单位时间发射光电子的数目，𝐸(𝑡) =

𝐸𝑙 + 𝐸𝑠 + 𝐸𝑛。

其自相关函数为：

𝑐(𝜏) = ⟨𝑖(𝑡)𝑖(𝑡+ 𝜏)⟩ = 𝑒2𝛿(𝜏)
⟨︀
𝑤(1)(𝑡)

⟩︀
+ 𝑒2

⟨︀
𝑤(1)(𝑡)𝑤(1)(𝑡+ 𝜏)

⟩︀
(3.242)

第一项是在 𝑡和 𝑡+ 𝜏 时刻发射的光电子是相同的，即 𝛿(𝜏)𝑤(1)(𝑡)；

第二项是在 𝑡和 𝑡 + 𝜏 时刻发射的光电子是不同的，即 𝑤(1)(𝑡)𝑤(1)(𝑡 +

𝜏) = 𝑤(2)(𝑡, 𝑡+ 𝜏)

将 𝑖𝑙0，⟨𝑖𝑠⟩和 ⟨𝑖𝑛⟩表达式带入，得到：

𝑐(𝜏) = 𝑒 𝑖𝑙0𝛿(𝜏) + 2𝑖𝑙0 ⟨𝑖𝑠⟩+ 2𝑖𝑙0 ⟨𝑖𝑛⟩+ 𝑖2𝑙0

+ 𝑖𝑙0𝑒𝜎 ⟨𝐸*
𝑠 (𝑡)𝐸𝑠(𝑡+ 𝜏)⟩ 𝑒−𝑖𝜔𝑙𝜏 + 𝑖𝑙0𝑒𝜎 ⟨𝐸*

𝑠 (𝑡)𝐸𝑠(𝑡+ 𝜏)⟩ 𝑒𝑖𝜔𝑙𝜏

+ 𝑖𝑙0𝑒𝜎 ⟨𝐸*
𝑛(𝑡)𝐸𝑛(𝑡+ 𝜏)⟩ 𝑒−𝑖𝜔𝑙𝜏 + 𝑖𝑙0𝑒𝜎 ⟨𝐸*

𝑛(𝑡)𝐸𝑛(𝑡+ 𝜏)⟩ 𝑒𝑖𝜔𝑙𝜏

(3.243)
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取 𝑐(𝜏)的傅里叶变换为：

𝑃 (𝑓𝑠) =

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜏𝑐(𝜏)𝑒𝑖𝜔𝑠𝜏 (3.244)

由上式可得：

𝑃 (𝑓𝑠) = 𝑒 𝑖𝑙0 + 2𝜋𝛿(𝑓𝑠)𝑖
2
𝑙0 + 2𝜋𝛿(𝑓𝑠)× 2𝑖𝑙0(⟨𝑖𝑠⟩+ ⟨𝑖𝑛⟩)

+ 𝑖𝑙0𝑒𝜎

∫︁
𝑑𝜏
{︀
⟨𝐸*

𝑠 (𝑡)𝐸𝑠(𝑡+ 𝜏)⟩ 𝑒𝑖(𝜔𝑠−𝜔𝑙)𝜏 + ⟨𝐸*
𝑠 (𝑡)𝐸𝑠(𝑡+ 𝜏)⟩ 𝑒𝑖(𝜔𝑠+𝜔𝑙)𝜏

}︀
+ 𝑖𝑙0𝑒𝜎

∫︁
𝑑𝜏
{︀
⟨𝐸*

𝑛(𝑡)𝐸𝑛(𝑡+ 𝜏)⟩ 𝑒𝑖(𝜔𝑠−𝜔𝑙)𝜏 + ⟨𝐸*
𝑛(𝑡)𝐸𝑛(𝑡+ 𝜏)⟩ 𝑒𝑖(𝜔𝑠+𝜔𝑙)𝜏

}︀
(3.245)

又因为：

𝑒𝜎

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜏 ⟨𝐸*

𝑠 (𝑡)𝐸𝑠(𝑡+ 𝜏)⟩ 𝑒𝑖(𝜔𝑠−𝜔𝑙)𝜏

=
𝑒𝜂

ℎ𝑓𝑠
𝑐𝜖0𝐴𝑟

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜏 ⟨𝐸*

𝑠 (𝑡)𝐸𝑠(𝑡+ 𝜏)⟩ 𝑒𝑖(𝜔𝑠−𝜔𝑙)𝜏

=
𝑒𝜂

ℎ𝑓𝑠
𝑃𝛼(𝑓𝑠 − 𝑓𝑙) 𝛼 = 𝑠, 𝑛 (3.246)

那么有：

𝑃 (𝑓𝑠) = 𝑒 𝑖𝑙0 + 2𝜋𝛿(𝑓𝑠)
{︀
𝑖2𝑙0 + 2𝑖𝑙0 ⟨𝑖𝑠⟩+ 2𝑖𝑙0 ⟨𝑖𝑛⟩

}︀
+ 𝑖𝑙0

𝑒𝜂

ℎ𝑓𝑠
[𝑃𝑠(𝑓𝑠 − 𝑓𝑙) + 𝑃𝑠(𝑓𝑠 + 𝑓𝑙)]

+ 𝑖𝑙0
𝑒𝜂

ℎ𝑓𝑠
[𝑃𝑛(𝑓𝑠 − 𝑓𝑙) + 𝑃𝑛(𝑓𝑠 + 𝑓𝑙)] (3.247)

上式中各项的物理意义：

第一项： 𝑒𝑖𝑙0，它是外差探测器产生的散粒噪声功率谱，它是白噪声，与

频率无关；
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第二项： 2𝜋𝛿(𝑓𝑠)𝑖
2
𝑙0，为本振源在外差探测器上产生的直流电流的贡献，

它只有当𝑓𝑠 = 0时，才不为零；

第三项： 𝑖𝑙0
𝑒𝜂

ℎ𝑓𝑠
𝑃𝑠(𝑓𝑠 − 𝑓𝑙)，是散射信号与本振源混频后所产生的功率谱，

它是相对于𝑓𝑙 频移了的谱；

第四项： 𝑖𝑙0
𝑒𝜂

ℎ𝑓𝑠
𝑃𝑛(𝑓𝑠 − 𝑓𝑙)，是混频后的噪声辐射的功率谱。

由此可见：外差探测器所得到的中频信号功率与所测信号功率成正

比，而且当本振源是相干的单色电磁波，且没有相位涨落时，其输出

的中频功率谱是待测信号的功率谱的重现，所不同的只是有一固定频

移 𝑓𝑠 − 𝑓𝑙。

外差探测器的输出端的信噪比为：

𝑆

𝑁
=

𝑖𝑙0
𝑒𝜂

ℎ𝑓𝑠
𝑃𝑠(𝑓𝑠 − 𝑓𝑙)

𝑒𝑖𝑙0 + 𝑖𝑙0
𝑒𝜂

ℎ𝑓𝑠
𝑃𝑛(𝑓𝑠 − 𝑓𝑙)

=
𝑃𝑠(𝑓𝑠 − 𝑓𝑙)

ℎ𝑓𝑠
𝜂

+ 𝑃𝑛(𝑓𝑠 − 𝑓𝑙)

(3.248)

由此可见：当没有噪声辐射时，为了使外差探测器输出的中频信号的

信噪比为1，所需要的最小信号功率为
ℎ𝑓𝑠
𝜂
，它就是外差探测器的等效

噪声功率NEP(Noise Equivalent Power)，它是由探测器的量子效率 𝜂

决定的：

𝑠 ≡ 𝑆

𝑁
≡ 𝑃𝑠(𝑓𝑠 − 𝑓𝑙)

𝑁𝐸𝑃 + 𝑃𝑛(𝑓𝑠 − 𝑓𝑙)
(3.249)

定义为外差探测器输出端的信噪比。
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