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牛顿在《自然哲学的数学原理》一书中，提出了动力学的基本原理

如下：

第一定律：每个物体将保持静止或匀速直线运动，除非有外力改变其运动状

态。

第二定律：运动状态（动量）的改变，正比于所加外力的大小，并发生在所

加外力的直线方向上。

𝑑 Ԧ𝑝

𝑑𝑡
= Ԧ𝐹

第三定律：反作用与作用大小相等、方向相反；两个物体之间的相互作用永

远相等、方向相反。
Ԧ𝐹𝐴𝐵 = − Ԧ𝐹𝐵𝐴

§1. 牛顿三大定律
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• 牛顿第一定律又叫作惯性定律 (Galileo’s law of inertia)，首先由伽利略提出，
它澄清了外界影响是改变物体运动状态的原因而非维持物体运动状态的原因

• 亚里士多德：不推不动 —— 没有合理分离研究对象

• 伽利略通过研究斜面运动提出，如果不受阻力的影响，即不考虑改变运
动的特殊情况，物体将永远保持水平的匀速直线运动

a. 牛顿第一定律
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• 惯性的本质：

• 牛顿指出，惯性是物质的抵抗能力，即由物质构成的物体具有保持其静
止或匀速直线运动状态的趋势，可以通过(惯性)质量来度量

• 另一方面，伽利略相对性表明，物体的惯性与参考系的选择有关，惯性
定律仅在惯性参考系成立，换句话说，惯性定律操作性的定义了惯性参
考系

• 伽利略的实验实际上表明，对于地表附近的小范围运动而言，地球是个
近似的惯性参考系

• 在研究天体运动中，可以以远处恒星作为惯性参考系。随着测量精度的
提高，我们可以采用不同的参考系作为惯性系。然而，现代物理观测表
明，我们的宇宙并不是均匀且各向同性的时空 —— 换句话说，真正的惯
性系并不存在
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• 牛顿用动量 Ԧ𝑝 = 𝑚 Ԧ𝑣来度量物体的运动状态，其中 Ԧ𝑣是物体的速度，𝑚是物体
的质量

• 质量(mass)是物体的内禀属性，与物体的机械运动状态无关

• 牛顿将质量定义为物质含量的多少，并表示为体积乘以密度。然而密度
在测量上定义为单位体积的质量。因此，这是一个循环定义

• 牛顿的描述仅表明：质量是物体的内禀属性，与物体的机械运动状态无
关

• 另外一个隐含的条件是，质量是可以相加，也就是说，由多个物体组成
的物体的质量等于其组分质量之和。这一点有时候又被称为牛顿第零定
律、拉瓦锡质量守恒定律（1777年）

• 质量可以通过牛顿第二定律操作性的定义与测量，在相同的力的作用下

b. 牛顿第二定律
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通过测量不同物体的加速度，可以得到其质量的比值：
𝑎1

𝑎2
=

𝑚2

𝑚1

2018年以前，质量的绝对值可以通过与国际千克原器比较获得；2018年以
后，质量的绝对值改为通过光子的能量比较来定义

• 质量的现代定义来自于时间、空间平移不变性，它是体系的静止能量。
亚原子粒子的质量可以通过测量体系的能量(量能器)和动量(磁谱仪)得到

• 质量的起源：希格斯机制(对称性的自发破缺)、强相互作用、引力质量等，
仍然存在很多未解之谜
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• 力 (force)：牛顿第一定律将改变物体运动状态的外因抽象为力，牛顿第二

定律则定量给出了外力与运动状态改变的关系

• 力是某个主体能力的效能，而非实施的主体，尽管人们常常用力来代指

实施主体。力也不是造成改变的原因，仅仅刻画实施主体的能力

• 在伽利略和牛顿之前，人们对于物体运动的起因多有揣测，例如，笛卡

尔认为以太的涡旋是造成天体做圆周运动的原因。牛顿将物体运动状态

的改变抽象为外力，不对背后隐藏的原因做进一步的假设 ——

Hypotheses non fingo。牛顿的定义可以定量测量、可以通过数学与逻辑

推演来预测物体的运动，这是牛顿、伽利略科学方法的集中体现

• 力的测量：牛顿第二定律
Ԧ𝐹 = 𝑚 Ԧ𝑎

有趣的是，牛顿第二定律同时定义了质量和力！虽然这在数学上是不可能

的事情，但在物理上的确可以操作性地实现
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• 力的性质：根据牛顿，力是一个矢量，满足矢量叠加原理

• 物体所受的力，等于其各个部分受力之矢量和

• 隔离分析法

• 微元法：一个物体所受到的力可能很复杂，与其形状等有关，但如果不

断分割物体为物质点，力的形式将会变得简单 → 还原论
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• 力与加速度的关系：

• 为什么不定义为 Ԧ𝐹 = 𝑚 Ԧ𝑣 或者 Ԧ𝐹 = 𝑚 ሶԦ𝑎?  与牛顿第一定律不符合

• 为什么不定义为 Ԧ𝐹 = 𝑚𝑎2 Ԧ𝑎 ? —— 完全可以，但是不好用，根据能量守

恒，这里所定义的力用起来不方便
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• 结合牛顿第二定律，可以从牛顿第三定律中得到：
𝑚1 Ԧ𝑣1 + 𝑚2 Ԧ𝑣2 = const.

即两体孤立体系动量不随时间改变，即动量守恒

• 对于多质点体系，可以分别考虑任意两个质点𝑖, 𝑗之间的相互作用力 Ԧ𝐹𝑖𝑗 =

− Ԧ𝐹𝑗𝑖。从而可以得到孤立体系的总动量守恒：

෍

𝑖

𝑚𝑖 Ԧ𝑣𝑖 = const.

因此，牛顿第三定律等价于动量守恒

c. 牛顿第三定律
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• 但是，如果质点之间存在三体乃至多体相互作用，例如核子之间存在的三体
核力，牛顿第三定律将会失效，而动量守恒仍然成立，因此动量守恒事更基
本的物理定律，它来自于时空对称性

• 类似地，有人把“物体之间的作用力沿着连接其的直线的方向”作为“牛顿第四

定律”。通过“牛顿第四定律”可以推导出角动量守恒。但是在很多情况下，例

如分子、原子之间的作用力中是不成立的，但角动量守恒仍然成立。因此角

动量守恒是更普遍的规律
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外力确定，如何确定质点运动状态的演化？

• 需要知道初始位置和初始速度 ——其他信息，如 ሶԦ𝑎 ？

• 牛顿决定论(Newtonian determinism)：只要确定了初始条件，体系的状态由
动力学方程唯一确定

𝑑

𝑑𝑡
Ԧ𝑟 𝑡 = Ԧ𝑣 𝑡 , 

𝑚
𝑑

𝑑𝑡
Ԧ𝑣 𝑡 = Ԧ𝐹, 

Ԧ𝑟 0 = Ԧ𝑟0, Ԧ𝑣 0 = Ԧ𝑣0

• 哲学引申：牛顿定律的完备性、自由意志是否存在、拉普拉斯妖 
(Laplace’s Demon)

d. 质点动力学
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• 柯西-利普希茨(Cauchy-Lipschitz)定理

对于一阶微分方程

𝑑

𝑑𝑡
𝑥 𝑡 = 𝑓(𝑥 𝑡 , 𝑡)

如果函数𝑓满足利普希茨条件(Lipschitz condition)，即，存在正实数𝜅，使

得对于任意𝑡, 𝑓 𝑥, 𝑡 −  𝑓 𝑦, 𝑡 ≤ 𝜅|𝑥 − 𝑦|，那么对于给定的初始条件，微

分方程的解局部存在且唯一

• 力仅为速度、位置和时间的函数，且满足利普希茨条件时，牛顿决定论

成立，质点的运动状态由位置 Ԧ𝑟和速度 Ԧ𝑣决定

• 反之，如果力不仅仅是速度、位置和时间的函数，或者不满足利普希茨

条件，运动方程的解不一定存在或唯一
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【例子】带电粒子运动时由于辐射产生的电磁阻尼力(阿布拉罕-洛伦兹力)

Ԧ𝐹 =
𝑞2

6𝜋𝜀0𝑐3
ሶԦ𝑎

联立运动方程会发现，带电粒子会发生非物理的自加速现象。

𝑣(𝑡)  =  𝑣0  +  𝑎0𝜏 (𝑒
𝑡
𝜏  −  1)

其中，𝜏 =
𝑞2

6𝜋 𝑚𝜀0𝑐3。此外，带电粒子还会发生预加速现象，即在外力发生改

变之前做出响应。假设外力依赖于时间𝑡，

𝑚(𝑎 − 𝜏 ሶ𝑎)  =  𝐹ext(𝑡)

这个一阶线性微分方程的解为，

𝑎(𝑡)  =
1

𝑚
න

𝑡

∞

𝐹ext 𝑡′ 𝑒−
𝑡′−𝑡

𝜏 𝑑𝑡′
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可见，𝑡时刻加速度取决于𝑡′ > 𝑡时刻的外力的形式
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【例子】诺顿的穹顶（Norton's dome）

考虑一个穹顶，满足参数方程𝑧 =
2

3 𝑟0
𝑟

3

2 , 𝑧 ∈ 0,
2

3
𝑟0 ，这里𝑟是穹顶的径向弧

长。初始时刻一个质点静止在穹顶的顶端𝑟 = 0处。可以验证下面解是运动方

程的解

𝑟 𝑡 = ൞

0,  0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0

𝑔2

144𝑟0
𝑡 − 𝑡0

4, 𝑡 ≥ 𝑡0

其中，𝑡0是任意一个大于等于0的实数。换句话说，运动方程的解不唯一，即

质点可以自发运动，并且自发运动的时间𝑡0无法从物理上得到，这与牛顿决定

论截然不符。
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• 问题的关键在于，上面的微分方程不满足利普希茨条件。因此，这个二阶微

分方程的解不具有唯一性。也就是说，初始位置和初始速度无法唯一确定质

点的动力学演化

• 实际上，我们可以进一步得到：ഺ𝑟(𝑡_0)  =  0，以及𝑟഻ (𝑡_0)  =
1

6
。换句话说，

质点的运动是由于速度的4阶导数在𝑡0时刻具有了非零的初始值

• 注意到，在质点运动过程中一直满足牛顿第二定律，以及牛顿第一定律。因

此，这个质点运动仍然是满足牛顿力学的。只不过，力不是引起质点运动的

原因，而是刻画质点运动状态改变的量。
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牛顿三大定律把改变物体运动的外因抽象为力，因此，动力学接下

来的任务便是寻找有关力的规律，这一任务一直延续到现代物理。

下面考虑物理中常见的几种力。

§2. 常见的力
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a. 宏观力

• 弹性力：当物体发生形变时，会产生弹性力。例如对于弹簧来说，弹性力𝑓

与弹簧的形变位移Δ𝑥成正比，
Ԧ𝑓 = −𝑘Δ Ԧ𝑥

两个固体接触时产生的支撑力也是弹性力的一种

• 压力：气体或液体对于其接触面会产生压力，压力的大小正比于接触面积，

方向垂直于接触面的法向向外，
Ԧ𝐹 = 𝑝𝑆𝑛

其中，单位面积上的压力𝑝叫做压强。气体或液体的压力起源于微观层面分子
的运动，如图所示。因此，压力是一种宏观的平均效应。当分子运

动速度增加时（比如提高温度），压力便会增大。
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一般而言，压强都是正的(排斥)。但是也存在负压力，一个有名的例子是爱因

斯坦的宇宙常数项(cosmological constant term)。在标准宇宙模型中，宇宙常

数项是暗能量的来源。一般认为宇宙常数项的起源是真空量子涨落，但这一

解释也存在很大的争议。

真空量子涨落

暗能量

暗物质

普通物质



• 阻力：又叫做湿摩擦。在流体（空气、液体等）中运动的物体会受到阻力的影

响。 阻力的大小与速度有关，也跟流体状态有关。实验研究表明，在物体运

动速度比较大时，阻力可以近似表示为，

Ԧ𝐹𝑑 = −
1

2
𝐶𝑑𝜌𝐴𝑣2 ො𝑣

其中，𝜌是流体密度，𝑣是物体相对流体的速度，𝐴是物体有效截面积，𝐶𝑑叫做阻

力系数。这个公式是牛顿先发现的，又叫做牛顿阻力公式。

另一方面，当物体运动速度比较慢时，阻力可以由斯托克斯公式近似描述为，

Ԧ𝐹𝑑  =  − 6𝜋𝜂𝑅 Ԧ𝑣

此处，𝜂为流体的粘滞系数，𝑅为物体的等效半径。

实际情况要远比这两种近似公式复杂。流体力学研究表明，阻力与一个无量纲

的数雷诺数𝑅𝑒 = 2𝑣𝑅/𝜂有关。从阻力的例子可以看出，对于宏观物体来说，其

受力一般是非常复杂的。
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图：光滑球在流体中的阻力系数𝐶𝑑作为雷诺系数𝑅𝑒 = 2𝑣𝑅/𝜂的函数。当雷诺数较低时，阻力系

数与雷诺数成反比，即阻力满足斯诺克斯公式。当雷诺数在 103 ∼ 105 时，阻力系数近似为常数，

即阻力满足牛顿阻力公式。在雷诺系数超过2 × 105时，阻力系数会突然下降，这一现象叫做阻
力危机，又叫做埃菲尔现象，在运动、航空等领域具有重要的应用。
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雷诺系数𝑅𝑒 = 2𝑣𝑅/𝜂

Ԧ𝐹𝑑 = −
1

2
𝐶𝑑𝜌𝐴𝑣2 ො𝑣



• 摩擦力：两个互相接触的固体表面之间阻止相对运动的力叫做干摩擦。干摩擦

的摩擦力与相对运动方向相反，大小近似遵循阿蒙顿-库伦定律(Amontons-

Coulomb law)，

൝
𝐹 ≤ 𝜇𝑠𝑁,  物体相对静止

𝐹 = 𝜇𝑘𝑁,  物体相对滑动

其中，𝑁为两个表面之间的支撑力。𝜇𝑠和𝜇𝑘分别叫做静摩擦系数和滑动摩擦系数，

一般而言，0.1 <  𝜇𝑘 ≲ 𝜇𝑠 < 1.0，但也不绝对。不同材料之间的摩擦系数可以

通过实验测量得到并列成摩擦系数表。

尽管摩擦现象很常见，其成因却很复杂。1950年，Bowden和Tabor给出了阿蒙

顿-库伦定律的一个微观的解释。Bowden和Tabor首先认为两个粗糙固体接触时，

其表面并未完全贴合，而仅仅是其表面的很多凹凸颗粒接触。因此，实际接触

面积𝑆𝑟远小于表观接触面积𝑆𝑎。
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这意味着，这些凹凸颗粒所承受的压力𝜎 =  𝑁/𝑆𝑟远大于物体表面的平均压力

𝑁/𝑆𝑎。因此，这些凹凸发生弹性形变。Bowden和Tabor假定压力𝜎 = 𝐻是个常数，

且由材料表面的硬度𝐻决定，因此接触面积正比于压力：

𝑆𝑟 = 𝑁/𝐻

这可以解释摩擦力正比于压力，而与(表观)接触面积𝑆𝑎无关。进一步，Bowden

和Tabor假定这些被压缩的凹凸颗粒“焊接”在一起形成一个个“接头”。为了破坏这

些接头、产生滑动，需要一个临界剪切应力𝜏𝑐。这样以来，总摩擦力，

𝑓 = 𝜏𝑐  𝑆𝑟  =
𝜏𝑐

𝐻
𝑁

因此，摩擦系数𝜇 = 𝜏𝑐/𝐻 。
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【例子】计算缠在柱子上的绳索的摩擦力，设绳索与圆柱之间的摩擦系数为𝜇，

绳子一端固定，张力为𝑇0。
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【例子】如图所示，电动扫把可以视为一个均匀的扁圆柱，质量为𝑀半径为𝑅，

它整体以𝜔的恒定角速度高速旋转。已知在不旋转的情况下扫把与地板的摩擦系

数为𝜇。求，现在 Ԧ𝑣的速度拖动旋转的扫把，其中𝑣 ≪ 𝜔𝑅。求此时扫把与地面的

总摩擦力 Ԧ𝑓。
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b. 基本相互作用

迄今为止，已知五种基本相互作用力：强相互作用力、弱相互作用力、电磁力、

希格斯相互作用力、引力。对于这些基本相互作用来说，所谓力的概念不再完

全成立，而需要推广。

• 电磁力：两个静止的点电荷之间的电磁力由库伦公式给出：

Ԧ𝐹Coul  =
1

4𝜋𝜀0

𝑞1𝑞2

𝑟2
Ƹ𝑟

当电荷发生运动时，电荷会产生磁场，因此电荷之间还有洛伦兹力的相互作

用。不难估计，点电荷之间的洛伦兹力为(海威塞特公式)，

Ԧ𝐹Hv =
𝜇0

4𝜋

𝑞1𝑞2

𝑟2
Ԧ𝑣1 × ( Ԧ𝑣2 × Ƹ𝑟)

比较海威塞特公式与库伦力可以发现,

𝐹Hv

𝐹Coul
∼

𝑣2

𝑐2
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因此，在非相对论极限下(𝑣 ≪ 𝑐)，点电荷之间的洛伦兹力远小于库伦力。但

注意，两个点电荷之间的完整的电磁力并非库伦力与海威塞特力简单相加，

还需要考虑库伦力的相对论修正。精确到𝑂
𝑣2

𝑐2 阶，两个点电荷之间的电磁

力由达尔文模型给出：

Ԧ𝐹𝐷 =
𝑞1𝑞2

4𝜋𝜀0𝑟2
1 −

Ԧ𝑣1 ⋅ Ԧ𝑣2

2𝑐2
−

3 Ƹ𝑟 ⋅ Ԧ𝑣1 Ƹ𝑟 ⋅ Ԧ𝑣2

2𝑐2
Ƹ𝑟 +

Ƹ𝑟 ⋅ Ԧ𝑣2

2𝑐2
Ԧ𝑣1 +

Ƹ𝑟 ⋅ Ԧ𝑣1

2𝑐2
Ԧ𝑣2

• 现代研究表明，电和磁是独立于普通物质的存在形式，叫做电场和磁场，

合称电磁场。带电粒子在电磁场中受到的力为，
Ԧ𝐹 = 𝑞(𝐸 + Ԧ𝑣 × 𝐵)

这个力叫做洛伦兹力，与两个带点质点之间的力相比，它是精确的。

• 万有引力：稍后介绍

29



• 强相互作用力：强相互作用描述夸克之间的相互作用，它的一个特点是夸克禁

闭，即强相互作用力不随着距离的增加而衰减。强子中的两个重夸克之间的相

互作用可以由康奈尔模型来描述，

Ԧ𝐹Cor = −
4𝛼𝑠

3𝑟2
Ƹ𝑟 − 𝜎 Ƹ𝑟

• 弱相互作用力：

Ԧ𝐹𝑤 = −
𝛼𝑤

𝑟2
1 + 𝑚𝑊𝑟 𝑒−𝑚𝑊𝑟 Ƹ𝑟

弱相互作用的力程较短∼ 𝑚𝑊
−1 ∼ 10−18m。

• 希格斯相互作用力：

Ԧ𝐹h = −
𝛼ℎ

𝑟2
1 + 𝑚ℎ𝑟 𝑒−𝑚ℎ𝑟 Ƹ𝑟

希格斯相互作用的力程也比较短∼ 𝑚ℎ
−1 ∼ 10−18m。希格斯力与基本粒子质量

的起源息息相关。
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c. 微观唯象力

原子、分子、核子等微观粒子并非基本粒子。它们之间的相互作用力原则上

可以由基本相互作用得到。一般来说直接计算这些力非常复杂，因此实践中

人们常常采用唯象模型来拟合这些力。例如，原子之间的莱纳-琼斯势、核

子之间的阿贡势等。
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d. 万有引力

根据牛顿定律，行星做椭圆运动，可以归结为力的作用，这个力，牛顿认为与

地面上的物体受到的重力是同样的，叫做万有引力。它是任何两个物体之间的

吸引力。力的大小与物体之间的距离平方成正比、每个物体的质量成正比，方

向沿着两个物体之间的连线，并指向另一个物体：

Ԧ𝐹12 = −
𝐺𝑚1𝑚2

𝑟12
2 Ƹ𝑟12

其中， Ԧ𝑟12 = Ԧ𝑟1 − Ԧ𝑟2， 𝑚1,2是物体的质量，𝐺是一个常数，叫做万有引力常数。

现代精确测量得到，𝐺 = 6.67430 15 × 10−11 m3 ⋅ kg−1 ⋅ s−2。

• 万有引力常数𝑮的测定：牛顿并未给出万有引力常数𝐺的数值，其测量需要非

常精密的实验方法，历史上，英国物理学家卡文迪什是第一个完成这一测量的

人。通过𝐺可以获得地球的质量，因此卡文迪什是第一个给地球称重的人。
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【例子】可以估计一下两个铅球之间的万有引力：取其距离

𝑟 = 5 cm，每个铅球质量m = 100 kg。

𝐹 =
𝐺𝑚2

𝑟2
∼ 10−4N ∼ 10 mg ×  9.8 m/s2

此力已经大于最小的砝码100 mg可以产生的重力10−3N。

【例子】通过𝐺来估计地球的质量及平均密度，并比较地球

平均密度与岩石密度。

𝜌𝐸 =
𝑀𝐸

4
3

𝜋𝑅𝐸
3

=
3𝑔

4𝜋𝐺𝑅𝐸
≈ 5.5 × 103 kg/m3

一般岩石的密度约为3 × 103 kg/m3 。这说明地球内部有密

度比较大的物质（地幔、地核等）。
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卡文迪什实验：如图所示，这个实验装置由一个六英尺（1.8米）长的木棒水

平悬挂在一根细线上，木棒的两端各有一个直径2英寸（51毫米），重1.61磅

（0.73千克）的小铅球。另外还有两个直径12英寸（300毫米），重348磅

（158千克）的大铅球，分别悬挂在另一根线上，可以移动到小铅球的远处或

者两侧，距离为8.85英寸（225毫米）。

34

1. 扭丝；2. 镜子；
3. 木棒，可绕中心旋转；
4. 望远镜；5. 标尺；

这个实验测量了小铅球和大铅球之间的微弱的引力，

这个力使得木棒稍微旋转了约0.16英寸（或者用更硬的

悬挂线时只有0.03英寸）。木棒的旋转角度可以通过两

端的游标刻度盘读出。大铅球可以移动到扭摆杆的另

一侧，使得木棒反向旋转。木棒旋转到一个角度时，

悬挂线的扭力和铅球之间的万有引力达到平衡。
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卡文迪许的实验原始方案来自地质学家约翰·米切尔，后者未来及完成这一实验便

去世了，后来实验装置和方案传给了亨利·卡文迪什，他重建了实验装置并做了进

一步改进。卡文迪什使用碳制的扭丝，其扭动弹性系数可以由振动实验测量得到。

他还在装置上悬挂了镜子，由此通过反射光束来放大扭丝的偏转。整个装置被放在

一个大箱子里，只留下观察和操作的空间，以减小空气流动对实验的影响。最终卡

文迪什测量得到𝐺 = 6.74 4 × 10−11 m3 ⋅ kg−1 ⋅ s−2 ，与现代值相差不到1%，这个

纪录一直保持了100多年。
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大铅球

小铅球

石英丝

镜子
激光束

激光

标尺

1. 万有引力将小铅球拉向大铅球，导致垂
直的石英丝扭曲。当石英丝的扭曲弹性力
与万有引力相平衡时，小铅球达到一个平
衡位置。

2. 一块镜子与石英丝相连，通过观察激光
束的偏折可以判断石英丝扭曲了多少度。
这套系统经过校正以后可以给出𝐺

现代版本的卡文迪什实验
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卡文迪什实验是物理学中最优美、最著名的实验之一。卡文迪什所使用的扭秤现在

仍然是现代化学精确测量的主要工具之一。卡文迪什是英国的一个贵族终身未婚，

以精确测量著名。他的知名工作包括测量空气成分、测量引力常数、测量库伦力等。

剑桥大学设有以其命名的卡文迪什实验室（由其族侄捐赠、麦克斯韦建立，出国30

多个诺贝尔奖得主）。科大在卡文迪什访问过的老师：鄢文标、陆朝阳。

目前万有引力常数𝐺最精确的测量仍来自于扭秤实验（华中科技大学引力中心，

2018年），不过万有引力常数𝐺也是所有基本物理常数中测量最不精确的一个。



等效原理：类比于库仑力，根据牛顿万有引力公式，质量是作为引力的“荷”。

那么一个问题是，作为引力的荷的质量（即引力质量）是否等于惯性质量？

牛顿假设引力质量等于惯性质量，这叫做等效原理，在广义相对论的建立中

起到了至关重要的作用，但人们后来意识到等效原理需要通过高精度的实验

进行检验。

根据等效原理，物体在引力作用下的加速度与其质量无关。特别地，在地球

表面的物体在重力的作用下的加速度与物体质量无关，这个值叫做重力加速

度。

实验检验：

• 比萨实验（“两个铁球同时落地”）

• 单摆实验：单摆周期与质量无关

• 厄特沃什实验：利用扭成验证引力质量与惯性质量相等，精度达到10-8，现

代厄特沃什实验经过改进之后精度可以达到10-14

38



壳层定理：牛顿万有引力定律是针对质点的。对于有限大小的物体所产生的

引力，则需要微元方法将物体分割，最后把所有的引力加起来，即积分。让

我们来计算一个质量为𝑀半径为𝑅的均匀球壳所产生的引力。为了方便，我们

将球的原点设在坐标原点，并令测试质点的质量为𝑚，其与球心的相对位置矢

量为 Ԧ𝑟。

如图所示，可以充分利用球对称性，将球壳划分为微元环带，其质量为

𝑑𝑀 = 𝜎2𝜋𝑅 sin 𝜃 𝑅𝑑𝜃

其中，𝜎 = 𝑀/(4𝜋𝑅2)是面密度。这个环带对于𝑟处的测试质点产生的引力方向

指向球心，因此我们只需要计算径向的分量。由于环带上所有质点与试探质

点的距离相同均为𝑠, 其引力合力为，

𝑑𝐹 =
𝐺𝑚 𝑑𝑀

𝑠2
cos𝜙 

其中，𝑠 = 𝑟2 + 𝑅2 + 2𝑟𝑅cos𝜃, cos𝜙 =
𝑟−𝑅 cos 𝜃

𝑠
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因此可以得到，

𝐹 = න𝑑𝐹 = න
0

𝜋

𝐺𝜎2𝜋𝑅2𝑚
(𝑟 − 𝑅 cos𝜃)sin𝜃𝑑𝜃

𝑟2 + 𝑅2 − 2𝑟𝑅 cos𝜃
3
2

 

可以做变量代换，另𝑠 = 𝑟2 + 𝑅2 − 2𝑟𝑅 cos 𝜃，易得𝑠𝑑𝑠 = 𝑟𝑅 sin 𝜃 𝑑𝜃，当

𝜃 = 0时𝑠 = 𝑟2 + 𝑅2 − 2𝑟𝑅 = |𝑟 − 𝑅|，注意这个绝对值号。当𝜃 = 𝜋时，𝑠 =

𝑟 + 𝑅。因此，

𝐹 =
1

2
𝐺𝑀𝑚 න

𝑟−𝑅

𝑟+𝑅 𝑟 −
1

2𝑟
𝑟2 + 𝑅2 − 𝑠2

𝑠3

𝑠

𝑟𝑅
𝑑𝑠

=
𝐺𝑀𝑚

2𝑅𝑟
2𝑅 − 𝑟 − 𝑅 + 𝑟 + 𝑅 Sgn 𝑟 − 𝑅

= ቐ
𝐺𝑀𝑚

𝑟2
,  𝑟 > 𝑅

0,  𝑟 < 𝑅
 = Θ 𝑟 − 𝑅

𝐺𝑀𝑚

𝑟2
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换句话说，在球壳内部，引力为零，在球壳外部球壳产生的引力等价于相当

质量的质点放置在球心时产生的引力。这个结论叫做壳层定理 (shell theorem)

。这是牛顿首先提出来的。

为什么球壳内的引力为零呢？这可以通过下图的几何关系来理解：

41

对于球壳内部的任意一点，相对的两片质量元产生的引力大小相等，方向相反。



【例子】求一个质量为𝑀，半径为𝑅的均匀实心球产生的引力场。

解：将实心球看成很多球壳的叠加，每个球壳的厚度为𝑑𝑟，因此其质量为

𝑑𝑀 = 4𝜋𝑟2𝜌𝑑𝑟，这里𝜌 =
𝑀

4/3𝜋𝑅3为实心球的体密度。根据壳层定理，以球心

为原点，该球壳对于𝑠处质量为𝑚的测试质点产生的引力为，

𝑑𝐹 = Θ 𝑠 − 𝑟
𝐺𝑚𝑑𝑀

𝑠2
= Θ 𝑠 − 𝑟

𝐺𝑀𝑚

𝑠2

3𝑟2𝑑𝑟

𝑅3

积分可以得到合力：

𝐹(𝑠) =
3𝐺𝑀𝑚

𝑅3𝑠2
න

0

𝑅

Θ 𝑠 − 𝑟 𝑟2𝑑𝑟

如果𝑠 > 𝑅，则

𝐹 𝑠 =
3𝐺𝑀𝑚

𝑅3𝑠2
න

0

𝑅

𝑟2𝑑𝑟 =
𝐺𝑀𝑚

𝑠2
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如果𝑠 < 𝑅，则

𝐹 𝑠 =
3𝐺𝑀𝑚

𝑅3𝑠2
න

0

𝑠

𝑟2𝑑𝑟 =
𝐺𝑀𝑚

𝑅2
𝑠

43



【例子】考虑一个球对称的星系质量为𝑀。距离星系中心𝑟处有一颗恒星围绕
星系中心做匀速圆周。求下面三种情况下其运动速度𝑣(𝑟):

a. 星系质量集中在星系中心（其他质量忽略不计）；

b. 星系质量均匀分布在半径为𝑅的暗物质晕内 (𝑅 > 𝑟, 其他质量忽略不计)；

解：

引力提供恒星做圆周运动的向心力，

𝐺𝑀 𝑟 𝑚

𝑟2
 =  𝑚

𝑣2

𝑟
 ⇒  𝑣(𝑟)  =

𝐺𝑀 𝑟

𝑟

其中，𝑀(𝑟)是半径为𝑟的球所包围的质量。

(a) 如果质量分布在星系中心，则𝑀(𝑟)  =  𝑀。因此， 𝑣(𝑟)  =
𝐺𝑀 𝑟

𝑟
 ，即随着

𝑟的增大下降。
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(b) 如果质量均匀分布在半径为𝑅的暗物质晕内，则𝑀 𝑟 =
𝑀

𝑅3 𝑟3，因此𝑣(𝑟)  =

𝐺𝑀

𝑅3 𝑟，即随着𝑟的增大而增大。

天文学家曾认为星系的质量主要集中在星系的核心。但上个世纪60年代天文
观测表随着𝑟的增大并不减小，并且这一现象在绝大多数星系中都存在。这使
得天文学家怀疑宇宙中存在尚未观测到的物质，称为暗物质。现代观测和研
究表明，宇宙中暗物质的质量远大于可见物质质量。当然另外一种可能是牛
顿万有引力公式在星系尺度上不再成立！人们提出所谓的修改引力(Modified 
Newtonian dynamics, MOND)也可以解释星系旋转曲线之谜。但是种种观测证
据表明，暗物质确实存在，而且在星系形成、宇宙演化中扮演着重要的角色。
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• 牛顿万有引力取得了辉煌的成就

• “笔尖上发现的行星”——海王星(Neptune)：1846年在勒维耶的预言下由
德国天文学家伽勒发现，由此也验证了万有引力的精确性

• 万有引力的挑战

• 为了解释水星的轨道反常，勒维耶用同样的方法计算预言水星轨道以内
存在一颗行星—“祝融星”，却一直未被发现

• 超距作用（与狭义相对论不符）

• 马赫原理：万有引力符合牛顿的绝对时空观

• 广义相对论 (general relativity)

• 爱因斯坦提出了新的引力理论：广义相对论

• 在广义相对论不仅仅是引力理论，还是关于
时空的理论

46

法国数学家、天文学家勒维耶



• 在广义相对论中，引力来自于时空的弯曲

• 牛顿理论作为广义相对论的低速、弱引力情形的有效理论

• 广义相对论通过了实验的精确地检验：

• 水星进动问题、光线偏折、雷达回波……

• 广义相对论还提出了全新的物理概念：

• 引力波、黑洞、宇宙学……
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结合牛顿第二定律和外力的具体形式，我们可以得到一个或一组闭合的微分

方程，这组方程叫做体系的运动方程。一般而言，外力仅与体系的瞬时状态

有关，即 Ԧ𝐹  = Ԧ𝐹( Ԧ𝑟, Ԧ𝑣, 𝑡)。那么，根据牛顿第二定律以及速度的定义，

𝑚
𝑑 Ԧ𝑣

𝑑𝑡
= Ԧ𝐹 Ԧ𝑟, Ԧ𝑣, 𝑡 ,

𝑑 Ԧ𝑟

𝑑𝑡
= Ԧ𝑣

为了得到体系的解 Ԧ𝑟(𝑡)，我们还需要指定初始条件，即 Ԧ𝑟(0)和 Ԧ𝑣 0 的值。前面

提到过，如果外力的形式满足柯西-利普希茨定理，则运动方程的解是局部存

在且唯一的。

§3. 牛顿第二定律的应用
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求解力学问题的一般策略：

• 隔离分解

• 受力分析

• 运动学分析包括约束分析

• 建立运动方程，并取分量

• 数学求解
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【例子】如图所示，一根半径为𝑅的环形细铁丝固定光滑水平面上。铁丝上穿

有一个质量为𝑚的小珠。已知细铁丝与小珠之间的摩擦系数为𝜇，小珠的初始

速度为𝑣0。

a. 如果不考虑重力，求𝑡时刻小珠的速度。

b. 如果考虑重力，求𝑡时刻小珠的速度。

解答：

a. 针对小珠切向运动应用牛顿第二定律，

𝑚
𝑑𝑣

𝑑𝑡
= −𝜇𝑁

其中，𝑁 = 𝑚𝑣2/𝑅。代入方程可以得到，

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= −

𝜇𝑣2

𝑅
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𝑑𝑣

𝑣2
 =  −𝜇

𝑑𝑡

𝑅
 ⇒  න

𝑣0

𝑣 𝑑𝑣

𝑣2
= − න

0

𝑡 𝜇

𝑅
𝑑𝑡

⇒  
1

𝑣0
−

1

𝑣
= −

𝜇𝑡

𝑅
 ⇒  𝑣 =

𝑣0

1 +
𝜇𝑣0𝑡

𝑅

b. 针对小珠切向运动应用牛顿第二定律，

𝑚
𝑑𝑣

𝑑𝑡
= −𝜇𝑁

其中，𝑁 = 𝑚𝑣2/𝑅 2 + 𝑚2𝑔2。联立方程可以得到，

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= −𝜇

𝑣4

𝑅2
+ 𝑔2  ⇒  

𝑑𝑣

𝑣4

𝑅2 + 𝑔2

= −𝜇𝑑𝑡
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做变量代换𝑥 = 𝑣/ 𝑔𝑅，

න
𝑥0

𝑥 𝑑𝑥

1 + 𝑥4
= −

𝜇𝑔

𝑅
𝑡

左侧积分虽然形式简单，实际上积起来很复杂。查表可以得到，

න
𝑥0

∞ 𝑑𝑥

1 + 𝑥4
=

1

2
𝐹 arccos

𝑥2 − 1

𝑥2 + 1
,
1

2

其中，𝐹(𝜑, 𝑘)是第一类椭圆函数，定义为，

𝐹(𝜑, 𝑘)  = න
0

𝜑 𝑑𝜃

1 − 𝑘 sin2 𝜃 

它关于𝜑的反函数叫做振幅函数am：如果𝑢 =  𝐹(𝜑, 𝑘)，则𝜑 = am(𝑢, 𝑘)。

利用这些超越函数，b. 的解可以表示为，
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𝑣 = 𝑔𝑅

1 + cos  am 𝐹 arccos
𝑣0

2 − 𝑔𝑅

𝑣0
2 + 𝑔𝑅

,
1
2

 +  2 𝜇
𝑔𝑡
𝑅

1 − cos  am 𝐹 arccos
𝑣0

2 − 𝑔𝑅

𝑣0
2 + 𝑔𝑅

,
1
2

 +  2 𝜇
𝑔𝑡
𝑅

小珠的运动特征如图所示。当𝑣 ≫ 𝑔𝑅时，重力可以忽略，小珠的运动接近

于(a)，即按照1/(1 + 𝜇𝑣0𝑡/𝑅)减速；当 𝑣 ≪ 𝑔𝑅时，向心力可以忽略，小珠

的运动接近于匀减速运动，且在𝑡 =  𝑡𝑇时刻停止运动。
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几种常见约束：

• “轻物”，例如轻绳、轻杆、轻滑轮：力平衡（否则轻物会获得无穷大的加速

度/角加速度）

• 不可伸长的绳、杆：绳子/杆两端运动距离不变，速度、加速度相同（否则

绳就会被伸长）

• 软绳、锁链：只有张力，没有压力（否则绳子就变弯了，张力为0）

• 液体：只有压力，没有剪切力 （否则液体会流动）

• 斜面以及一般曲面约束：物体运动沿着曲面运动（否则物体会进入约束面。

一个特殊情况是物体离开曲面以后不再受到约束，需要单独考虑）

• 摩擦约束：动摩擦力的方向永远与运动方向相反，静止摩擦的方向为除摩擦

力以外的合力方向相反。摩擦约束问题常常需要分情况讨论。
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【例子】求图中两个物体的加速度。已知两个物体质量分别为
𝑚1, 𝑚2。



【例子】如右图动滑轮问题。求已知所有物体质量，求其加速度。



【例子】如图斜面约束问题。已知质量为𝑀的板与斜面之间的摩擦

系数为𝜇且𝜇 ≤
𝑀

𝑀+𝑚
tan𝛼，木块之间摩擦可以忽略。求两个木块的

加速度。



【例子】木块与斜面、斜面与水平面之间的摩擦力可以忽略。求木
块与斜面的加速度。



【例子】一个木块初速度为3 m/s在一个斜面上向上运动。斜面与
水平面倾角为30度，斜面与木块之间的摩擦系数为0.1。求1s以后
木块与初始位置的距离。



【例子】一个质量为𝑀的薄木板静置在水平桌面上，木板与桌面大
小相同且一端与桌边对齐。木板中心放着一个质量为𝑚的小木块。
现在将一个恒定的水平力𝐹作用在木板上，要将木板从木块下抽出
来，又要是木块不掉到地上。假定各个接触面的摩擦系数均为𝜇，
求𝐹至少多大。



运用牛顿第二定律，经过化简之后最终所需要求解的问题形式一般为一个常
微分方程，形如:

ሷ𝑥 𝑡 = 𝐹(𝑥, ሶ𝑥, 𝑡)

这是一个二阶微分方程。对于保守系统，利用能量守恒可以把二阶微分方程
化简为一阶微分方程，

𝐺(𝑥, ሶ𝑥, 𝑡)  =  0

或者，进一步将𝑣 = ሶ𝑥表示出来，
ሶ𝑥  = Φ(𝑥, 𝑡)

常微分方程求解没有统一地求解方法。这里列举几类基本的求解方法。除此
之外，有一些方程虽然比较复杂，但可以通过变量代换以后采用这里的方法
求解。需要指出力学课程不涉及过于复杂的常微分方程的求解。

§4. 常微分方程求解*
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a. 直接积分法

如果常微分方程

ሶ𝑥  = Φ(𝑥, 𝑡)

可以写成全微分的形式，即

Φ(𝑥, 𝑡)  =  −𝐹𝑡
′/𝐹𝑥

′

可以通过直接积分得到解（隐函数解）。方程可以化简为，

 𝐹𝑥
′ 𝑥, 𝑡  𝑑𝑥 + 𝐹𝑡

′ 𝑥, 𝑡 𝑑𝑡 =  0

⇒ 𝐹 𝑥, 𝑡 = 𝐶

特别是，如果能够分离变量，

Φ(𝑥, 𝑡)  =  𝑓(𝑡)/𝑔(𝑥)

则，

𝑔 𝑥 𝑑𝑥 =  𝑓 𝑡 𝑑𝑡 ⇒  න𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑓(𝑡)d 𝑡



两边积分可以得到方程的解。此时需要注意初始条件的确认。这相当于取

𝐹(𝑥, 𝑡)  = න𝑓 𝑡 𝑑𝑡  − න𝑔 𝑥 𝑑𝑥



b. 一阶线性常微分方程

一阶线性常微分方程是指形如：

ሶ𝑥 = 𝑎 𝑡 𝑥 + 𝑏(𝑡)

的方程。齐次一阶线性常微分方程以及一阶线性常系数常微分方程可以通过

前面的直接积分方法得到：

ሶ𝑥 = 𝑎 𝑡 𝑥 

⇒  
𝑑𝑥

𝑥
= 𝑎 𝑡 𝑑𝑡 

⇒  𝑥 = 𝐶𝑒׬ 𝑎 𝑡 𝑑𝑡

为了求解一般的一阶线性常微分方程，可以采用常数变异法，即取齐次方程

的解，但将待定常数𝐶作为一个待定函数𝐶(𝑡)，由此可以得到：
ሶ𝐶𝑒𝐴(𝑡) = 𝑏 𝑡  

⇒ 𝐶 𝑡 = න𝑒−𝐴 𝑡 𝑏 𝑡 𝑑𝑡



其中，𝐴 𝑡 = ׬ 𝑎 𝑡 𝑑𝑡。最终，一阶线性常微分方程的通解为，

𝑥 𝑡 = 𝑥0𝑒׬ 𝑎 𝑡 𝑑𝑡 + 𝑒׬ 𝑎 𝑡 𝑑𝑡 න
𝑡0

𝑡

𝑒−׬ 𝑎 𝜏 𝑑𝜏𝑏 𝜏 𝑑𝜏



c. 常系数常微分方程

一般而言，常系数常微分方程总是可以求解的。这里主要讨论力学上比较有

用的二阶常系数常微分方程，

ሷ𝑥  +  𝑏 ሶ𝑥  +  𝑐 =  0

其中， 𝑏, 𝑐是常数。这个方程的解与二次方程有关：

𝑥2 +  𝑏 𝑥 +  𝑐 =  0 ⇒  𝑟1,2 =
−𝑏 ± 𝑏2 − 4𝑐

2
根据根的情况，分情况讨论：

1. 𝑏2 − 4𝑐 > 0，有两个实数根：

𝑥 𝑡 = 𝑐1𝑒𝑟1𝑡 + 𝑐2𝑒𝑟2𝑡

2. . 𝑏2 − 4𝑐 < 0，有两个复数根：𝑟1,2 = 𝛼 ± 𝑖𝛽

𝑥 𝑡 = 𝑐1𝑒𝑟1𝑡 + 𝑐2𝑒𝑟2𝑡  

 = 𝑒𝛼𝑡 𝑐1 cos 𝛽𝑡 + 𝑐2 sin 𝛽𝑡



3. 𝑏2 − 4𝑐 = 0，有重根的情况：

𝑥 𝑡 = 𝑒𝑟𝑡 𝑐1 + 𝑐2𝑡



牛顿三大定律仅在惯性参考系成立。因此，在经典物理中，我们应当优先选

择惯性参考系来考察力学问题。但是，在很多情况下，选择惯性系并不是最

方便的选择。例如，地球本身在自转，角速度为

Ω𝐸 =
2𝜋

𝑇𝑑
=  7.3 × 10−5 rad/s.

当以地球-太阳为参考系时，地日系统也在旋转，角速度为

Ω𝑆 =
2𝜋

𝑇𝑦
= 2 × 10−7 rad/s. 

在考虑精确测量、或者大尺度物理效应时，这些效应会显示出来。

§5. 非惯性参考系
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a. 平动加速参考系

考虑两个参考系𝐾, 𝐾′之间具有相对平动运动，即坐标轴仍然保持平行，但坐标

原点之间的位移为 Ԧ𝑑:

Ԧ𝑟′ = Ԧ𝑟 − Ԧ𝑑

根据伽利略变换，速度与加速度的变换为，

൝
Ԧ𝑣′ = Ԧ𝑣 − Ԧ𝑣𝑑 ,

Ԧ𝑎′ = Ԧ𝑎 − Ԧ𝑎𝑑

当牵连加速度 Ԧ𝑎𝑑 =
ሷԦ𝑑不为零时，两个参考系内的加速度不再相等，相应的，如

果参考系𝐾为惯性参考系，则惯性定律和牛顿第二定律在参考系𝐾′不再成立。
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但可以引入惯性力(inertial force)又叫做虚拟力、达朗贝尔力，
Ԧ𝐹𝑖 = −𝑚 Ԧ𝑎𝑑

使得在非惯性参考系𝐾′中，牛顿第二定律在形式上仍然成立:
Ԧ𝐹′ = 𝑚 Ԧ𝑎′

其中， Ԧ𝐹′ = Ԧ𝐹 + Ԧ𝐹𝑖。

【例子】加速的高铁上的水杯

理想流体不能承受剪切力，否则就会沿着剪切方向发生流动。因此在流体静

止参考系，其表面的合力一定是垂直于流体表面的。



b. 转动参考系

首先，我们考虑一个简单却不失一般性的情况。𝐾是个惯性参考系，参考系𝐾′与

𝐾原点重合，且相对于𝐾在转动，角速度为𝜔，转动轴为𝑧方向，如图所示。

参考系𝐾′包括其所有的点都在相对于𝐾旋转。例如， 𝐾′里静止的一个点𝑃，在𝐾

观察者看来也在运动，且做匀速圆周运动，加速度为，

Ԧ𝑎 = −𝜔2 Ԧ𝑟

另一方面， Ԧ𝑎′ = Ԧ𝑎 − Ԧ𝑎𝑑 = 0，这里 Ԧ𝑎𝑑为牵连加速度。不难得到， Ԧ𝑎𝑑 = −𝜔2 Ԧ𝑟。类

似地，可以引入惯性力， Ԧ𝐹𝑖 = −𝑚 Ԧ𝑎𝑑 = 𝑚𝜔2 Ԧ𝑟叫做(惯性)离心力。
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换句话说，在一个匀速旋转参考系 𝐾′ 静止的质点，会感受到一个离心惯性力。

这个力需要由额外的力（如摩擦力、支撑力）来平衡。从𝐾来看，质点𝑃在做

匀速圆周运动，而这个额外的平衡力实际上提供了向心加速度。

【例子】牛顿水桶实验。考虑一桶水以角速度𝜔旋转，求桶内水面的形状。已

知水桶的半径为𝑅，桶内的水足够深。

解：在水桶参考系，有离心力和重力。液体可以承受压力但不能承受剪切力，

因此平衡状态下，水面与合力的方向垂直。因此，

𝑑𝑧

𝑑𝑟
= tan 𝛼 =

𝜔2𝑟

𝑔
 

⇒ 𝑧 =
𝜔2𝑟2

2𝑔
因此液面形状为抛物线。



c. 一般转动参考系

如果参考系是加速转动的，则相对于参考系静止的质点相对于实验室参考系还

会多一个角向加速度： Ԧ𝑎𝑑 = 𝑟𝜔 Ԧ𝑒𝜃。这个加速度仍需要外力还提供。在旋转参考

系中，为了保持力平衡，需要引入另外一个惯性力， Ԧ𝐹𝑖 = −𝑟𝜔 Ԧ𝑒𝜃。这个力叫做

欧拉力。

我们下面考虑最一般的情形，但仍假设非惯性参考系与惯性参考系没有平动且

原点重合。在惯性参考系𝐾中，质点的加速度为，

Ԧ𝑎 = ሷ𝑟 − 𝑟 ሶ𝜃2 Ԧ𝑒𝑟 + 𝑟 ሷ𝜃 + 2 ሶ𝑟 ሶ𝜃 Ԧ𝑒𝜃

类似地，在非参考系K中，质点加速度的形式为，

Ԧ𝑎′ = ሷ𝑟′ − 𝑟′ ሶ𝜃′2 Ԧ𝑒𝑟
′ + 𝑟′ ሷ𝜃′ + 2 ሶ𝑟′ ሶ𝜃′ Ԧ𝑒𝜃

′

两个参考系之间的坐标根据伽利略变换为，
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ቐ
𝑡′ = 𝑡
Ԧ𝑟′ = Ԧ𝑟

𝜃′ = 𝜃 − Θ

⇒  

𝑟′ = 𝑟
Ԧ𝑒𝑟

′ = Ԧ𝑒𝑟

Ԧ𝑒𝜃
′ = Ԧ𝑒𝜃

ሶ𝜃′ = ሶ𝜃 − 𝜔

 (𝜔 = ሶΘ)

代入表达式可以得到，
Ԧ𝑎𝑑 = Ԧ𝑎 − Ԧ𝑎′

= −𝜔2 Ԧ𝑟′ + 2𝜔 ሶ𝑟′ Ԧ𝑒𝜃
′ − 2𝜔 ሶ𝑟′ ሶ𝜃′ Ԧ𝑒𝑟

′ + 𝑟′ ሶ𝜔 Ԧ𝑒𝜃
′

= 𝜔 × 𝜔 × Ԧ𝑟′ + 2𝜔 × Ԧ𝑣′ +
𝑑𝜔

𝑑𝑡
× Ԧ𝑟′

其中，𝜔 = 𝜔 Ƹ𝑧。相应的惯性力为，

Ԧ𝐹𝑖 = −𝑚 Ԧ𝑎𝑑 = −𝑚𝜔 × 𝜔 × Ԧ𝑟′ − 2𝑚𝜔 × Ԧ𝑣′ − 𝑚
𝑑𝜔

𝑑𝑡
× Ԧ𝑟′

其中， Ԧ𝐹𝑐𝑒𝑛 = −𝑚𝜔 × 𝜔 × Ԧ𝑟 = −𝑚𝜔2 Ԧ𝑟是离心力 (centrifugal force); Ԧ𝐹𝐸𝑢𝑟 =

− 𝑚 ሶ𝜔 × Ԧ𝑟叫做欧拉力(Euler force)； Ԧ𝐹𝐶𝑜𝑟 = −2𝑚𝜔 × Ԧ𝑣叫做科里奥利力(Coriolis 
force)。



【例子】转盘上的抛球手



【例子】科里奥利流量计 (Coriolis mass flowmeter)

科里奥利流量计为一段U形弯管，接到待测流体上。这段弯管在驱动力的作用

下绕中心轴转动，角速度为𝜔。在弯管静止的参考系，流体受到一对科里奥利

力的作用，因此以反作用会施加到弯管上。这对反作用力会使得弯管略微弯

曲。而这一效应可以通过探测器检测出来。弯管弯曲程度与单位时间内通过

横截面的质量有关，从而可以用来测量流过流量计的质量流量𝑞 = 𝜌𝐴𝑣。



注意，现代科里奥利流量计并没有一个可旋转的部件。原因是科里奥利力并

不要求𝜔为常数（即匀速圆周运动）。现代科里奥利流量计将其取为三角函数。

这可以通过激发U形管的本征模来实现。科里奥利力策动的振幅𝜔成正比，另

一方面，𝜔 = ሶ𝜃与U形管的本征振动振幅差𝜋/2的相位，因此，策动力与U形管

的本征振动会差一个相位，这个相位正比于流体质量流量，即

tan 𝜑 =
𝐾𝑞

𝑓
其中，𝑓是振动频率。𝐾是U形管的弹簧常数。这个相位很容易通过电信号差

分得到。因此，科里奥利流量计可以高精度获得流体的质量流量。



d. 地球上的非惯性力

地球由于自旋，也是一个非惯性参考系。因此，以地球为参考系时，需要考虑

离心力和科里奥利力。这两个力会带来非常重要的效应。

在讨论这些效应之前，我们首先要能够将球坐标(𝑟, 𝜃, 𝜙)中的矢量与地球表面的

坐标系中的矢量互相转化，如图所示。
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离心力：根据地球的自转角速度：Ω𝐸 =
2𝜋

𝑇𝑑
=  7.3 × 10−5 rad/s.，以及地球半

径𝑅 ≈ 6400 km，地球表面的离心力𝑎Ω = Ω𝐸
2 𝑅 ≈ 3 × 10−2 m/s2。该离心力导

致地球表面测量得到的重力加速度随着纬度改变而改变，且其方向也不完全

指向地心：

𝑔′ = 𝑔 − Ω2𝑅 cos 𝛼 cos 𝛼 2 + Ω2𝑅 cos 𝛼 sin 𝛼 2 

= 𝑔2 + Ω4𝑅2 cos2 𝛼 − 2𝑔Ω2𝑅 cos2 𝛼 

≈ 𝑔 − Ω2𝑅 cos2 𝛼 

其中，𝛼是当地的纬度。

【例子】赤道隆起 （equatorial bulge - 赤道地球直

径比两极直径大43 km）。

【思考】快速旋转的液态星球的形状是什么样子的？



受离心力的影响，地球的形状并不是一个理想的球形。

世界大地测量系统WGS-84将地球定义为一个扁椭球

体，其半长轴为𝑎 = 6378137.0 m，扁率为𝑓 =

1/298.257223563，相应的半短轴为𝑏 ≈ 6356752.3m。

这一系统是现代地图学、大地测量学和导航（包括全

球定位系统GPS）的大地测量系统标准。地球的另一

测量基准基于引力等势面，即所谓海拔。

本初子午线

地球的质量中心

世界大地测量系统 WGS-84

地球的形状（相对于地心）

海洋

大地水准面
(引力等势面)

海拔

测绘



科里奥利力：科里奥利力导致地表运动的物体受到一个平行于地面且垂直于

运动方向的偏向力。根据下图，考虑两种情形。

第一：质点沿着东西方向运动，平行于地面的偏向力为科里奥利力的分量：

𝐹 =  𝐹cor sin 𝛼 = 2𝑚Ω𝑣 sin 𝛼

第二：质点沿着南北方向运动，科里奥利力平行于地面：

𝐹 = 𝐹cor = 2𝑚Ω𝑣 sin 𝛼

总之，地表物体所受到的平行于地面且垂直于运动速度的偏向力，大小为

𝐹 = 2𝑚Ω𝑣sin𝛼 



科里奥利力导致气旋的形成、盛行风带（信风、季风）和洋流的形成。

全球空气循环受科里奥利力的影响
形成

全球洋流的形成受科里奥利力的影
响

气象图： 在压力梯度和科里奥利力的
作用下，空气沿着等温线运动形成风

低气压
中心

速度

压力梯度

科里奥利力

气旋的形成



我们来分析一下，哪些现象科里奥利力起作用呢？罗斯比数(Rossby number)定义为

向心力与科里奥利力的比，

Ro =
𝑣2/𝑟

2Ω𝐸𝑣sin 𝛼
=

𝑣

2Ω𝐸𝑟sin 𝛼
.

如果一个现象的罗斯比数小于等于1，则向心力可以由科里奥利力提供；反之如果

其罗斯比数远大于1，说明科里奥利力无法平衡所需要的向心力，因此不是其主导

机制。可见地球上大范围的现象，如台风、季风、洋流一般受到科里奥利力的影响。

龙卷风、水槽中的涡流等局部现象受科里奥利力的影响很小。且纬度越低受到科里

奥利力的影响越小。
台风贝碧嘉登陆上海



【例子】受科里奥利力的影响，地球表面的自由落体的落点会偏东。

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= −2Ω cos 𝛼  ሶ𝑧 ≈ 2Ω cos 𝛼  𝑔𝑡 

⇒ 𝑥 𝑡 =
1

3
Ω𝑔𝑡3 cos 𝛼 =

1

3
 Ω𝑔

2ℎ

𝑔

3
2

赤道附近百米高空下落：偏离2厘米。赤道附近5000km高空下落(如导弹)：偏

离250 km，因此洲际导弹必须要考虑科里奥利效应。



【例子】傅科摆 （Foucault pendulum）。单摆的摆面会发生缓慢旋转，其中

悬挂在北极的摆，24小时摆面旋转一圈。其他纬度呢？以平衡位置为中心建

立极坐标，

ቊ
𝑟 = 𝑟0 sin 𝜔𝑡 

2 ሶ𝑟 ሶ𝜃 + 𝑟 ሷ𝜃 = −2Ω sin 𝛼 ሶ𝑟
其中，𝑟(𝑡)为单摆的振幅，𝜃描述单摆摆平面的角度。注意到，

2 ሶ𝑟 ሶ𝜃 + 𝑟 ሷ𝜃 =
1

𝑟

𝑑

𝑑𝑡
(𝑟2 ሶ𝜃)

上式子可以写出，

𝑑

𝑑𝑡
𝑟2 ሶ𝜃 = −Ω sin 𝛼

𝑑𝑟2

𝑑𝑡
 

⇒  ሶ𝜃 = −Ω sin 𝛼 

因此，摆面将会以−Ωsin𝛼的角速度进动，这里的负号

表示旋转方向与地球自旋方向相反。



悬挂在北极的摆，24小时摆面旋转一圈，而悬挂在赤道的摆则不会发生进动。

傅科摆的进动周期与动力学无关，该如何来理解这一结论呢？

由于惯性，摆面所定义的取向矢量在空间相对于远处恒星取向保持不变。矢

量沿着球面纬线平行移动一圈以后，与原始矢量之间的夹角度为：Δ𝜃 =

Ωsin𝛼 𝑇𝑑，因此进动角速度为， ሶ𝜃 =
Δ𝜃

𝑇𝑑
= Ω sin𝛼。



e. 潮汐

根据壳层定理，两个球之间的引力等价于位于球心的等质量质点之间的引力。

一个很自然的问题是，是否在引力场中，球与质点完全等价？答案是否定的。

根据这一点，引力与惯性力无法完全抵消，这便是潮汐的成因。

如图考虑地球在太阳的引力作用下做圆周运动，其加速度根据壳层定理为，

Ԧ𝑎𝑑 = −
𝐺𝑀

𝑅3
𝑅

其中𝑅是日心到地心的相对位置矢量。当以地球为参考系时，质量为Δ𝑚的物体

受到惯性力为，
Ԧ𝐹𝑑 = −Δ𝑚 Ԧ𝑎𝑑  
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考虑地球上相对于地心位置矢量为 Ԧ𝜉处的一个物体Δ𝑚，其受到的太阳的引力

为，

Ԧ𝐹𝑔𝑟 = −
𝐺𝑀Δ𝑚

𝑟3
Ԧ𝑟 = −

𝐺𝑀Δ𝑚

𝑅 + Ԧ𝜉
3 𝑅 + Ԧ𝜉

以地球为参考系，物体所受的合力为，

Ԧ𝐹𝑡𝑑 = −
𝐺𝑀Δ𝑚

𝑅 + Ԧ𝜉
3 𝑅 + Ԧ𝜉 +

𝐺𝑀Δ𝑚

𝑅3
𝑅  ≠ 0

这个合力并不为零，其残余的力叫做潮汐力，又叫做引潮力。由于𝜉 ≪ 𝑅，可

以对潮汐力进行泰勒展开并保留到领头项为，

Ԧ𝐹𝑡𝑑 ≈ −
𝐺𝑀Δ𝑚

𝑅3
Ԧ𝜉 − 3 ෠𝑅 ⋅ Ԧ𝜉 ෠𝑅

潮汐力需要由其他力来平衡，如压力、张力，作用到海水上会使得海水隆起，

起，在地球自转作用下形成潮汐。



地球上的潮汐主要受太阳和月球引力的影响。比较月球与太阳的影响，由于

潮汐力𝐹𝑡𝑑 ∝ 𝑀/𝑅3，

𝐹𝑚𝑜𝑜𝑛

𝐹𝑠𝑢𝑛
=

𝑀𝑚𝑜𝑜𝑛

𝑅𝑚𝑜𝑜𝑛
3 :

𝑀𝑠𝑢𝑛

𝑅𝑠𝑢𝑛
3 = 2.2: 1

因此，月球影响更大， 因此潮汐与月相有关。但根据地、日、月之间的相对

位置，潮汐有大潮和小潮之分。

引
力
方
向



【例子】洛希极限（Roche limit）：对于较大的天体，其作用在附近小天体

（卫星、小行星）的潮汐力主要由这些小天体自身的引力来平衡，当受到潮

汐力超过其自身引力时，这些小天体将会被撕碎。

 𝐹𝑡𝑑 ≈
2𝐺𝑀Δ𝑚

𝑅3
𝜉 ≳

𝐺𝑚Δ𝑚

𝜉2
 

⇒  𝑅3 ≲ 2𝑅𝑀
3

𝜌𝑀

𝜌𝑚
 

其中，𝑅为两个天体之间的距离。𝑅𝑀为大天体的半径。即，当两个天体之间

的距离𝑅小于1.26 𝑅𝑀  
𝜌𝑀

𝜌𝑚

1

3时，小天体会被大天体的潮汐力所撕碎。《流浪地

球》中展示了这样的情形。影片假设月球停止绕地球转动，月球撞向地球，

进入地球洛希极限(9600 km)以后被潮汐力所撕碎。
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休梅克－利维9号彗星与木星相撞事件：

• 1992年7月，彗星到达木星洛希极限，被撕裂为21个碎片；

• 1994年7月，彗星与木星相撞

木星洛希极限



【例子】潮汐摆：考虑地球附近在引力作用下运动的有限大小的物体（如卫
星、空间站）。可以将其简化为如图所示的两个质点，每个质点质量为𝑚，中
间由长度为2ℓ的轻杆相连。每个质点所受到的潮汐力为

𝐹 =
2𝐺𝑀𝑚

𝑅3
ℓ = 𝑚𝑔eff

当系统偏离平衡位置𝜃时，这个力类似单摆的恢复力，因此系统将在平衡位置附近做摆动，其
周期与系统大小2ℓ无关，

𝑇 = 2𝜋
ℓ

𝑔eff
= 2𝜋

𝑅3

2𝐺𝑀
= 2𝜋

𝑅

2𝑔
≈ 1小时
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𝑅

2ℓ

𝜃Ԧ𝐹tidal ≈ −
𝐺𝑀Δ𝑚

𝑅3 [ Ԧ𝜉 − 3 ෠𝑅 ⋅ Ԧ𝜉 ෠𝑅]

ℓ
𝜃

𝑔



在非惯性系，即使没有外力作用，质点的运动状态也会发生改变。所有这些

都与参考系的牵连加速度有关。例如转动参考系（地球），我们可以通过测

量离心力（水桶实验）和科里奥利力来测量参考系的转动角速度$\omega$。

一个问题是，我们是否能够测量一个参考系的绝对速度。我们来只需要考虑

惯性系。

【例子】高铁平稳行驶时，你吃饭、行走、做事能否感知到高铁在高速行驶？

【例子】地球虽然有微小的角速度，但地表的线速度很大～500米/秒，真正

是「坐地日行八万里」《毛泽东诗词》。我们能否做实验测量到这一点？

§6. 伽利略相对性原理
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伽利略在其著作《两个世界的对话》中指出，任何力学实验无法区分所在惯

性参考系的绝对速度。这一论断被称为伽利略相对性原理。

这一原理表明，相对于地面运动的观察者测量到的物理规律与相对地面静止

的观察者是完全相同的。伽利略的力学实验是在地球为参考系建立的。

参考系𝐾和𝐾′之间的坐标由伽利略变换给出：

ቊ
𝑡′ = 𝑡 

Ԧ𝑟′ = Ԧ𝑟 + Ԧ𝑑0 + 𝑢𝑡
 ⇒  ቐ

Δ𝑡′ = Δ𝑡
Δ Ԧ𝑟′ = Δ Ԧ𝑟

Ԧ𝑎′ = Ԧ𝑎

考察牛顿第一定律：在𝐾中做匀速直线运动的质点，在𝐾′的观察者看来仍然做

匀速直线运动。因此在伽利略变换下，牛顿第一定律仍然是成立的。



现考虑两个参考系之间的动力学规律。设在𝐾中，牛顿第二定律成立为，

𝑚 Ԧ𝑎 = Ԧ𝐹

在𝐾′中，由于加速度的变换 Ԧ𝑎′ = Ԧ𝑎，

𝑚 Ԧ𝑎′ = 𝑚 Ԧ𝑎 = Ԧ𝐹

现在的问题是，力的变换是什么？如果 Ԧ𝐹′ = Ԧ𝐹，则牛顿第二定律在𝐾′中仍然成

立。考虑引力，

Ԧ𝐹 = −
𝐺𝑚1𝑚2

𝑟12
2 Ƹ𝑟12

仅依赖于两个质点之间的相对坐标 Ԧ𝑟12 = Ԧ𝑟1 − Ԧ𝑟2 。根据伽利略变换， Ԧ𝑟12
′ =

Ԧ

Ԧ

𝑟

𝑟

12

12

，因此引力是不变的。

，

对于粒子之间的一般基本相互作用来说，其相互作用力与粒子之间的相对位

置Δ Ԧ𝑟或相对速度Δ Ԧ𝑣有关。而在伽利略变换下，相对位置Δ Ԧ𝑟和时间间隔Δ𝑡以及

相对速度是不变的，因此，只要包含所有需要考察的质点，即考虑一个闭合



系统（孤立系统），力在伽利略变换下也是不变的。换句话说，孤立系统不

同参考系得到的力也是相同的。当然，我们无法穷举所有力的情形。但我们

可以假设，闭合系统的牛顿定律在伽利略变换下是不变的，也就是说，牛顿

定律在所有惯性参考系都是成立的。这就是伽利略相对论性原理。

伽利略相对性原理告诉我们，相互匀速运动的参考系是动力学意义上等价的。

我们把所有动力学意义上等价的参考系（即所有两两之间相互匀速运动的参

考系）构成的集合叫做动力学意义上的参考系等价类。

由于在任意两个惯性参考系中的动力学规律都是相同的，因此在其中做相同

的实验，得到的结果是完全相同的。这说明，我们无法通过力学实验区分不

同的惯性参考系（比如获得所在的惯性参考系的绝对速度）。我们只能得到

不同惯性参考系之间的相对速度。



牛顿曾认为存在一个绝对静止的参考系。所有惯性系都是相对于这一参考系

做匀速运动的参考系。但我们看到，根据伽利略相对性原理，这样的绝对静

止的参考系是无法通过力学测量得到的。

不过，似乎有一个例外，就是洛伦兹力（带电粒子在磁场中受到的力）
Ԧ𝐹 = 𝑞 Ԧ𝑣 × 𝐵

在伽利略变换下，
Ԧ𝐹′ = 𝑞′ Ԧ𝑣′ × 𝐵′

= 𝑞 Ԧ𝑣 + 𝑢 × 𝐵

= Ԧ𝐹 + 𝑞𝑢 × 𝐵

其中，𝑢是两个参考系之间的相对速度。两个参考系之间的磁场𝐵′ = 𝐵。这似

乎表明，我们可以通过电磁学的实验来确定惯性系的绝对速度。问题在哪里？

参看下面的例子：



螺线管与导线圈相对运动，安培表上的读数应该是一样的。这是因为，在螺

线管参考系，导线切割磁力线，电荷受到洛伦兹力， Ԧ𝐹 = Ԧ𝐹𝐿𝑜𝑟 = 𝑞 Ԧ𝑣 × 𝐵。在

导线参考系，磁场运动产生一个感生电场 𝐸′ = Ԧ𝑣 × 𝐵′ ，因此电荷受到电场力：
Ԧ𝐹 = Ԧ𝐹𝐶𝑜𝑙 = 𝑞𝐸′ = 𝑞 Ԧ𝑣 × 𝐵′。根据伽利略相对性原理，在伽利略变换下电磁场

的变换遵循，

ቊ𝐸′ = 𝐸 + 𝑢 × 𝐵

𝐵′ = 𝐵 



从而广义洛伦兹力 Ԧ𝐹 = 𝑞(𝐸 + Ԧ𝑣 × 𝐵) 是不变的。因此我们可以将伽利略相对性

原理推广到电磁学，并进一步推广到所有物理规律：任何物理规律在所有惯

性参考系中的形式是相同的（强形式的伽利略相对性原理）。现代物理将相

对性原理作为更加基础的出发点。



时间、空间是描述物体运动和动力学的基础，它们的本质是什么？

• 参考系

• 一种观点认为，时空是独立于物质的客观存在，恰如舞台之于演员

• 另一种观点认为，时间、空间不是独立的实体，时间只不过是事件发生的先

后次序，空间只不过是物体之间的相对位置 —— 一切运动都是相对的。例

如，一处话剧由演员组成，而非舞台

根据伽利略建立的科学方法，我们不问时间、空间的本质，转而研

究时间、空间的性质

• 时间、空间的性质与物理定律的性质息息相关

§7. 动力学与时空
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牛顿第二定律在空间转动变换下不变，要求空间距离定义为

Δ Ԧ𝑟 2 = Δ𝑥2 + Δ𝑦2 + Δ𝑧2

其他距离的定义，如

Δ Ԧ𝑟 1 
= Δ𝑥 + Δ𝑦 + |Δ𝑧|

则无法保持物理定律的空间转动不变性

a. 对称性与时空几何
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物理定律 对称性 时空几何

Δ Ԧ𝑟 1

Δ Ԧ𝑟 2



例子：

牛顿第二定律在空间转动变换下不变，要求空间距离定义为

Δ Ԧ𝑟 2 = Δ𝑥2 + Δ𝑦2 + Δ𝑧2

其他距离的定义，如

Δ Ԧ𝑟 1 
= Δ𝑥 + Δ𝑦 + |Δ𝑧|

则无法保持物理定律的空间转动不变性

a. 对称性与时空几何

102

物理定律 对称性 时空几何

Δ Ԧ𝑟 1

Δ Ԧ𝑟 2



例子：

牛顿第二定律在空间转动变换下不变，要求空间距离定义为

Δ Ԧ𝑟 2 = Δ𝑥2 + Δ𝑦2 + Δ𝑧2

其他距离的定义，如

Δ Ԧ𝑟 1 
= Δ𝑥 + Δ𝑦 + |Δ𝑧|

则无法保持物理定律的空间转动不变性

a. 对称性与时空几何

103

物理定律 对称性 时空几何

Δ Ԧ𝑟 1

Δ Ԧ𝑟 2



保持物理学规律不变的变换叫做对称性

• 时间：孤立体系的力学定律具有时间平移不变性

• 空间：孤立体系的力学定律具有空间平移不变性、空间旋转不变性

• 物理定律（牛顿力学）在是否在其他变换下不变？

• 伽利略变换（参考系变换）：

ቊ
𝑡′ = 𝑡 
Ԧ𝑟′ = Ԧ𝑟 + 𝑢𝑡

• 伽利略变换混合时间与空间，因此必须要将时间与空间放在一起考虑其

几何——时空（4维）

• 时空图

• 每个点叫一个事件，用四个坐标来表示(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧)

• 时空图中的轨迹叫世界线，完全描述了运动过程

• 匀速直线运动 —— 时空图中的直线 104



保持物理学规律不变的变换叫做对称性

• 时间：孤立体系的力学定律具有时间平移不变性

• 空间：孤立体系的力学定律具有空间平移不变性、空间旋转不变性

• 物理定律（牛顿力学）在是否在其他变换下不变？

• 伽利略变换（参考系变换）：

ቊ
𝑡′ = 𝑡 
Ԧ𝑟′ = Ԧ𝑟 + 𝑢𝑡

• 伽利略变换混合时间与空间，因此必须要将时间与空间放在

一起考虑其几何——时空（4维）

• 时空图

• 每个点叫一个事件，用四个坐标来表示(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧)

• 时空图中的轨迹叫世界线，完全描述了运动过程

• 匀速直线运动 —— 时空图中的直线 105



• 物理定律：牛顿三大定律

• 时空对称性：广义伽利略变换
• 时间平移
• 空间平移

• 空间旋转
• 伽利略变换

• 时空几何：
• 四维时空：事件、世界线、直线

• 伽利略变换可以视为时空图中的广义旋转，将时空中的直线变换成直线
• 对应的4维时空距离：

𝑑(ΔԦ𝑟, Δ𝑡) = ቊ
Δ𝑡,  如果Δ𝑡 ≠ 0

ΔԦ𝑟 ,  如果Δ𝑡 = 0

相同时刻，等于三维距离；不同时刻，等于时间距离(不比较空间距离)
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• 物理定律：牛顿三大定律

• 时空对称性：广义伽利略变换
• 时间平移
• 空间平移

• 空间旋转

• 时空几何：
• 牛顿第二定律在广义伽利略变换下不变，要求空间距离定义为

𝑑(ΔԦ𝑟, Δ𝑡) = ቊ
Δ𝑡,  如果Δ𝑡 ≠ 0

ΔԦ𝑟 ,  如果Δ𝑡 = 0

• 其他例子：狭义相对论——动力学定律在庞加莱变换下不变，

要求空间距离定义为𝑑 Δ Ԧ𝑟, Δ𝑡 = 𝑐2Δ𝑡2 − Δ Ԧ𝑟2
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b. 物理时空观

• 时空是一种独立于物质的客观存在。
时空的几何决定了对称性，进一步
决定了物质运动规律

108
物理定律

对称性

时空几何

• 时空不是独立的客观存在。时间只
不过是事件发生的先后次序，空间
只不过是物体之间的相对位置

时空几何

对称性

物理定律

莱布尼茨：一切都是代数 牛顿：一切都是几何



牛顿进一步认为，时间和空间分别都是绝对的存在

• 绝对时空是一个绝对静止的惯性参考系，所有其他惯性参考系都是相对于该
绝对时空做匀速直线运动的参考系。任何非惯性参考系都是相对于绝对时空
做非惯性运动的参考系

• 绝对时空观挑出了一个特殊的参考系，在这个参考系，牛顿定律具有最简单
的形式

• 绝对时空可以认为在宇宙中存在一个巨大的坐标架和时钟

那么该如何验证绝对时空的存在呢? 

牛顿提出了有名的水桶实验。
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考虑一个水桶装着半桶水，水桶和水都静止。某一时刻开始，水桶开始旋转，
开始时由于惯性，水处于静止状态，水面仍然维持水平。过了一段时间以后，
由于摩擦水开始随着水桶一起旋转。这时候水面变得凹下去。如果此时水桶
停止旋转，水由于惯性继续旋转，水面仍然维持凹下去的形状。

可见，水是否受到惯性力的影响，与水与水桶的相对运动无关，仅仅与水的
绝对运动有关。这个绝对运动，牛顿认为，就是水相对于绝对参考系即绝对
时空的运动。
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I：木桶不动，水不动
无惯性力

II：木桶旋转，水不动
无惯性力

III：木桶旋转，水旋转
有惯性力

IV：木桶不动，水旋转
有惯性力



• 莱布尼茨：一切运动都是相对的，不存在绝对的运动
• 伽利略相对性原理，绝对速度并没有任何可以观测的效应
• 牛顿的绝对时空其实是相对于遥远处恒星静止的参考系

• 马赫：
• 牛顿水桶实验中产生惯性力的情况，其实是水相对于远处恒星在运动
• 假如，水桶壁足够厚，以至于水桶对于水的影响超过了远处恒星，那么

当水相对于远处恒星静止但相对于水桶旋转时，仍然会有惯性力的产生

• 马赫原理：远处的大质量分布，影响局域的物理定律包括惯性

111马赫的水桶



• 牛顿：时空几何决定物理定律，绝对时空决定了牛顿三大定律

• 莱布尼茨-马赫：物质的分布和运动决定时空几何，时空几何不是客观实体

• 爱因斯坦：别吵了，你们两个学派都对！

𝑑2𝑋𝜇

𝑑𝑠2
+ Γ𝛼𝛽

𝜇 𝑑𝑋𝛼

𝑑𝑠

𝑑𝑋𝛽

𝑑𝑠
= 𝐹𝜇

𝑅𝜇𝜈 −
1

2
𝑔𝜇𝜈𝑅 + 𝑔𝜇𝜈Λ =

8𝜋𝐺

𝑐4
𝑇𝜇𝜈

• 实验证据：

• 爱丁顿实验：经过太阳附近的星光发生偏折

• Gravity Probe B实验：2011年GP-B实验证明大质量天

体附近会发生参考系曳引

• LIGO引力波探测实验
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测地线方程

爱因斯坦引力场方程

Gravity Probe B 实验示意图
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时空与物理定律的本质
• 时间、空间的本质是什么？它们与物质、物理定律的关系如何？
•

• 时空是否能够脱离物质存在呢? 换句话说，有没有一个不含物质的空间
(真空)，但其上的引力却不等于零? 这个问题最终由数学家(丘成桐)在
1976 年解决。

• 物质与物理定律满足量子力学 → 需要引力的量子理论！

• 时空与物质有没有可能是同源的? 例如，时空有没有可能从物质中衍生
出来?(莱布尼茨)

• from bit to it、全息、超弦理论、圈量子理论……
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