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• ⼀般多质点体系的运动是⽐较复杂的，即包含质点系的质⼼运动，
⼜包含质点之间的相对运动
• 在很多实践应⽤中，质点系的相对运动相对⽽⾔⾮常微⼩可以忽

略不计。在这种情况下，刚体作为⼀个描述不发⽣形变的质点系
的理想模型⾮常有⽤
• 刚体(rigid body)：是指各个组分质点之间的相对位置在运动过程

中不发⽣变化的体系

• ⾃然界不存在绝对的刚体，这⼀概念是⼀种⽜顿⼒学体系下的理
想化。只要物体形变可以忽略，就可以将物体抽象为刚体

§1. 刚体运动
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• 刚体的例⼦：
• 桌⼦、椅⼦
• ⼈、动物

• ⻜机、汽⻋

• 不是刚体的例⼦
• ⽔、空⽓
• 发⽣形变时的弹簧、海绵

3



• 刚体上任意两点满⾜，
𝑟! − 𝑟" = const.

对于上式平⽅并求导，可以得到，

𝑟!" ⋅ 𝑣⃗!" = 0
其中𝑟!" ≡ 𝑟! − 𝑟", 𝑣⃗!" ≡ 𝑣⃗! − 𝑣⃗"，即质点之间的相对速度与其相对坐标⽮量垂直

• 描述刚体运动需要多少独⽴的坐标？
3𝑁	?	→ 3?
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⾃由度：描述⼀个体系运动所需要的独⽴坐标的个数。
• ⾃由质点运动：需要三个坐标(x, y, z)，因此⾃由度为3
• ⾃由质点在平⾯上运动：需要两个坐标（x, y），因此⾃由度为2
• N个⾃由质点的运动：需要3N个坐标(x1, y1, z1), (x2, y2, z2), …, (xN, yN, zN)，因

此⾃由度为3N

当带约束时，⾃由度的数⽬为3𝑁 − 𝑁#，其中𝑁#为独⽴约束的数⽬
• 刚性杆相连的两个质点的运动: 1 个约束条件，

|𝑟# − 𝑟$| = 𝑥# − 𝑥$ $ + 𝑦# − 𝑦$ $ + 𝑧# − 𝑧$ $ = 𝑙#$
因此⾃由度的数⽬为 6-1=5

a. 刚体的⾃由度(degrees of freedom)
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• 刚性杆两两相连的 3 个质点的运动: 3 个约束条件 𝑟# − 𝑟$ = 𝑙#$, 𝑟$ − 𝑟% =
𝑙$%, 𝑟# − 𝑟% = 𝑙#%，⾃由度的数⽬为3×3−3=6 

• 刚性杆两两相连的 4 个质点的运动: 6 个约束条件 𝑟! − 𝑟" = 𝑙!", ⾃由度的数
⽬为3×4−6=6 

• 刚性杆两两相连的 5 个质点的运动: &
$ = &×(

$! = 10 个约束条件 𝑟! − 𝑟" = 𝑙!", 
但其中只9个独⽴的约束。⾃由度的数⽬为3×5−9=6
• 对于两两之间刚性相连的质点体系，若质点的个数 𝑁 ≥ 3 ，每增加⼀个质点，

增加3个⾃由度，但是同时增加3个独⽴的约束条件。因此，⾃由度不变，仍
然为6
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• 刚性杆两两相连的2个平⾯质点的运动: 1个约束条件 𝑟# − 𝑟$ = 𝑙#$, ⾃由度的
数⽬为2×2−1=3 
• 对于两两之间刚性相连的平⾯质点体系，若质点的个数𝑁 ≥ 2，每增加⼀个

质点，增加2个⾃由度，但是同时增加2个独⽴的约束条件。因此，⾃由度不
变，仍然为3
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• 刚体⾃由度为6，平⾯刚体⾃由度为3。该如何选择描述刚体的6
个坐标呢？

• 其中3个坐标描述刚体的平动，另外3个坐标描述刚体的转动

• 对于平⾯刚体来说，2个坐标描述描述刚体的平⾯平动，另外⼀
个坐标描述刚体的转动

• 刚体的基本运动：
• 平动 —— ⾃由度为3
• 定轴转动 —— ⾃由度为1
• 平⾯平⾏运动 —— ⾃由度为3
• 定点转动 —— ⾃由度为3

b. 刚体的基本运动
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刚体平动(translatory motion)：刚体做平动时，所有质点速度相同

• 刚体平动⾃由度为3：(𝑥, 𝑦, 𝑧)
• 注意，刚体做平动时，不⼀定在做直线运动

• 当刚体平动时的运动为圆周运动时，需要注意区分刚体平动与转
动
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刚体定轴转动(Fixed-axis rotation)：刚体做定轴转动时，刚体中各
个质点都在垂直于转轴的平⾯内做圆周运动

• ⾃由度为1: 𝜃
• 轮⼦：⼈类历史上最伟⼤的发明之⼀
• ⼆⾥头遗址（3700年前）、美洲
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斯洛⽂尼亚的卢布尔雅那沼泽轮
是⽬前发现的世界上最早的轮⼦，
距今已经有5000多年的历史



刚体平⾯平⾏运动 (planar motion)：刚体做平⾯平⾏运动时，刚体
中各个质点都在垂直于转轴的平⾯内做圆周运动，⽽该转轴可以在
空间移动，但⽅向保持不变

• ⾃由度为3：平⾯内的平动——2个⾃由度，转动——1个⾃由度

• 可以视为定轴转动与平⾯平动的叠加
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刚体定点转动 (body-fixed point rotation)： 刚体在做定点转动时，
始终绕着某⼀个固定点转动。这个固定点可以在刚体上，也可以在
刚体的延拓部分。转轴⽅向可以改变。

• ⾃由度为3：转动——1个⾃由度，转轴的⽅向 ——2个⾃由度
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• 刚体的⼀般运动可以分解为平动与转动的叠加。具体⽽⾔，对于
刚体上的任意⼀个质点A，其速度

𝑣⃗) = 𝑣⃗* +𝜔×𝑟)*
其中，B是刚体上任意⼀点，𝑟12 = 𝑟1 − 𝑟2为A、B的相对位⽮， 𝜔为⻆速度

• 如何理解？在刚体中，任意两个质点之间的距离是固定的。因此，
在运动中，相对位⽮𝑟)*仅改变⽅向不改变⼤⼩即可以写成，

𝑣⃗)* =
𝑑
𝑑𝑡
𝑟)* = 𝜔×𝑟)*

c. 刚体的⼀般运动
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另外，从质点运动学的⻆度出发也可以得到这个结果：

𝑣⃗ =
𝑑
𝑑𝑡
𝑟 = 𝑟̇𝑒! + 𝑟

𝑑𝑒!
𝑑𝑡

• 其中球坐标单位基⽮量：
𝑑𝑒!
𝑑𝑡

= 𝜃̇𝑒" + 𝜙̇ sin 𝜃 𝑒# ≡ 𝜔×𝑒! ,	
𝑑𝑒"
𝑑𝑡

= −𝜃̇𝑒! + 𝜙̇ cos 𝜃 𝑒# ≡ 𝜔×𝑒" ,	
𝑑𝑒#
𝑑𝑡

= −𝜙̇ sin 𝜃 𝑒! − 𝜙̇ cos 𝜃 𝑒" ≡ 𝜔×𝑒# ,	

⇒ 𝜔 = 𝜙̇ cos 𝜃 	𝑒! − 𝜙̇ sin 𝜃 	𝑒" + 𝜃̇	𝑒# 

⇒	 𝑣⃗ = 𝑟̇𝑒! +𝜔×𝑟
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• 以B为坐标原点考察刚体上质点A相对于B的运动

•考虑到𝑟̇$% = 0，

𝑣⃗$% =
𝑑
𝑑𝑡
𝑟$% = 𝜔×𝑟$%

这⾥，𝜔 = 𝜙̇ cos 𝜃 	𝑒! − 𝜙̇ sin 𝜃 	𝑒" + 𝜃̇	𝑒#为瞬时⻆速度⽮量。
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⻆速度𝜔是否与质点的选择有关？

• 在⼀般质点运动中，我们看到𝜔依赖于A、B之间的相对坐标

• 在刚体中，质点之间运动满⾜约束关系， 𝑟$% ⋅ 𝑣⃗$% = 0

•我们⾸先假定𝜔依赖于A、B两点，即𝜔 = 𝜔$%，

𝑣⃗$ = 𝑣⃗% +𝜔$%×𝑟$%
再考虑任意的第三个点C，其速度

𝑣⃗& = 𝑣⃗% +𝜔&%×𝑟&% , 𝑣⃗& = 𝑣⃗$ +𝜔&$×𝑟&$
⽐较这三个式⼦可以得到，

𝑣⃗$% = 𝜔$%×𝑟$% = 𝜔&%×𝑟&% −𝜔&$×𝑟&$
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考虑刚体约束关系， 𝑟12 ⋅ 𝑣⃗12 = 0
𝑟12 ⋅ 𝜔72×𝑟72 −𝜔71×𝑟71 = 0

考虑到⼏何关系，
𝑟71 + 𝑟12 = 𝑟72

表达式可以化简为，
𝑟12 ⋅ 𝜔72×𝑟71 + 𝑟12 ⋅ 𝜔72×𝑟12 − 𝑟12 ⋅ 𝜔71×𝑟71 = 0

⇒ 𝑟12 ⋅ (𝜔72−𝜔71)×𝑟71 = 0

⇒ (𝜔72−𝜔71) ⋅ (𝑟71×𝑟12) = 0

考虑到A、B、C是任取的，必然有 𝜔72 = 𝜔71 = 𝜔，即刚体⻆速度与质点位置
⽆关。这⼀性质叫做刚体⻆速度的绝对性
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•⾄此，我们证明了刚体上任意⼀点的速度可以视为刚体上参考点
C的平动速度与转动速度的叠加，

𝑣⃗ = 𝑣⃗& +𝜔×(𝑟 − 𝑟&)

• 注意，参考点C的选择是任意的，既可以是刚体上的⼀点也可以
是随刚体⼀起运动的刚体延拓线上的⼀点
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• 这⼀结论对应的是⽆穷⼩位移，实际上欧拉旋转定理(Euler’s 
rotation theorem, 1775)告诉我们，刚体上任何⼀点的位移，都可
以视为平动与转动的叠加，

𝑟 = 𝑟& + 𝑅(𝑟 − 𝑟&)

这⾥，𝑅(𝑟)表示对与⽮量𝑟做旋转，其中⼀种表示⽅式是，
𝑅 𝑟 = 𝑟 cos 𝜃 + F𝑛×𝑟 sin 𝜃 + F𝑛(F𝑛 ⋅ 𝑟)(1 − cos 𝜃)
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【例⼦】刚体做平动时，所有质点速度相同，因此𝑣⃗ = 𝑣⃗&，⻆速度
为0
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【例⼦】平⾯刚体的定轴转动：考虑⼀个⻋轮绕轴⼼转动，⻋轴⽅
向为 F𝑛，转动速度为𝜃̇。则以⻋轴为参考点，⻋轮上某⼀点P的速度，

𝑣⃗' = 𝜃̇ F𝑛×𝑟'&
⻋轴的平动速度为0，⻋轮的⻆速度为𝜔 = 𝜃̇ F𝑛
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【例⼦】三维刚体的定轴转动：考虑如图三维刚体做定轴转动，其
上质点1、2的连线与其速度⽅向不在⼀个平⾯内。每个质点在各⾃
的平⾯内均绕转轴做圆周运动。选转动轴上任意⼀点作为参考点，
第i个质点的速度

𝑣⃗) = 𝜃̇ F𝑛×𝑟)* = 𝜃̇ F𝑛×𝑟)
刚体参考点的平动速度为0，刚体⻆速度为𝜔 = 𝜃̇ F𝑛
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【例⼦】⻋轮滚动：⻋轴的速度为𝑣⃗&，绕⻋轴转动的⻆速度为𝜔，
取⻋轴⽅向为 F𝑛，则⻋轮上任意⼀点的速度：

𝑣⃗) = 𝑣⃗& +𝜔F𝑛×𝑟)* = 𝑣⃗& +𝜔×𝑟)
其中， 𝜔 = 𝜔F𝑛为⻆速度⽮量。⻋轮与地⾯接触点P的速度：

𝑣' = 𝑣& −𝜔𝑅

•纯滚动：⻋轮与地⾯接触点相对于地⾯静⽌，即𝑣& = 𝜔𝑅
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【例⼦】陀螺的转动：设陀螺的瞬时转动轴的⽅向指向 F𝑛，其瞬时
⻆速度为𝜔，则任意⼀点i的速度为，

𝑣⃗) = 𝜔F𝑛×𝑟)* = 𝜔×𝑟)
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• 刚体的动⼒学原则上可以直接从⽜顿第⼆定律出发，但这个⽐较
复杂
• 刚体质点之间的⼒——内⼒——⽐较复杂
• 刚体只有6个⾃由度，根据上⼀节结论，任意质点的运动可以分

解为平动与转动的叠加，因此我们只需要研究刚体平动和转动所
遵循的动⼒学规律即可
• 刚体运动的分解与参考点的选择有关，
• 当刚体运动中存在⼀个体固定点时（定点旋转的转轴、定点旋转的定点）

⼀个⽅便的参考点是该固定点
• 当刚体运动中不存在⼀个体固定点时，选择质⼼参考系⽐较⽅便

§2. 刚体动⼒学
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𝑀
𝑑𝑣⃗+,
𝑑𝑡

= 𝐹⃗-./,
𝑑𝐿
𝑑𝑡

= 𝑀-./

• 刚体⼀共有6个⾃由度 —— 这两组⽅程⾜够确定刚体的动⼒学

• 质⼼的加速度仅依赖于合外⼒𝐹⃗-./ = ∑) 𝐹⃗)-./

• 体系相对于坐标原点的⻆动量的改变仅依赖于合外⼒矩𝑀-./ =
∑) 𝑟)×𝐹⃗)-./

• 如果选择质⼼作为⻆动量参考点，对应的⻆动量为内禀⻆动量
（⾃旋⻆动量）

a. 刚体的动⼒学⽅程
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𝐿 = 𝑀𝑟+,×𝑣⃗+, +Q
)

𝑚) 𝑟)0×𝑣⃗)0

= 𝐿+, + 𝐿12/ 	
质心参考系

𝐿⃗89:

• 质⼼参考系可能为⾮惯性参考系，⻆动量的变化满⾜⽅程，

𝑑𝐿12/
𝑑𝑡

= 𝑀-./ −Q
)

𝑚)𝑟)0×𝑀𝑎⃗+,

可⻅，在质⼼参考系，惯性⼒不贡献⼒矩：

𝑑𝐿12/
𝑑𝑡

= 𝑀-./
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【例⼦】从⼀个质量为 𝑀、半径为 𝑅 的线轴上抽线。已知抽线时
的张⼒为 𝑇，线轴的轴⼼固定，忽略线的质量与轴⼼的摩擦⼒。已
知线轴可以看出⼀个环形柱体且初始时刻线轴静⽌。求 𝑡 时刻线轴
的⻆速度。
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【例⼦】从⼀个质量为 𝑀、半径为 𝑅 的线轴上抽线。已知抽线时
的张⼒为 𝑇，线轴的轴⼼固定，忽略线的质量与轴⼼的摩擦⼒。已
知线轴可以看出⼀个环形柱体且初始时刻线轴静⽌。求 𝑡 时刻线轴
的⻆速度。
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𝑅

𝑇考虑相对于轴⼼的⻆动量，

𝐿	 =Q
)

𝑚)𝑟)×𝑣⃗) = −𝑀𝑅4𝜔𝑧̂

𝑀𝑅4𝜔̇ = 𝑇𝑅 ⇒ 𝜔 𝑡 =
𝑇
𝑀𝑅

𝑡



描述刚体运动时，我们⽤到了⻆速度𝜔。⽽另⼀⽅⾯描述刚体动⼒
学时，我们需要刚体的⻆动量。两者之间该如何相联系呢？

考虑刚体的⻆动量，

𝐿& =Q
)

𝑚)𝑟)&×𝑣⃗)& =Q
)

𝑚)𝑟)&× 𝜔×𝑟)&

=Q
)

𝑚)𝑟)&4𝜔 −Q
)

𝑚)𝑟)&(𝑟)& ⋅ 𝜔)

可⻅，⼀般⽽⾔，刚体的⻆动量与⻆速度呈线性关系，但是⻆动量
与⻆速度的⽅向不⼀定相同

b. 刚体的⻆动量
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【例⼦】考虑下图做定轴转动的刚体由两个质量为𝑚的球组成，球
由⻓度为𝑙的刚性轻杆相连。刚体绕过轻杆中⼼C的轴转动⻆速度为
𝜔。转轴与轻杆之间的夹⻆为𝜃，求刚体以C为参考点的⻆动量。
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【例⼦】考虑下图做定轴转动的刚体由两个质量为𝑚的球组成，球由
⻓度为𝑙的刚性轻杆相连。刚体绕过轻杆中⼼C的轴转动⻆速度为𝜔。
转轴与轻杆之间的夹⻆为𝜃，求刚体以C为参考点的⻆动量。
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解：总⻆动量，
𝐿 = 𝑚𝑟#×𝑣⃗# +𝑚𝑟$×𝑣⃗$ = 𝑙# + 𝑙$

其中球的速度，𝑣⃗! = 𝜔<𝑛×𝑟!< = 𝜔<𝑛×𝑟!。
𝑙! = 𝑚𝑟!×𝑣⃗! = 𝑚𝑟!× 𝜔<𝑛×𝑟! = 𝑚𝜔 <𝑛𝑟!$ − 𝑟! 𝑟! ⋅ <𝑛

=
1
4
𝑚𝜔𝑙$( <𝑛 sin$ 𝜃 − 𝑒< cos 𝜃 sin 𝜃)

⇒ 𝐿 =
1
2
𝑚𝜔𝑙$( <𝑛 sin$ 𝜃 − 𝑒< cos 𝜃 sin 𝜃)

⼤⼩： 𝐿 = #
$𝑚𝜔𝑙

$ sin 𝜃，⽅向与轻杆垂直。



【例⼦】考虑下图做定轴转动的刚体由两个质量为𝑚的球组成，球由
⻓度为𝑙的刚性轻杆相连。刚体绕过轻杆中⼼C的轴转动⻆速度为𝜔。
转轴与轻杆之间的夹⻆为𝜃，求刚体以C为参考点的⻆动量。

33

可⻅⻆动量的⽅向⼀直在发⽣改变，⼒矩是由哪⾥提供的？



【例⼦】考虑下图做定轴转动的刚体由两个质量为𝑚的球组成，球由
⻓度为𝑙的刚性轻杆相连。刚体绕过轻杆中⼼C的轴转动⻆速度为𝜔。
转轴与轻杆之间的夹⻆为𝜃，求刚体以C为参考点的⻆动量。

34

可⻅⻆动量的⽅向⼀直在发⽣改变，⼒矩是由哪⾥提供的？

答案是转轴。

定轴转动的刚体在⾼速旋转时，如果⻆动量⽅向与⻆速度⽅向
不⼀致，将会给转轴施加⾮常⼤的⼒，从⽽有可能对转轴或者
⽀撑点造成破坏。

【例⼦】：洗⾐机甩⼲时⾃动配平

【例⼦】：⾼速离⼼机的配平



【例⼦】考虑下图做定轴转动的刚体由两个质量为𝑚的球组成，球由
⻓度为𝑙的刚性轻杆相连。刚体绕过轻杆中⼼C的轴转动⻆速度为𝜔。
转轴与轻杆之间的夹⻆为𝜃，求刚体以C为参考点的⻆动量。
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𝐿7 =F
!

𝑚!𝑟!7$𝜔 −F
!

𝑚!𝑟!7(𝑟!7 ⋅ 𝜔)

如下⼏种情况下，刚体的⻆动量与刚体的⻆速度⽅向相同：

• 平⾯刚体且转轴与刚体平⾯垂直时。取转轴与刚体的交点为原点，
𝑟) ⋅ 𝜔 = 0
• 刚体存在⼀个转动对称轴，且绕着对称轴转动。取对称轴上任⼀

点作为原点，则垂直⽅向分量为0，

𝐿 =Q
)

𝑚)𝑟)&4𝜔 −Q
)

𝑚) 𝑟)& ⋅ 𝜔 4 W𝜔 =Q
)

𝑚)𝑟)*4 𝜔 ≡ 𝐼𝜔

• 刚体存在3个正交的轴，叫做主轴。当刚体沿着主轴转动时，⻆
动量⽅向与⻆速度⽅向相同

36

转动惯量



【例⼦】考虑⼀个⾼速旋转的陀螺⻆速度为𝜔 ≫ 1，陀螺的⻆动量
𝐿 = 𝐼𝜔。已知陀螺质⼼的⾼度为ℎ，陀螺质量为𝑚。当陀螺略微偏
离垂直位置时，分析陀螺的运动。

37



【例⼦】考虑⼀个⾼速旋转的陀螺⻆速度为𝜔 ≫ 1，陀螺的⻆动量
𝐿 = 𝐼𝜔。已知陀螺质⼼的⾼度为ℎ，陀螺质量为𝑚。当陀螺略微偏
离垂直位置时，分析陀螺的运动。

38

解：设陀螺偏离垂直位置的⻆度为𝜃。

陀螺所有的外⼒均在垂直⽅向，地⾯所提供的⽀持⼒与
重⼒平衡。

以陀螺与地⾯的接触点为原点，重⼒的⼒矩为，𝑀 =
ℎ×𝑚𝑔⃗，其中⼤⼩为𝑀 = 𝑚𝑔ℎ sin 𝜃，⽅向为垂直于纸⾯
向⾥，根据⻆动量-⼒矩定理： 

𝑀 =
𝑑𝐿
𝑑𝑡



【例⼦】考虑⼀个⾼速旋转的陀螺⻆速度为𝜔 ≫ 1，陀螺的⻆动量
𝐿 = 𝐼𝜔。已知陀螺质⼼的⾼度为ℎ，陀螺质量为𝑚。当陀螺略微偏
离垂直位置时，分析陀螺的运动。
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由于⼒矩⽅向⼀直垂直于⻆动量，因此⻆动量的⼤⼩不
变，仅改变⽅向，即发⽣进动：

𝑀 =
𝑑𝐿
𝑑𝑡

= Ω×𝐿

换句话说，陀螺不会倒下，⽽是会绕垂直轴进动，进动
⻆速度为，𝑚𝑔ℎ sin 𝜃 = Ω𝐼𝜔 sin 𝜃

⇒ Ω = 𝑚𝑔ℎ/𝐼𝜔



【例⼦】考虑⼀个⾼速旋转的陀螺⻆速度为𝜔 ≫ 1，陀螺的⻆动量
𝐿 = 𝐼𝜔。已知陀螺质⼼的⾼度为ℎ，陀螺质量为𝑚。当陀螺略微偏
离垂直位置时，分析陀螺的运动。

40

这个例⼦有⾮常重要的应⽤。例如来复枪(rifle)发明以前，⼴泛使⽤的是滑膛枪
(musket)。相⽐于滑膛枪来说，来复枪在枪管中增加了螺旋形的膛线，使得⼦弹
出射以后处在⾼速旋转状态。这样以来当⼦弹受到空⽓阻⼒影响时不会翻滚从
⽽影响射击精度。

来复枪或⼿枪枪管

霰弹枪枪管

⽛
槽

⼦弹运动
⽅向

⼦弹
轴的
⽅向

⼦弹质⼼

空⽓阻⼒

空⽓阻⼒



【例⼦】⼀个⻋轮质量为𝑚，半径为𝑅。恒定的驱动⼒𝐹作⽤在⻋
轴上。已知⻋轮在⽔平⾯上从静⽌开始做纯滚动。求⻋轴的速度
𝑣(𝑡)及⻋轮的⻆速度𝜔(𝑡)。

41

𝐹R
C



【例⼦】⼀个⻋轮质量为𝑚，半径为𝑅。恒定的驱动⼒𝐹作⽤在⻋
轴上。已知⻋轮在⽔平⾯上从静⽌开始做纯滚动。求⻋轴的速度
𝑣(𝑡)及⻋轮的⻆速度𝜔(𝑡)。

42

R
C 𝐹	

𝑓

解：设⻋轮受到的地⾯的摩擦⼒为𝑓。根据刚体的
动⼒学⽅程，

𝐹 − 𝑓 = 𝑚
𝑑𝑣
𝑑𝑡
, 𝑅𝑓 = 𝑚𝑅4

𝑑𝜔
𝑑𝑡

⻋轮做纯滚动的条件是，
𝑣 = 𝜔𝑅

因此，𝐹 = 𝑓 +𝑚𝑎 = 2𝑚𝑎

⇒ 𝑣 𝑡 =
𝐹
2𝑚

𝑡



【例⼦】⼀个⻋轮质量为𝑚，半径为𝑅。恒定的驱动⼒𝐹作⽤在⻋
轴上。已知⻋轮在⽔平⾯上从静⽌开始做纯滚动。求⻋轴的速度
𝑣(𝑡)及⻋轮的⻆速度𝜔(𝑡)。
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R
C 𝐹	

𝑓

求⻋轮与⽔平⾯之间的最⼩静摩擦系数

𝑓 =
𝐹
2

⇒ 𝜇	 ≥
𝑓
𝑚𝑔

=
𝐹

2𝑚𝑔



考虑刚体的动能，	𝑇 = #
$𝑀𝑣?@

$ + ∑!
#
$𝑚! 𝑣⃗! − 𝑣⃗AB $

第二项 =F
!

1
2
𝑚! 𝜔×𝑟!C $ =F

!

1
2
𝑚![ 𝜔×𝑟!C ×𝜔] ⋅ 𝑟!C

=F
!

1
2
𝑚! 𝑟!C$𝜔$ − 𝜔 ⋅ 𝑟!C $ =

1
2
𝐿89: ⋅ 𝜔

因此，

c. 刚体的能量

44

𝑇 =
1
2
𝑀𝑣+,4 +

1
2
𝐿12/ ⋅ 𝜔



外⼒所做的功的功率：

𝑃 =Q
)

𝐹⃗)-./ ⋅ 𝑣⃗) =Q
)

𝐹⃗)-./ ⋅ (𝑣⃗+, +𝜔×𝑟)0)

= 𝐹⃗	-./ ⋅ 𝑣⃗+, +Q
)

𝐹⃗)-./ ⋅ 𝜔×𝑟)0 = 𝐹⃗	-./ ⋅ 𝑣⃗+, +𝜔 ⋅Q
)

𝑟)0×𝐹⃗)-./

= 𝐹⃗	-./ ⋅ 𝑣⃗+, +𝑀	12/
-./ ⋅ 𝜔 	

= 𝐹⃗	-./ ⋅ 𝑣⃗+, +𝑀	
-./ ⋅ 𝜔 − 𝑟+,×𝐹⃗-./ ⋅ 𝜔

= 𝐹⃗	-./ ⋅ (𝑣⃗+, −𝜔×𝑟+,) + 𝑀	
-./ ⋅ 𝜔

45

𝑃 = 𝐹⃗	-./ ⋅ 𝑣⃗+, +𝑀	12/
-./ ⋅ 𝜔



【例⼦】考虑下图做定轴转动的刚体由两个质量为𝑚的球组成，球
由⻓度为𝑙的刚性轻杆相连。刚体绕过轻杆中⼼C的轴转动⻆速度为
𝜔。转轴与轻杆之间的夹⻆为𝜃，分析该刚体运动过程中外⼒所做
的功。
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刚体静⼒学平衡是刚体动⼒学的特殊情况。从动⼒学出发，刚体静
⼒学平衡的条件是，

𝐹⃗-./ = 0, 𝑀-./ = 0

即，刚体的合外⼒为零，同时相对于任意⼀个静⽌参考点的⼒矩为
0。

d. 刚体的静⼒学平衡

47



【例⼦】求𝐹5, 𝐹4

48



【例⼦】平衡⻦的物理原理

49



【例⼦】⼀架均匀的梯⼦斜靠在⼀⾯墙上。已知地⾯与梯⼦的静摩
擦系数为𝜇，墙与梯⼦的摩擦⼒可以忽略。求梯⼦与⽔平⾯的最⼩
的可能的夹⻆。

50

𝜃



【例⼦】⼀架均匀的梯⼦斜靠在⼀⾯墙上。已知地⾯与梯⼦的静摩
擦系数为𝜇，墙与梯⼦的摩擦⼒可以忽略。求梯⼦与⽔平⾯的最⼩
的可能的夹⻆。
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𝜃
𝑚𝑔

𝑁!

𝑓!

𝑁"

求解：⾸先进⾏受⼒分析。梯⼦可能受到的⼒包括，
重⼒𝑚𝑔，地⾯的⽀持⼒𝑁#和摩擦⼒𝑓#，墙⾯的⽀持
⼒𝑁$和摩擦⼒𝑓$。根据刚体静⼒平衡原理，

⼒平衡条件：
𝑚𝑔 = 𝑁#, 𝑁$ = 𝑓#

以梯⼦与墙的接触点为参考点，⼒矩平衡条件：

𝑚𝑔
𝑙
2
cos 𝜃 + 𝑓#𝑙 sin 𝜃 = 𝑁#𝑙 cos 𝜃 ,

𝑓#
𝑁#

≤ 𝜇

⇒
1
2
cot 𝜃 ≤ 𝜇	 ⇒ 𝜃 ≥ arctan 2𝜇 H#

例如：µ = 0.5,⇒ θ∗ = 45∘



【例⼦】⼀架均匀的梯⼦斜靠在⼀⾯墙上。已知地⾯与梯⼦的静摩
擦系数为𝜇 = 0.5，墙与梯⼦的摩擦⼒系数为𝜇′ = 0.5。求梯⼦与⽔
平⾯的最⼩的可能的夹⻆。

52

𝜃



【例⼦】⼀架均匀的梯⼦斜靠在⼀⾯墙上。已知地⾯与梯⼦的静摩
擦系数为𝜇 = 0.5，墙与梯⼦的摩擦⼒系数为𝜇0 = 0.5。求梯⼦与⽔
平⾯的最⼩的可能的夹⻆。

53

求解：
𝑚𝑔 + 𝑓$ = 𝑁#, 𝑁$ = 𝑓#

𝑚𝑔
𝑙
2
cos 𝜃 + 𝑓#𝑙 sin 𝜃 = 𝑁#𝑙 cos 𝜃

三个⽅程、四个未知数，⽋定问题——静摩擦⽋
定问题。⽆法完全确定摩擦⼒，只能确定摩擦⼒
之间的关系，

𝑓# tan 𝜃 − 𝑓$ =
1
2
𝑚𝑔

摩擦⼒实际的⼤⼩，与梯⼦的压缩/拉伸状态有
关——刚体模型不再适⽤！

𝜃
𝑚𝑔

𝑁!

𝑓!

𝑁"

𝑓"



【例⼦】⼀架均匀的梯⼦斜靠在⼀⾯墙上。已知地⾯与梯⼦的静摩
擦系数为𝜇 = 0.5，墙与梯⼦的摩擦⼒系数为𝜇0 = 0.5。求梯⼦与⽔
平⾯的最⼩的可能的夹⻆。

54

当然，最⼩可能的夹⻆还是可以求出来的。以两个
摩擦⼒分布为横纵坐标，可以根据摩擦约束画出摩
擦⼒可能的分布范围：

𝑓#/𝑁# ≤ 𝜇, 𝑓$/𝑁$ ≤ 𝜇C 	 ⇒
𝑓#

𝑚𝑔 + 𝑓$
≤ 𝜇,

𝑓$
𝑓#

≤ 𝜇C

𝜃
𝑚𝑔

𝑁!

𝑓!

𝑁"

𝑓"

tan 𝜃∗ =
1 − 𝜇𝜇′
2𝜇 ⇒ 𝜃∗ ≈ 36.9∘

𝑓! tan 𝜃 − 𝑓" =
1
2𝑚𝑔

画图求解！



作为刚体运动的基本形式，⾸先考虑刚体做定轴转动时的动⼒学问
题。此时，刚体的运动只有⼀个⾃由度。因此我们只需要考虑平⾏
于转轴⽅向的⻆动量分量。不妨取转轴⽅向为𝑧。⻆动量分量，

𝐿6 =Q
)

𝑚) 𝑟)4 − 𝑟)64 𝜔 =Q
)

𝑚)𝑟)*4 𝜔 ≡ 𝐼𝜔

其中，

𝐼 =Q
)

𝑚)𝑟)*4 =Q
)

𝑚)(𝑥)4 + 𝑦)4)

叫做刚体关于转轴的转动惯量。

§3. 定轴转动与平⾯平⾏运动

55



动⼒学⽅程为，
𝑑𝐿6
𝑑𝑡

= 𝐼
𝑑𝜔
𝑑𝑡

= 𝑀6
-./

对于定轴转动来说，这个⽅程相当于质点平动的⽜顿第⼆定律。其
中，𝐼起到质量的作⽤。

• 对于连续分布的刚体，求和可以换成积分，

𝐼 = b𝑑7𝑉	𝜌	(𝑥4 + 𝑦4)

这⾥，𝜌 是刚体的密度。

• 转动惯量与转轴的选择有关，相同的刚体关于不同的转轴的转动
惯量可能不相同

56



【例⼦】计算圆环过圆⼼且垂直于环⾯的转动惯量。

57

𝑅



【例⼦】计算圆环过圆⼼且垂直于环⾯的转动惯量。

58

𝑅

解：

𝐼 =Q
)

𝑚)𝑟)*4 = 𝑚𝑅4



【例⼦】计算均匀圆盘关于过圆⼼且垂直于圆盘的转动惯量。

59

𝑅



【例⼦】计算均匀圆盘关于过圆⼼且垂直于圆盘的转动惯量。

60

解：

𝐼 = \𝜌 𝑥$ + 𝑦$ 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

=
𝑚
𝜋𝑅$

\ 𝑥$ + 𝑦$ 𝑑𝑥𝑑𝑦

=
𝑚
𝜋𝑅$

\
H^

_^

\
H^

_^

(𝑥$ + 𝑦$) 𝑑𝑥𝑑𝑦

=
𝑚
𝜋𝑅$

\
H^

_^
2
3
𝑅% + 2𝑅𝑦$ 𝑑𝑦

=
8𝑚
3𝜋

𝑅$	

𝑅

𝑋

𝑌

−𝑅

+𝑅

−𝑅 +𝑅



【例⼦】计算均匀圆盘关于过圆⼼且垂直于圆盘的转动惯量。
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解：

𝐼 = \𝜌 𝑥$ + 𝑦$ 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

=
𝑚
𝜋𝑅$

\ 𝑥$ + 𝑦$ 𝑑𝑥𝑑𝑦

=
𝑚
𝜋𝑅$

\
H^

_^

\
H^

_^

(𝑥$ + 𝑦$) 𝑑𝑥𝑑𝑦

=
𝑚
𝜋𝑅$

\
H^

_^
2
3
𝑅% + 2𝑅𝑦$ 𝑑𝑦

=
8𝑚
3𝜋

𝑅$	

𝑅

𝑋

𝑌

−𝑅

+𝑅

−𝑅 +𝑅



【例⼦】计算均匀圆盘关于过圆⼼且垂直于圆盘的转动惯量。
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解：

𝐼 = \𝜌 𝑥$ + 𝑦$ 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

=
𝑚
𝜋𝑅$

\ 𝑥$ + 𝑦$ 𝑑𝑥𝑑𝑦

=
𝑚
𝜋𝑅$

\
H^

_^

\
H^

_^

(𝑥$ + 𝑦$) 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑅

𝑋

𝑌

−𝑅

+𝑅

𝑦

+ 𝑅" − 𝑦"− 𝑅" − 𝑦"

积𝑥的时候𝑦固定， 
𝑥的上下限不是±𝑅



【例⼦】计算均匀圆盘关于过圆⼼且垂直于圆盘的转动惯量。
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解：

𝐼 = \𝜌 𝑥$ + 𝑦$ 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

=
𝑚
𝜋𝑅$

\ 𝑥$ + 𝑦$ 𝑑𝑥𝑑𝑦

=
𝑚
𝜋𝑅$

\
H^

_^

\
H ^!He!

_ ^!He!

(𝑥$ + 𝑦$) 𝑑𝑥𝑑𝑦

=
𝑚
𝜋𝑅$

\
H^

_^
2
3
𝑅$ − 𝑦$

%
$ + 2𝑦$ 𝑅$ − 𝑦$

#
$ 𝑑𝑦

𝑅

𝑋

𝑌

−𝑅

+𝑅

𝑦

+ 𝑅" − 𝑦"− 𝑅" − 𝑦"



【例⼦】计算均匀圆盘关于过圆⼼且垂直于圆盘的转动惯量。

64

解：可以将圆盘视为由⼀系列环组成，

𝐼 = \Δ𝑚𝑟$

其中，Δ𝑚 = B
f^!

2𝜋𝑟Δ𝑟,

𝐼 = \
g

^
𝑚
𝜋𝑅$

2𝜋𝑟𝑟$d𝑟 =
2𝑚
𝑅$

\
g

^

𝑟%𝑑𝑟

=
2𝑚
𝑅$

1
4
𝑅( =

1
2
𝑚𝑅$

𝑅

𝑋

𝑌

−𝑅

𝑟
−𝑅 +𝑅

𝑑𝑟



【例⼦】计算均匀实⼼球关于过球⼼的轴的转动惯量。
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𝑅

𝑟 Δℎ
ℎ 𝑅

解：可以将球视为由⼀系列圆盘组成，

𝐼 = \
1
2
Δ𝑚𝑟$

其中，Δ𝑚 = 𝜌𝜋𝑟$Δℎ, 密度𝜌 = B
"
#f^

#，根据勾股定理

𝑅$ − ℎ$ = 𝑟$，

𝐼 = \
H^

^
1
2
𝜌𝜋 𝑅$ − ℎ$ $𝑑ℎ =

𝑚

2×43𝜋𝑅
%
\
H^

^

𝑅$ − ℎ$ $𝑑ℎ

=
𝑚

2×43𝜋𝑅
%

16
15
𝑅& =

2
5
𝑚𝑅$



66

常⻅形状刚体的转动惯量

圈或者
柱形壳

中空圆柱

圆盘、圆柱
矩形薄板

细⻓的棒

实⼼球
球壳

细⻓的棒



绕某个轴的转动惯量等于绕平⾏于该轴且过质⼼的转轴的转动惯量
𝐼& 	加上M𝑑4 ，其中𝑀为刚体质量，𝑑为两轴之间的距离，即

𝐼 = 𝐼& +𝑀𝑑4

a. 平⾏轴定理

67

𝐼7𝐼

𝑑

证明：

𝐼 =Q
)

𝑚)𝑟)*4 =Q
)

𝑚) 𝑟)*0 + 𝑑
4

=Q
)

𝑚)𝑟)*04 +Q
)

𝑚)𝑑4 +Q
)

𝑚)2𝑟10 ⋅ 𝑑

= 𝐼& +𝑀𝑑4

𝑚)
𝑟)*
𝑟)*+𝑑

0



【例⼦】计算均匀圆盘关于过盘边缘⼀点且垂直于圆盘的转动惯量。

68

𝑅



【例⼦】计算均匀圆盘关于过盘边缘⼀点且垂直于圆盘的转动惯量。

69

𝑅

解：圆盘关于圆⼼的转动惯量为，

𝐼& =
1
2
𝑀𝑅4

利⽤平⾏轴定理，

𝐼 = 𝐼& +𝑀𝑅4 =
3
2
𝑀𝑅4



对于平⾯刚体，令 𝑥, 𝑦, 𝑧 为三个正交的轴，且 𝑧 垂直于平⾯，𝑥, 𝑦 
在平 ⾯以内。则绕三个轴的转动惯量满⾜，

𝐼6 = 𝐼8 + 𝐼9

b. 垂直轴定理

70

𝐼e证明：

𝐼6 =Q
)

𝑚)𝑟)*4 =Q
)

𝑚)(𝑥)4 + 𝑦)4)

=Q
)

𝑚)𝑥)4 +Q
)

𝑚)𝑦)4 = 𝐼9 + 𝐼8

𝐼j

𝐼k

𝑚!
𝑟)*

𝑥)
𝑦)



【例⼦】计算均匀圆盘关于过盘边缘⼀点且平⾏于圆盘的转动惯量。

71

𝑅



【例⼦】计算均匀圆盘关于过盘边缘⼀点且平⾏于圆盘的转动惯量。

解：

利⽤垂直轴定理，
𝐼6 = 𝐼8 + 𝐼9

其中，𝐼6 =
5
4
𝑀𝑅4，由于对称性，𝐼8 = 𝐼9

因此，

𝐼8 = 𝐼9 =
1
2
𝐼6 =

1
4
𝑀𝑅4

72

𝑅



【例⼦】质量为𝑚5、 𝑚4的⽊块如图吊在阿德伍德机两端，滑轮的
质量为𝑚，可以视为⼀个半径为𝑟的圆盘。已知可以忽略绳的质量
且滑轮与绳之间的摩擦⼒⾜够⼤，忽略其他摩擦。求⽊块的加速度。
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【例⼦】质量为𝑚5、 𝑚4的⽊块如图吊在阿德伍德机两端，滑轮的
质量为𝑚，可以视为⼀个半径为𝑟的圆盘。已知可以忽略绳的质量
且滑轮与绳之间的摩擦⼒⾜够⼤，忽略其他摩擦。求⽊块的加速度。
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𝑚!𝑔

𝑚"𝑔

𝑇"
𝑇!

求解：⾸先做受⼒分析，如图所示。⽊块在重⼒与张⼒的作⽤下
做匀加速运动，滑轮在张⼒⼒矩的作⽤下做定轴转动，转动惯量

为𝐼 = #
$
𝑚𝑟$，建⽴动⼒学⽅程，

𝑚#𝑎# = 𝑚#𝑔 − 𝑇#,	
𝑚$𝑎$ = 𝑚$𝑔 − 𝑇$,	
𝑇#𝑟 − 𝑇$𝑟 = 𝐼𝛼

由于绳不可伸⻓，⽊块之间的加速度满⾜约束关系：𝑎# + 𝑎$ = 0,	

绳在滑轮上不打滑，因此，𝛼𝑟 = 𝑎#。可以解得：

𝑎# = −𝑎$ =
𝑚# −𝑚$

𝑚# +𝑚$ + (1/2)𝑚
𝑔



刚体的动能为，

𝑇 =
1
2
𝑀𝑣+,4 +

1
2
𝐿12/ ⋅ 𝜔

其中，内禀⻆动量𝐿12/为，

𝐿12/ =Q
)

𝑚)𝑟)0
4 𝜔 −𝑚)𝑟)0(𝑟)0 ⋅ 𝜔)

其中第⼆项，
1
2
𝐿12/ ⋅ 𝜔 =Q

)

1
2
𝑚) 𝑟)04𝜔4 − 𝜔 ⋅ 𝑟)0 4 =

1
2
Q
)

𝑚)𝑟)*04 𝜔4 ≡
1
2
𝐼&𝜔4

c. 转动动能

75



其中𝐼&为刚体关于过质⼼的轴的转动惯量。因此刚体的动能为

𝑇 =
1
2
𝑀𝑣+,4 +

1
2
𝐼&𝜔4

第⼀项为质⼼运动(平动)的动能，第⼆项为刚体绕过质⼼的轴转动
时的动能。注意，

• 当刚体沿不同⽅向的轴转动时，刚体的转动惯量可能不同

• 刚体做定轴转动时，质⼼的速度不⼀定为0

76

𝐼e

𝐼j

𝐼k

平动动能 转动动能

质⼼



考虑定轴转动的情形。此时质⼼速度𝑣+, = 𝜔𝑑，其中𝑑为质⼼距离
转轴的距离。总动能，

𝑇 =
1
2
𝑀𝑑4𝜔4 +

1
2
𝐼&𝜔4

根据平⾏轴定理， 𝐼 = 𝐼& +𝑀𝑑4 ，因此刚体做定轴转动的总动能为，

𝑇 =
1
2
𝐼𝜔4

77

𝐼
𝑑



• 平⾯平⾏运动有3个⾃由度，其中两个可以来⾃刚体的质⼼运动

• ⼀个来⾃刚体绕质⼼为转轴的转动：在质⼼参考系，刚体以过质
⼼的转轴做定轴转动

𝑀
𝑑𝑣⃗+,
𝑑𝑡

= 𝐹⃗-./, 𝐼&
𝑑𝜔
𝑑𝑡

= 𝑀6
-./

其中𝐼7为刚体关于过质⼼的轴的转动惯量。注意，在质⼼参考系，惯性⼒对于
⼒矩的贡献为0

• 平⾯平⾏运动的总动能，𝑇 = 5
4
𝑀𝑣+,4 + 5

4
𝐼&𝜔4

d. 平⾯平⾏运动

78



【例⼦】⼀个质量为𝑚，半径为𝑅的实⼼球从⼀个斜⾯上从静⽌开
始运动。已知斜⾯的倾⻆为𝜃，球与斜⾯之间的摩擦系数为𝜇。求
球的质⼼的加速度。

79

𝜃



【例⼦】⼀个质量为𝑚，半径为𝑅的实⼼球从⼀个斜⾯上从静⽌开
始运动。已知斜⾯的倾⻆为𝜃，球与斜⾯之间的摩擦系数为𝜇。求
球的质⼼的加速度。

80

𝜃

解：⼩球在斜⾯上运动时，即可能滚动，⼜可能滑动。
发⽣滚动时，摩擦⼒𝑓 ≤ 𝜇𝑁，发⽣滑动时，摩擦⼒𝑓 =
𝜇𝑁，因此需要分情况讨论。

⾸先是受⼒分析如图所示。将⼒沿着平⾏于斜⾯和垂直
于斜⾯两个⽅向分解。刚体动⼒学⽅程为，

𝑚𝑔 sin 𝜃 − 𝑓 = 𝑚𝑎,	
𝑚𝑔 cos 𝜃 = 𝑁,	

𝑓𝑅 = 𝐼𝛼

这⾥𝐼 = $
&𝑚𝑅

$为⼩球的转动惯量。

𝑁

𝑓

𝑚𝑔



【例⼦】⼀个质量为𝑚，半径为𝑅的实⼼球从⼀个斜⾯上从静⽌开
始运动。已知斜⾯的倾⻆为𝜃，球与斜⾯之间的摩擦系数为𝜇。求
球的质⼼的加速度。

81

𝜃

假如⼩球发⽣纯滚动约束条件为，
𝛼𝑅 = 𝑎

可以得到，

𝑎 =
𝑚𝑔 sin 𝜃

𝑚 + 𝐼
𝑅$

=
5
7𝑔 sin 𝜃 ,	

⼩球做纯滚动的条件是， 𝑓 ≤ 𝜇𝑁 。从加速度可以求得，

𝑁 = 𝑚𝑔 cos 𝜃 , 𝑓 =
2
7
𝑚𝑔 sin 𝜃

从⽽，纯滚动的条件是，𝜇 ≥ $
m
tan 𝜃

𝑁

𝑓

𝑚𝑔



【例⼦】⼀个质量为𝑚，半径为𝑅的实⼼球从⼀个斜⾯上从静⽌开
始运动。已知斜⾯的倾⻆为𝜃，球与斜⾯之间的摩擦系数为𝜇。求
球的质⼼的加速度。

82

𝜃

假如如果𝜇 < $
m tan 𝜃，则⼩球在运动过程中即滚动也滑

动。摩擦⼒为，
𝑓 = 𝜇𝑁

可以得到，
𝑎 = 𝑔(sin 𝜃 − 𝜇 cos 𝜃),	

可以计算球与斜⾯接触点的加速度，

𝛼𝑅 =
5
2
𝜇𝑔 cos 𝜃

滑动滚动的条件是，𝑎 > 𝑅𝛼 ⇒ 𝜇 < $
m tan 𝜃。

𝑁

𝑓

𝑚𝑔



【例⼦】⼀个质量为𝑚，半径为𝑅的实⼼球从⼀个斜⾯上从静⽌开
始运动。已知斜⾯的倾⻆为𝜃，球与斜⾯之间的摩擦系数为𝜇，初始
⼩球在斜⾯上距离地⾯的⾼度为 ℎ 处，求球到达地⾯时的质⼼速度。

83

𝜃

解：

1. ⼩球发⽣纯滚动时(𝜇 ≥ $
m tan 𝜃)，摩擦⼒不做功，根据

能量守恒，

𝑚𝑔ℎ =
1
2
𝑚𝑣$ +

1
2
𝐼𝜔$

纯滚动的条件，𝑣 = 𝜔𝑅，

𝑚𝑔ℎ =
7
10
𝑚𝑣$ 	⇒ 𝑣 =

10
7
𝑔ℎ



【例⼦】⼀个质量为𝑚，半径为𝑅的实⼼球从⼀个斜⾯上从静⽌开
始运动。已知斜⾯的倾⻆为𝜃，球与斜⾯之间的摩擦系数为𝜇，初始
⼩球在斜⾯上距离地⾯的⾼度为 ℎ 处，求球到达地⾯时的质⼼速度。

84

𝜃

解：

2. ⼩球发⽣滑动滚动时(𝜇 < $
m tan 𝜃)，摩擦⼒做功。此时

直接计算⽐较⽅便。速度，

𝑣$ =
2𝑎ℎ
sin 𝜃

	⇒ 𝑣 = 2𝑔ℎ(1 − 𝜇 cot 𝜃)

临界情况：𝜇 = $
m
tan 𝜃 , 𝑣 = 2𝑔ℎ 1 − $

m
= #g

m
𝑔ℎ与纯

滚动的结果相同



【例⼦】⼀个质量为𝑚，半径为𝑅的实⼼球从⼀个斜⾯上从静⽌开
始运动。已知斜⾯的倾⻆为𝜃，球与斜⾯之间的摩擦系数为𝜇，初始
⼩球在斜⾯上距离地⾯的⾼度为 ℎ 处，求球到达地⾯时的质⼼速度。
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𝜃

解：

摩擦⼒所做功：

𝑊n = −
𝜇𝑚𝑔 cos 𝜃 ℎ

sin 𝜃
+ 𝜇𝑚𝑔 cos 𝜃 𝑅𝜑

= −𝜇𝑚𝑔ℎ
1 − 72𝜇 cot 𝜃
tan 𝜃 − 𝜇

其中，
𝑅𝜑

ℎ/sin𝜃
=
𝑅𝛼
𝑎
=

5𝜇 cos 𝜃
2(sin 𝜃 − 𝜇 cos 𝜃)



【例⼦】弹硬币游戏。⼀枚硬币质量为𝑀，半径为𝑅。垂直⽴在光
滑⽔平⾯上。𝑡 = 0时刻，⽤⼿指快速地弹硬币的边缘，弹的⽅向
沿⽔平⽅向且垂直于硬币平⾯。已知弹射后硬币中⼼的⽔平速度为
𝑣，求硬币旋转的⻆速度𝜔。

86



【例⼦】弹硬币游戏。⼀枚硬币质量为𝑀，半径为𝑅。垂直⽴在光
滑⽔平⾯上。𝑡 = 0时刻，⽤⼿指快速地弹硬币的边缘，弹的⽅向
沿⽔平⽅向且垂直于硬币平⾯。已知弹射后硬币中⼼的⽔平速度为
𝑣，求硬币旋转的⻆速度𝜔。
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Δ𝐼 = 𝐹Δ𝑡

解：⼿指给硬币⼀个冲量Δ𝐼 = 𝐹Δ𝑡，𝐹为冲量所对应的平
均⼒。以质⼼为参考系，相对于质⼼的内禀冲量矩为，

Δ𝑀89: = 𝑅𝐹Δ𝑡 = 𝑅Δ𝐼

应⽤质⼼的动量定理，
𝑀𝑣 = Δ𝐼

应⽤冲量矩-⻆动量定理，

Δ𝐼𝑅 = 𝐼𝜔 =
1
4
𝑀𝑅$𝜔

⇒ 𝜔 = 4𝑣/𝑅



刚体做平⾯平⾏运动时，可以在刚体或其延伸上找到⼀个瞬时静⽌
的轴，根据刚体运动的⼀般性质，刚体上任意⼀个质点的运动，

𝑣⃗ = 𝑣⃗: +𝜔× 𝑟 − 𝑟: = 𝜔×(𝑟 − 𝑟:)

其中，𝑂为转轴上任意⼀点，其速度𝑣⃗: = 0。因此整个刚体围绕这
个瞬时静⽌的轴（叫做瞬时转动轴）转动。当然这个转动时瞬时的。

例如⻋轮在⽔平⾯上做纯滚动时，⻋轮与地⾯的接触点的瞬时速度
为0，因此可以选为瞬时转动轴。

88

C



刚体的动能可以写成，

𝑇 =
1
2
𝑀𝑣;<4 +

1
2
𝐼&𝜔4 =

1
2
𝐼𝜔4

注意，这个瞬时转动轴不⼀定在刚体上，也可能在刚体的延伸上。
例如下⾯⻜机的例⼦，瞬时转动轴就在⻜机之外。

89质⼼平动+⾃旋绕瞬时轴做转动



【例⼦】⼀个⻋轮质量为𝑚，半径为𝑅。恒定的驱动⼒𝐹作⽤在⻋
轴上。已知⻋轮在⽔平⾯上从静⽌开始做纯滚动。求⻋轴的速度
𝑣(𝑡)及⻋轮的⻆速度𝜔(𝑡)。

90

R
C 𝐹	

𝑓

解法⼀：设⻋轮受到的地⾯的摩擦⼒为𝑓。根据刚
体的动⼒学⽅程，

𝐹 − 𝑓 = 𝑚
𝑑𝑣
𝑑𝑡
, 𝑅𝑓 = 𝑚𝑅4

𝑑𝜔
𝑑𝑡

⻋轮做纯滚动的条件是，
𝑣 = 𝜔𝑅

因此，𝐹 = 𝑓 +𝑚𝑎 = 2𝑚𝑎

⇒ 𝑣 𝑡 =
𝐹
2𝑚

𝑡



【例⼦】⼀个⻋轮质量为𝑚，半径为𝑅。恒定的驱动⼒𝐹作⽤在⻋
轴上。已知⻋轮在⽔平⾯上从静⽌开始做纯滚动。求⻋轴的速度
𝑣(𝑡)及⻋轮的⻆速度𝜔(𝑡)。
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R
C 𝐹	

𝑓

解法⼆：以地⾯与⻋轮的接触点为参考点。选择
地⾯参考系，根据刚体的动⼒学⽅程，

𝑅𝐹 = 𝐼
𝑑𝜔
𝑑𝑡

其中，根据平⾏轴定理，𝐼 = 𝑚𝑅4 +𝑚𝑅4 = 2𝑚𝑅4

⇒ 𝜔 𝑡 =
𝐹

2𝑚𝑅
𝑡, 𝑣 𝑡 =

𝐹
2𝑚

𝑡



【例⼦】⼀个镜框垂直靠墙放置。初始时刻受到微⼩扰动向下倾倒。
若镜框与地⾯的摩擦系数充分⼤，分析镜框什么⻆度脱离墙⻆。
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【例⼦】⼀个镜框垂直靠墙放置。初始时刻受到微⼩扰动向下倾倒。
若镜框与地⾯的摩擦系数充分⼤，分析镜框什么⻆度脱离墙⻆。
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解：镜框受到墙的⽀持⼒和地⾯的摩擦⼒。当摩擦⼒⼤于
临界值时，镜框开始向右滑动脱离墙⻆。

第⼀个阶段，镜框底部静⽌，镜框做定轴转动。相对于转

轴的转动惯量为𝐼 = #
%𝑀𝐿

$，其中，𝑀、𝐿分别为镜框的质量
和镜框的⾼度。根据能量守恒，重⼒势能转化为定轴转动
的动能，

𝑀𝑔
𝐿
2
1 − cos 𝜃 =

1
2
𝐼𝜔$

⇒ 𝜔 = 𝜃̇ =
3𝑔
𝐿
(1 − cos 𝜃)

𝜃

𝑀𝑔



【例⼦】⼀个镜框垂直靠墙放置。初始时刻受到微⼩扰动向下倾倒。
若镜框与地⾯的摩擦系数充分⼤，分析镜框什么⻆度脱离墙⻆。
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其次，我们来求临界⻆度。此时，向左的摩擦⼒𝑓 = 𝜇𝑁，𝑁为地⾯
对镜框的⽀持⼒，𝜇为摩擦系数。可以采⽤任意⼀个涉及到摩擦⼒
的动⼒学⽅程来求解摩擦⼒与⽀持⼒。这⾥采⽤质⼼的运动⽅程，

𝑓 = −𝑀𝑎j,	
𝑀𝑔 − 𝑁 = 𝑀𝑎e

其中质⼼的速度根据定轴转动，

𝑣?@ =
𝐿
2
𝜔 =

1
2

3𝑔𝐿(1 − cos 𝜃)

⇒ 	m
𝑣j = 𝑣?@ cos 𝜃 = (1/2) 3𝑔𝐿(1 − cos 𝜃) cos 𝜃
𝑣e = 𝑣?@ sin 𝜃 = (1/2) 3𝑔𝐿(1 − cos 𝜃) sin 𝜃

𝜃

𝑀𝑔
𝑁

𝑓

𝑣⃗,-

𝜃



【例⼦】⼀个镜框垂直靠墙放置。初始时刻受到微⼩扰动向下倾倒。
若镜框与地⾯的摩擦系数充分⼤，分析镜框什么⻆度脱离墙⻆。

𝑎j = 𝑣̇j = 3𝑔/4 3 cos 𝜃 − 2 sin 𝜃	
𝑎e = 𝑣̇e = 3𝑔/4 3 cos 𝜃 + 1 (1 − cos 𝜃)

从⽽可以求出摩擦⼒与⽀持⼒，

𝑓 =
3𝑀𝑔
4

2 − 3 cos 𝜃 sin 𝜃 ,

𝑁 = 𝑀𝑔 −
3𝑀𝑔
4 3 cos 𝜃 + 1 (1 − cos 𝜃)

摩擦⼒、⽀持⼒与两者⽐值如图所示。对于每⼀个可能
的摩擦系数，都可以求出相应的临界⻆度。当地⾯⽀持
⼒𝑁 = 0时，不论多⼤的摩擦系数均⽆法提供摩擦⼒，因
此镜框将会在离⼼⼒的作⽤下向右滑动，脱离墙⻆，此
时，𝜃∗ = arccos 1/3 ≈ 70.5∘ 𝜃

𝑓/𝑁

𝑁

𝑓
𝜇 = 0.75

地⾯⽀持
⼒为0



谢谢！
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