
三次样条插值函数

1 三次样条插值

虽然分段低次插值函数都具有一致收敛性，但光滑性较差，对于像高速飞机的机翼形线，船体放样等

型值线往往要求有二阶光滑度，即有二阶连续导数，早期工程师制图时，把富有弹性的细长木条 (所谓样
条) 用压铁固定在样点上，在其他地方让其自由弯曲，然后画下长条的曲线，称为样条曲线。它实际是由分
段三次曲线连接而成，在连接点即样点上要求二阶导数连续，从数学上加以概括就得到了数学样条这一概

念。下面讨论最常用的三次样条函数。

1.1 三次样条函数

定义：函数 S(x) ∈ C2[a, b]，且在每个小区间 [xi, xi+1] 上是三次多项式，其中 a = x0 < x1 < . . . <

xn = b 是给定节点，则称 S(x) 是节点 x0, x1, . . . , xn 上的三次样条函数。

若在节点 xi 上给定函数值 yi = f(xi)(i = 0, 1, . . . , n)，并成立：

S(xi) = yi (i = 0, 1, . . . , n)

则称 S(x) 为三次样条插值函数。

从定义知要求出 S(x)，在每个小区间 [xi, xi+1] 上要确定 4 个待定系数，共有 n 个小区间，故应确定

4n 个参数。

根据 S(x) 在 [a, b] 上二阶导数连续，在节点 xi(i = 1, 2, . . . , n− 1) 处应满足连续性条件：

S(xi − 0) = S(xi + 0),

S′(xi − 0) = S′(xi + 0),

S′′(xi − 0) = S′′(xi + 0)

共有 3n− 3 个条件，再加上 S(x) 满足插值条件 S(xi) = yi (i = 0, 1, . . . , n)，共 4n− 2 个条件，因此还需

要两个条件才能确定 S(x)。

通常可在区间 [a, b] 端点 a = x0, b = xn 处各加一个条件（称为边界条件），可根据实际问题的要求给

定。常见的有以下三种：

1. 已知两端的一阶导数值，即：
S′(x0) = f ′

0, S′(xn) = f ′
n

2. 已知两端的二阶导数值，即：
S′′(x0) = f ′′

0 , S′′(xn) = f ′′
n

1



其特殊情况：

S′′(x0) = S′′(xn) = 0

称为自然边界条件

3. 当 f(x) 是以 xn − x0 为周期的周期函数时，则要求 S(x) 也是周期函数。这时边界条件应满足：

S(x0 + 0) = S(xn − 0),

S′(x0 + 0) = S′(xn − 0),

S′′(x0 + 0) = S′′(xn − 0)

而此时 y0 = yn。这样确定的样条函数 S(x)，称为周期样条函数。

1.2 三弯矩方程

我们将在区间 [xi, xi+1] 上表示 S(x) 的多项式记为 Si(x), 现在我们来推导区间 [xi, xi+1] 上 Si(x) 的

表达式。首先，我们定义一组数 Mi = S′′(xi)。由于 Si(x) 是 [xi, xi+1] 上的三次多项式，因此 S′′
i (x) 是满

足 S′′
i (xi) = Mi 和 S′′

i (xi+1) = Mi+1 的线性函数，所以说 S′′
i (x) 也是 Mi 和 Mi+1 之间的直线：

S′′
i (x) =

Mi

hi
(xi+1 − x) +

Mi+1

hi
(x− xi)

其中 hi = xi+1 − xi，把这个函数积分两次，其结果就是 Si:

Si(x) =
Mi

6hi
(xi+1 − x)3 +

Mi+1

6hi
(x− xi)

3 + C(x− xi) +D(xi+1 − x)

其中 C 和 D 是积分常数, 将插值条件 Si(xi) = yi 和 Si(xi+1) = yi+1 作用在 Si 上就可以确定 C 和 D，结

果为：

Si(x) =
Mi

6hi
(xi+1 − x)3 +

Mi+1

6hi
(x− xi)

3 + (
yi+1

hi
− Mi+1hi

6
)(x− xi) + (

yi
hi

− Mihi
6

)(xi+1 − x) (1)

上式称为三次样条插值函数的三弯矩方程。所以一旦确定了 M0,M1, . . . ,Mn 的值以后，可以用上式算出

S(x) 在区间 [x0, xn] 内任意一点 x 处的值。

下面，我们用 S′(x) 的连续性条件来确定 M0,M1, . . . ,Mn, 在内节点 xi 上，一定有 S′
i−1(xi) = S′

i(xi)。

对(1)式求微分可得 S′
i(x)，然后做替换 x = xi 并化简得：

S′
i(xi) = −hi

3
Mi −

hi
6
Mi+1 −

yi
hi

+
yi+1

hi
(2)

同理，可由(1)式得到 S′
i−1(x)，我们有：

S′
i−1(xi) =

hi−1

6
Mi−1 +

hi−1

3
Mi −

yi−1

hi−1
+

yi
hi−1

(3)

当(2)和(3)右端项建立一个等式时，其结果可写为：

hi−1Mi−1 + 2(hi + hi−1)Mi + hiMi+1 =
6

hi
(yi+1 − yi)−

6

hi−1
(yi − yi−1) (4)
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这个等式仅仅对 i = 1, 2, . . . , n − 1 成立，从而给出了一个含有 n + 1 个未知量 M0,M1, . . . ,Mn 的 n − 1

次方程的线性方程组。这时，我们取自然边界条件，即 M0 = Mn = 0，由此得到的样条函数称为自然三次

样条。

对于 1 ≤ i ≤ n − 1，以及 M0 = Mn = 0，方程组(4)是对称的、三对角的和对角占优的，它具有下列
形式： 

u1 h1

h1 u2 h2

h2 u3 h3
. . . . . . . . .

hn−3 un−2 hn−2

hn−2 un−1





M1

M2

M3

...
Mn−2

Mn−1


=



v1

v2

v3
...

vn−2

vn−1


其中：

hi = xi+1 − xi

ui = 2(hi + hi−1)

bi =
6

hi
(yi+1 − yi)

vi = bi − bi−1
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