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摘　要　３Ｄ打印技术改变了传统的减式材料制造模式，带来了 制 造 工 艺 和 生 产 模 式 的 变 革，有 力 地 推 动 了３Ｄ数

字化相关技术与研究的发展．文中从３Ｄ打印的社会背景与理论背景出发，介绍了３Ｄ打印技术的分类、原理与 过

程．以此为基础，对近几年的３Ｄ打印中的几何计算问题给出了全面的综述，根据问题特点将其分为几何优化、结构

分析、材料表面效果定制、机构设计、自支撑结构设计、内 部 结 构 设 计 等 六 大 类，并 对 每 一 类 作 了 详 细 的 分 类 介 绍，
最后对其发展方向作了初步展望．
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１　引　言

３Ｄ打 印 是 增 材 制 造 技 术（Ａｄｄｉｔｉｖｅ　Ｍａｎｕｆａｃ－

ｔｕｒｉｎｇ，ＡＭ）的俗称，是一种依据三维ＣＡＤ设计 数

据，采用离散材料（液体、粉末、丝、片、板、块等）逐层

累加制造物体的技术［１］．相对于传统的材料去除方

式、材料成型方式，３Ｄ打印是一种自下而上 材 料 累



加的制造工艺，自２０世纪８０年代开始逐步发展，也
被称 为 快 速 成 型（Ｒａｐｉｄ　Ｐｒｏｔｏｔｙｐｉｎｇ）、分 层 制 造

（Ｌａｙｅｒｅｄ　Ｍａｎｕｆａｃｔｕｒｉｎｇ）等．
《经济学人》杂志在其２０１２年的一期专题报导

中称，３Ｄ打印技术的发展与逐渐成熟，是第 三 次 工

业革命①的重要标志之一．
１．１　３Ｄ打印与第三次工业革命相互促进

所谓第三次工业革命［２］，实质就 是 以 数 字 制 造

技术、互联网技术和再生能源技术的重大创新与融

合为代表，从而导致工业、产业乃至社会发生重大变

革，这一过程不仅将推动一批新兴产业诞生与发展

以替代已有产业，还将导致社会生产方式、制造模式

甚至生产组织方式等方面的重要变革，最终使人类

进入生态和谐、绿色低碳、可持续发展的社会．
第三次工业革命的一个重要特征是生产方式变

革，即由大规 模 生 产 向 大 规 模 定 制、个 性 化 定 制 转

变．现在的生产方式是大规模标准化、用机器生产机

器的方式；新的生产方式，是以互联网为支撑的智能

化大规模定制的方式，标志着个性化定制、生产社会

化时代的到来．
回顾过去的两次工业革命，不难看到许多分布

各地的小作坊，这也许是生产社会化的雏形．但是这

些小作坊大多作为大工厂的补充，它们的任务是辅

助大工厂的集约化大生产．在第三次工业革命的到

来中，分散式的社会化协作将会成为主体，不同的是

新的小作坊不是进行附加值很低的商品化生产，而

是高附加值的商品设计与创作．
在这一形势下，３Ｄ打印 技 术 的 出 现 恰 逢 其 时．

它作为一种高效、分散式生产工具，带我们进入个性

化与社会化创造的时代，并且将会把商品生产推向

多元化、个性化生产模式．
１．２　３Ｄ打印将使长尾市场无限延伸

长尾理论（Ｔｈｅ　Ｌｏｎｇ　Ｔａｉｌ）［３］是 由 美 国《连 线》
杂志主编克里斯·安德森在２００４年提出的，用来描

述诸如亚马逊②之 类 网 站 的 商 业 和 经 济 模 式．它 是

指当商品储存、流通的渠道足够宽广，商品的生产销

售成本急剧下降时，那些原来不受到重视的销量小、
但种类多的产品或服务由于总量巨大，累积起来的

总收益超过 主 流 产 品 的 现 象．即 涓 涓 细 流，汇 聚 成

河，众多小市场汇聚成可与主流大市场相匹敌的市

场能量．
长尾理论直到２００４年才被提出是有原因的．虽

然这种现象过去一直就有，但是直到现在才成为一

种显著的趋势，是因为长尾背后需要有两股力量：其

一是充足的供给，其二是网络的流行．充足的供给解

决了商品的生产问题，网络的流行解决了商品的流

通问题．
３Ｄ打印恰恰暗合了长尾背后的两股力量，那就

是富裕的供给和便捷的网络．３Ｄ打印赋予普通人以

制造的能力，促进了个性化定制与生产社会化，使得

人人都能生产 制 造，同 时３Ｄ打 印 的 产 品 都 可 通 过

数字形式存储，完全打破物理货架限制，产品存储几

乎无限，这些必 定 使 得３Ｄ打 印 产 品 具 有 富 裕 的 供

给；数字形式的产品使得人们可以更加方便地搜索

到自己所需的商品，加上便捷的网络，这样用户购买

你的产品的 渠 道 就 仅 仅 需 要 宽 带 下 载 的 方 式 就 够

了，完全是一种打破原子的方式．
根据长尾理论，产品越偏向于数字形式，长尾就

越往右延伸．因此，基于以上分析，３Ｄ打印技术将会

给大规模工业经济带来的一次巨大冲击，将会使市

场向长尾方向无限延伸．
１．３　３Ｄ打印的优势［４］

（１）产品复杂度、多样化与成本无关．传统制造

方式下，产品的形状越复杂，其制造成本就越高．同

时，传统制造设备功能较少或单一，可加工的产品形

状有限．而对一台３Ｄ打印机来说，它可以打印各种

各样形状的产品，无论复杂还是简单形状的物体，并
不对其制造成本产生太大影响．它无需机械加工或

预制任何模具，这样极大地减小了复杂产品的制造

难度，缩短了研制周期．
（２）零技 能 制 造．传 统 工 匠 需 要 当 几 年 学 徒 才

能掌握所需要的技能．批量生产和计算机控制的制

造机器降低了对技能的要求，然而传统的制造机器

仍然需要熟练的专业人员进行机器调整和校准．利

用３Ｄ打印技 术 制 造 同 样 复 杂 的 产 品，个 人 只 需 在

电脑中进行智能化设计，然后将复杂作业流程转化

为数字化文件，发送到３Ｄ打印机即可实现制造．整

个过程中，用户根本无需掌握各种复杂的制造工艺

和加工技能，这样大幅降低了制造业的技术门槛．
（３）个性化定制的优势．３Ｄ打印可以实现按需

生产，减少了企业的实物库存，避免了大规模生产中

大量未成交商品的资源浪费，更加环保．甚至，产品可

按需就近就地打印，从而减少产品的物流运输成本．
上述优势使得３Ｄ打印非常适合以下几类产品
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的快速制造：（１）复杂结构．如传统方法难以加工的

自由曲面叶片、复杂内流道等，甚至是无法加工的如

内部镂空结构 等；（２）个 性 化 定 制 产 品．如 珠 宝、人

体器官、文化创意等个性化定制生产、小批量生产以

及产品大规 模 生 产 前 的 研 发 与 验 证 性 制 造；（３）高

附加值产品．如航空航天、生物医疗以及珠宝等高附

加值产品．
需要指出的是，从国内外的研究与应用情况看，

３Ｄ打印技术与传统机加工、铸、锻、焊、模具工艺的技

术相比，首先它在产品尺寸精度和表面质量与后者相

差较大，后处理比较繁琐，产品性能还达不到许多高

端金属结构件的要求；其次，它在加工速度以及大批

量生产效率方面还比较低，不能完全满足工业领域

的需求；最后，３Ｄ打印设备和耗材成本仍然很高，如
基于金属粉末的打印成本远高于传统制造的成本．

因此，３Ｄ打印技术虽然是对传统制造技术的一

次革命性突破，但它却不可能完全取代切削、铸锻等

传统制造技术，两者之间应是一种相互支持与补充，
共同完善与发展的良性合作关系．

２　３Ｄ打印分类

如前所述，３Ｄ打印的专业名称为“增 材 制 造”：
增材是指３Ｄ打印通过将原材料沉积或黏合为材料

层以构成三 维 实 体 的 制 造 方 式．因 此，利 普 森 和 库

曼［４］按材料结合方式将３Ｄ打印分为两大类：（１）选

择性沉积方式；（２）选择性黏合方式．
文献［５］则按采用材料形式和工艺实现方法，将

其细分为如 下 五 大 类：（１）粉 末 或 丝 状 材 料 高 能 束

烧结、熔 化 成 型，如 激 光 选 区 烧 结（Ｓｅｌｅｃｔｉｖｅ　Ｌａｓｅｒ
Ｓｉｎｔｅｒｉｎｇ，ＳＬＳ）、激 光 选 区 熔 化 （Ｓｅｌｅｃｔｉｖｅ　Ｌａｓｅｒ
Ｍｅｌｔｉｎｇ，ＳＬＭ）、激 光 近 净 成 型（Ｌａｓｅｒ　Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ
Ｎｅｔ　Ｓｈａｐｉｎｇ，ＬＥＮＳ）等；（２）丝材挤出热熔成型，如

熔融 沉 积 成 型（Ｆｕｓｅｄ　Ｄｅｐｏｓｉｔｉｏｎ　Ｍｏｄｅｌｉｎｇ，ＦＤＭ）
等；（３）液态树脂光固化成型，如光固化成型（Ｓｔｅｒｅｏ
Ｌｉｔｈｏｇｒａｐｈｙ　Ａｐｐｅａｒａｎｃｅ，ＳＬＡ）、数 字 光 处 理 成 型

（Ｄｉｇｉｔａｌ　Ｌｉｇｈｔ　Ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ，ＤＬＰ）等；（４）液体喷印成

型，立 体 喷 印（Ｔｈｒｅｅ　Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ　Ｐｒｉｎｔｉｎｇ，３ＤＰ）
等；（５）片／板／块材粘接或焊接成型，如分层实体制

造（Ｌａｍｉｎａｔｅｄ　Ｏｂｊｅｃｔ　Ｍａｎｕｆａｃｔｕｒｉｎｇ，ＬＯＭ）等．
下面以其中代表性工艺方法简单介绍．

２．１　激光选区烧结ＳＬＳ
ＳＬＳ也称为选择性激光烧结，其工艺原理是预先

在工作台上铺一层粉末材料（金属粉末或非金属粉

末），激光在计算机控制下，按照界面轮廓信息，对实

心部分粉末进行烧结，然后不断循环，层层堆积成型．
ＳＬＳ工艺最大的优点在于选材较为广泛，如 尼

龙、蜡、ＡＢＳ、聚碳酸脂、金属和陶瓷粉末等都可以作

为烧结对象．粉床上未被烧结部分成为烧结部分的

支撑结构，因而无需考虑支撑系统．
ＳＬＳ的缺点主要有：原型结构疏 松、多 孔，且 有

内应力，制作易变性；生成陶瓷、金属制件的后处理

较难；需要预热和冷却；成型表面粗糙多孔，并受粉

末颗粒大小及激光光斑的限制；成型过程产生有毒

气体及粉尘，污染环境．
２．２　熔融沉积成型ＦＤＭ

ＦＤＭ是将丝状的热熔性材料加热融化，同时三

维喷头在计算机的控制下，根据截面轮廓信息，将材

料选择性地涂敷在工作台上，快速冷却后形成一层

截面．一层成 型 完 成 后，机 器 工 作 台 下 降 一 个 高 度

（即分层厚度）再成型下一层，直至形成整个实体造

型．其 成 型 材 料 种 类 多，一 般 是 热 塑 性 材 料，如 蜡、

ＡＢＳ、ＰＣ、尼龙等，以丝状供料．成型件强度高、精度

较高，主要适用于成型小塑料件．
ＦＤＭ工艺的每一个层片都是在上 一 层 上 堆 积

而成，上一层对当前层起到定位和支撑的作用．当形

状发生较大的变化时，上层轮廓就不能给当前层提

供充分的定位和支撑作用，这就需要设计一些辅助

结构－“支撑”，对 后 续 层 提 供 定 位 和 支 撑，以 保 证 成

形过程的顺利实现．
ＦＤＭ工 艺 不 用 激 光，使 用、维 护 简 单，成 本 较

低．用ＡＢＳ制造的原型因具有较高强度而在产品设

计、测试与评估等方面得到广泛应用．
ＦＤＭ技术最明显的限制就是表面精度．由于是

半熔 融 状 态 塑 料 挤 制 成 型，表 面 精 度 比ＳＬＡ要 粗

糙，而与ＳＬＳ不相上下．ＦＤＭ 原型可以进行铣床加

工，钻孔，研磨，车床加工等．为了补偿表面精度不足

并加强特征细节，当有特殊的品质需求时，使用者通

常会进行二次加工来提升原型的细节．
２．３　光固化成型ＳＬＡ

ＳＬＡ是最早实用化的快速成型工艺，采用液态

光敏树脂为原料，工艺原理是用特定波长与强度的

激光聚焦到光固化材料表面，使之由点到线，由线到

面顺序凝固，完成一个层面的绘图作业，然后升降台

在垂直方向移动一个层片的高度，再固化另一个层

面．这样层层叠加构成一个三维实体．
ＳＬＡ工 艺 的 优 点 是 精 度 较 高、表 面 效 果 好，因

此其主要用于制造多种模具、模型等，零件制作完成

打磨后，可将 层 层 的 堆 积 痕 迹 去 除．ＳＬＡ成 型 的 零

件一般层厚在０．１ｍｍ～０．１５ｍｍ．多年的研究改进
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了截面扫描方式和树脂成型性能，使该工艺的最高

精度已能达到１６μｍ（０．０１６ｍｍ）．
ＳＬＡ的局限性主要有需要支撑、树脂收缩导致

精度下降、光固化树脂有一定毒性等．另外，光固化

工艺运行费用很高，零件强度低、无弹性，无法进行

装配．光固化工艺设备的原材料很贵，种类也不多．
光固化设备的零件制作完成后，还需要在紫外光的

固化箱中二次固化，以保证零件的强度．
２．４　立体喷印３ＤＰ

３ＤＰ工 艺 是 美 国 麻 省 理 工 学 院 的 学 生 保 罗 威

廉姆斯和他导师伊莱萨克斯教授发明的．该工艺与

ＳＬＳ工艺类似，采用粉末材料成型，如陶瓷粉末、金

属粉末．所不同的是３ＤＰ工艺中，材料粉末 不 是 通

过烧结连接 起 来 的，而 是 通 过 喷 头 用 粘 结 剂（如 硅

胶）将零件的截面“印刷”在材料粉末上面．
３ＤＰ是一种的利用微滴喷射技术的方法，其具

体工艺过程如下：喷头在计算机控制下，按照当前分

层截面的信息，在事先铺好的一层粉末材料上，有选

择地喷射粘结剂，使部分粉末黏结，形成一层截面薄

层；上一层成形完毕后，工作台下降层厚，进行下层

铺粉，继而选区喷射粘结剂，成形薄层并与已成形零

件黏结为一体；如此不断循环，直至零件加工完毕为

止．未被喷射黏结的地方为干粉，在成形过程中起支

撑作用，且成形结束后，比较容易去除．
３ＤＰ技术的优势在于成型速度快、无需支撑结

构，而且能够输 出 彩 色 打 印 产 品，最 大 可 以 输 出３９
万色，色彩方面非常丰富，也是在色彩外观方面，打

印产品最接近 于 成 品 的３Ｄ打 印 技 术．３ＤＰ技 术 也

有不足，首先粉末粘接的直接成品强度并不高，只能

作为测试原型，其次由于粉末粘接的工作原理，成品

表面不如ＳＬＡ光洁，精细度也有劣势，所以一般为

了产生拥有足够强度的产品，还需要一系列的后续

处理工序．此外，由于制造相关材料粉末的技术比较

复杂，成本较高．
２．５　数字光处理成型ＤＬＰ

ＤＬＰ工艺是利用光固化和投影仪ＤＬＰ技术通

过可见光将光敏树脂逐层固化成的３Ｄ对象，３Ｄ对

象从上到下逐层创建堆积而成．

它和前面的ＳＬＡ光固化很相似，唯一的区别在

于ＳＬＡ的光线是聚 成 一 点 在 面 上 移 动，而ＤＬＰ是

将光打在一 个 面 上，有 点 像 投 影 仪，逐 层 进 行 光 固

化，因 此 速 度 比 同 类 型 的ＳＬＡ立 体 平 版 印 刷 技 术

更快．
同时，它使用高分辨率的数字光处 理（ＤＬＰ）投

影仪来固化液态光敏树脂，每层固化时通过幻灯片

似的片状固化．基于这种技术，可实现超薄的３Ｄ打

印层，成型精度高，在材料属性、细节和表面光洁度

方面可匹敌注塑成型的耐用塑料部件．
２．６　分层实体制造ＬＯＭ

ＬＯＭ 工 艺 是 根 据 三 维ＣＡＤ模 型 每 个 截 面 的

轮廓线，在计算机控制下，发出控制激光切割系统的

指令，使切割头作Ｘ 和Ｙ 方向的移动．供料机构将

地面涂有热溶胶的箔材（如涂覆纸、涂覆陶瓷箔、金

属箔、塑料箔材）一段段地送至工作台的上方．激光

切割系统按照计算机提取的横截面轮廓用二氧化碳

激光束对箔 材 沿 轮 廓 线 将 工 作 台 上 的 纸 割 出 轮 廓

线，并将纸的无轮廓区切割成小碎片．然后，由热压

机构将一层层纸压紧并粘合在一起．可升降工作台

支撑正在成型的工件，并在每层成型之后，降低一个

纸厚，以便送进、粘合和切割新的一层纸．最后形成

由许多小废料块包围的三维原型零件．然后取出，将
多余的废料小块剔除，最终获得三维产品．

ＬＯＭ 适合制作大中型原型件，翘曲变形较小，
成型时间较短，激光器使用寿命长，制成件有良好的

机械性能，无需设计和制作支撑结构，适合于产品设

计的概念建模和功能性测试零件．其优点有：成型速

度较快．由于只需要使用激光束沿物体的轮廓进行

切割，无须扫描整个断面，所以成型速度很快，因而

常用于加工内部结构简单的大型零件．
ＬＯＭ最大的 不 足 是 材 料 种 类 少，制 件 性 能 不

高，其性能接近木模．

３　３Ｄ打印流程

从广义上说，３Ｄ打印完整流程主要包括五个步

骤，如图１所示．

图１　３Ｄ打印流程
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（１）３Ｄ模 型 生 成．利 用 三 维 计 算 机 辅 助 设 计

（ＣＡＤ）或建模软件建模或通过三维扫描设备，如激

光扫描仪、结构 光 扫 描 仪 等 来 获 取 生 成３Ｄ模 型 数

据．这时所得到 的３Ｄ模 型 数 据 格 式 可 能 会 因 不 同

方法而有所不同，有些可能是扫描所获得的点云数

据，有些可能是建模生成的ＮＵＲＢＳ曲面信息等；
（２）数据格式转换．将上述所得到的３Ｄ模型转

化为３Ｄ打印的ＳＴＬ格式文件．ＳＴＬ是３Ｄ打印业

内所应用的标准文件类型，它是以小三角面片为基

本单位即三角网格离散地近似描述三维实体模型的

表面；
（３）切片计算．通过计算机辅助设计技术（ＣＡＤ）

对三角网格格式的３Ｄ模型进行数字“切片”（Ｓｌｉｃｅ），
将其切为一片 片 的 薄 层，每 一 层 对 应 着 将 来３Ｄ打

印的物理薄层；
（４）打印 路 径 规 划．切 片 所 得 到 的 每 个 虚 拟 薄

层都反映着最终打印物体的一个横截面，在将来３Ｄ
打印中打印机需要进行类似光栅扫描式填满内部轮

廓，因此，需要规划出具体的打印路径，并对其进行

合理的优化，以得到更快更好的切片打印效果；
（５）３Ｄ打印．３Ｄ打印机根据上述切片及切片路

径信息来控制打印过程，打印出每一个薄层并层层

叠加，直到最终打印物体成型．
从上述３Ｄ打印过程可知，要实现３Ｄ打印，３Ｄ

模型是前 提 和 基 础，否 则“巧 妇 难 为 无 米 之 炊”；而

３Ｄ打印使３Ｄ模型“落到实处”．但是，大多情况下，
现有方法 直 接 得 到 的３Ｄ模 型 并 不 能 直 接 输 出 给

３Ｄ打印机．因为大部分设计模型都是由建 筑 师、工

程师或设计人员所提供，他们都倾向于使用专业设

计软件，如 Ｍａｙａ①、３ｄｓ　Ｍａｘ② 和ＳｋｅｔｃｈＵｐ③ 等．还

有一些三维模型数据来自于三维扫描设备，如激光

扫描仪、结构光扫描仪等．这些模型数据信息并未考

虑到３Ｄ打印 的 具 体 需 求 与 约 束，如 果 直 接 输 出 到

３Ｄ打印机，通常会导致各种各样的问题，如：模型尺

寸过大，超过打印机能打印的尺寸限制或没有考虑

稳定性导致打印出物体无法正常放置等．
正如利普森 和 库 曼［４］所 说：３Ｄ打 印 中，不 是 输

入糟糕的设计文件就能打印出糟糕的物体，而是你输

入糟糕的设计文件，什么都打印不出来，或是比什么

也得不到更糟糕的情况就是浪费了昂贵的原材料．
因此，大多数设计模型，尤其是那些复杂物体的

三维模型，都需要经过一些几何方法进行修正、调整

和优化，使其能更好地满足３Ｄ打印的需求，避免打

印出的物体无法正常发挥功能．这一过程，就是图１

所示（ａ）～（ｄ）的几何计算问题：将３Ｄ模型经 过 一

些几何方法处理为３Ｄ打印机可接受、可打印，甚至

要求打印出的模型可正常使用或具有指定效果的处

理过程．
下面本文就对图１所示的几何计算问题根据问

题特点进行分类详细介绍．

４　３Ｄ打印中的几何计算问题

３Ｄ打印的本质在于分层制造，其中切片计算非

常重要．起初，切片计算采用分层厚度相等，由此会

产生模型精度与打印时间之间的矛盾：分层厚度小，
模型精度有保证，但打印时间长；反之，打印时间缩

短，但易导致模型阶梯误差大．这使得自适应厚度方

法逐渐流行．在机械快速成型领域中，许多学者对切

片计算已做过深入研究［６］．从这些研究成果来看，切
片计算方法若按研究对象来分，可分为：（１）网格切

片计算：由于ＳＴＬ格式的网格模型是３Ｄ打印业内

所用的标准文件类型，因此很多切片计算对象主要

以ＳＴＬ格式的 网 格 类 型 模 型 为 主［７－１３］；（２）直 接 切

片计算：由于原始３Ｄ模型在转化为ＳＴＬ格式模型

数据时，会产生转换误差，因此还有不少研究考虑直

接在原始的３Ｄ模型数据上执行切片计算［１３－２１］．
切片计算的下一步是打印路径规划，也称为扫

描路径生成．它是３Ｄ打印中的最基本工作，在由线

到面、由二维到三维的逐层累积过程中，３Ｄ打 印 机

要做大量的扫描工作，因此合理的打印路径非常重

要．打印路径的规划应着眼于减少空行程，减少扫描

路径在不同区域的跳转次数，缩小每一层截面之间

的扫描间隔等要求．
目前，按照打印路径类型的不同，打印路径生成

方法主要可分为５种：（１）平行扫描［２２－２３］．每一段路

径均相 互 平 行，在 边 界 线 内 往 复 扫 描，也 称 为Ｚ字

路径（Ｚｉｇｚａｇｇｉｎｇ）；（２）轮 廓 平 行 扫 描［２４－２５］．填 充 路

径由轮廓的 一 系 列 等 距（偏 置，Ｏｆｆｓｅｔｔｉｎｇ）线 组 成；
（３）分形 扫 描［２６－２７］．扫 描 路 径 由 一 些 短 小 的 分 形 折

线组成；（４）星形发散扫描［２８］．将切片从中心分为两

部分，先后从中心向外填充两个部分，填充线为平行

Ｘ或Ｙ 轴扫描线或４５°斜线；（５）基于Ｖｏｒｏｎｏｉ图的
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扫描路径［２９－３０］．根据切片轮廓的Ｖｏｒｏｎｏｉ图，按一定

的偏置量在各边界元素的Ｖｏｒｏｎｏｉ区内生成该元素

的偏置线，连接不同元素的偏置线，得到一条完整的

扫描路径，逐步改变偏置量即可得到整个扫描区域

的路径规划．
欲深入了解上述有关切片计算、打印路径规划

研究的学者，可参考上述快速成型领域相关文献，这
里不再赘述．接下来，本文针对２０１４年以前相关研

究成果为对象，侧重于从计算机图形学领域来介绍

３Ｄ打印中的几何计算问题．
４．１　几何优化问题

４．１．１　物体分割问题

随着３Ｄ打印技术的成熟、打印成本的降低，越

来越多的 物 体 都 可 以 被３Ｄ打 印 输 出．然 而，一 台

３Ｄ打印机可 打 印 对 象 的 最 大 尺 寸 却 仍 因 为３Ｄ打

印机本身空间有限而受限，因此，打印一些大体积的

物体，对现有 的３Ｄ打 印 技 术 而 言，仍 困 难 重 重．对

一个超过可打印尺寸的大物体对象，如果要将其３Ｄ
打印，一个可行的解决方案就是将其分割为一块块

可打印的小对象，然后再将其组装成一个整体大物

体，如图２所示．

图２　椅子模型分割［３１］

上述问题可称为分割问题，其本质是化整为零，
再积零为整．然而，一个大物体对象如何分割为许多

小物体，其分割的数量与方式可以有许多种不同的

方案，因此文献［３１］给出了如下一些约束目标：
（１）尺寸 可 打 印．分 割 后 每 个 小 物 体 的 尺 寸 都

在可打印尺寸范围之内；
（２）可组 装 性．各 个 部 分 之 间 可 无 障 碍 地 组 装

成一个整体；
（３）有效 性．分 割 结 果 避 免 过 多 过 细，换 言 之，

分割数量尽可能地少；
（４）可连 接 性．每 一 部 件 都 应 能 保 证 留 有 连 接

的接口，以便于组装；
（５）结构 合 理 性．分 割 结 果 应 避 免 形 成 薄 弱 的

长条、细杆类 的 结 构 形 式，同 时 接 缝 应 远 离 高 应 力

区域；
（６）美观．接缝应尽量避免过大与显眼，并尽可

能保证整齐对称．
针对以上的约束，文中给出了明确的目标定义

与具体的目 标 函 数，同 时 给 出 了 一 个 名 为Ｃｈｏｐｐｅｒ
的分割处理方案．该方案采用平面分割，自上而下，
每次分割均将处理对象一分为二，逐步细化，最终整

个模型可形成一个ＢＳＰ树的层次分割结果，如图３
所示．Ｃｈｏｐｐｅｒ还能 根 据 不 同 的 目 标 函 数 与 用 户 引

导产生 不 同 的 分 割 结 果，以 满 足 不 同 的 用 户 分 割

需求．

图３　一个模型通过ＢＳＰ树分割为６个部分［３１］

针对大体积复杂模型，文献［３２］给出了一个基

于曲率的模型分割方法，如图４所示．该方法首先对

模型表面进行曲率分析，提取出模型的特征边，并据

其构建特征环．以此为基础，在其中选择合适的特征

环来将原模型分解为小而简单的子模型组合．这种

分割方法的前提是模型表面具有明确的特征信息，
因此该方法适用范围有限．

图４　基于曲率的分割［３２］

针对上述 分 割 问 题，Ｃｈｅｎ等 人［３３］则 给 出 了 一

个近似表示的 方 案：将 一 个３Ｄ模 型 转 化 为 分 片 多

边形面片近似 表 示，再 通 过３Ｄ打 印 每 一 个 多 边 形

面片，最后将这 些 面 片 拼 装 成 一 个 与 原３Ｄ模 型 相

近似的实物 对 象，如 图５所 示．具 体 操 作 可 分 为 两

步：（１）将所给３Ｄ模 型 通 过 表 面 分 割、变 形 方 法 转

化为一个由 少 量 多 边 形 组 成 的 网 格；（２）将 所 得 到

的网格分解为平面片的组合，并生成平面片之间的

连接头用来拼装各个平面片．
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图５　多边形面片分割拼合方法［３３］

４．１．２　重心优化问题

生活中，物体平衡是指一种稳定的状态，当一个

物体受到两个或两个以上的力作用时，各个力互相

抵消，使物 体 成 相 对 的 静 止 状 态．在３Ｄ虚 拟 环 境

下，３Ｄ模型可以任意摆放位置与姿势，包括 可 摆 出

违反重力原则的造型，因为在虚拟世界中，３Ｄ模 型

无需遵循真实世界中的物理规律．但是，如 果 把３Ｄ
模型打印输出为实物时，这时物理规律就要发挥作

用了，如果它 在 各 种 受 力 情 况 下，不 能 保 持 稳 定 状

态，那它就不能很好地摆放到所需的状态．
这种情况下，你可能就需要把物体粘在很重的

基座上，或对它进行反复修改，以便使模型能够很好

地放置到所需姿势．这两种方法都比较麻烦，更好地

方法是Ｐｒéｖｏｓｔ等人［３４］给出的重心 优 化 方 法，即 通

过几何方法来优化模型的重心位置使其在给定姿势

下达到平衡状态，如图６所示．

图６　站立模式［３４］

首先，文中给出两种平衡模式：稳定立在一个平

面上的站立模式和悬挂在一根细绳上保持平衡的悬

挂模式．对站立模式，模型与地面接触的所有接触点

可构成一个支撑多边形，要使模型保持平衡必须使

其重心投影落在支撑多边形内；对悬挂模式，保持平

衡的关键在于使其重心通过细绳与物体相连的吊接

点方可，如图７所示．

图７　站立与悬挂两种平衡模式［３４］

在此基 础 上，作 者 将３Ｄ输 入 模 型 视 为 一 个 实

体模型，上述问题就可转化为通过一定方式改变这

个体模型的重心使其达到合适的平衡状态．文中给

出两种调整重 心 位 置 的 方 式：（１）掏 空 模 型 内 部 区

域，使其产生内部空洞；（２）在尽可能保持模型外部

形状特征的条件下使模型外表面变形．
经过以上重心优化处理后模型，３Ｄ打印为实物

后，无需额外的支架或底座，模型也能很好地保持站

立模型，如图６（ｂ）、（ｃ）所示．
４．１．３　打印成本优化问题

随着３Ｄ打印技术的发展，３Ｄ打印成本在不断

地在下降，即 便 如 此，与 传 统 制 造 所 生 产 的 产 品 相

比，３Ｄ打印产品的成本仍相对较高，目前通 常 用 单

位体积所需 材 料 的 费 用 来 表 示（元／ｃｍ３）．显 然，３Ｄ
打印成本直接与材料成正比．因此，如何能在不牺牲

打印物体质量的前提下，通过优化模型来减少打印

材料消耗，对于降低打印成本来说，至关重要．
为节省打印材料，受建筑工程中的桁架结构的

启发，Ｗａｎｇ等 人［３５］提 出 的 一 种 基 于“蒙 皮－刚 架”
（Ｓｋｉｎ－Ｆｒａｍｅ）的轻质结构来解 决 材 料 优 化 问 题．如

图８所示，这 里 的 刚 架（Ｆｒａｍｅ）能 有 效 地 降 低 打 印

材料成本，并使打印物体满足所要求的物理强度、受
力稳定性、自平衡性及可打印性．这些刚架结构是由

一些细杆通过一些节点相连而成，形成空间的一个

图结构．需说明的是，这种结构与建筑中常见的桁架

（Ｔｒｕｓｓ）有所不同，因为前者的杆件之间并不是铰接

的，而是固定连接的．这种结构的优点主要有两个：
（１）力学特性好，当某节点受到外力时，此处的受力

能通过相邻 的 细 杆 迅 速 传 播 分 散 开 来；（２）质 量 轻

便，这种结构是由稀疏的细杆组成，因此总体质量不

大，很好地减少了结构本身的重量及所使用的材料．

图８　桁架结构与“蒙皮－刚架”轻质结构［３５］

基于以上考虑，作者的想法是：对于给定的一个

三维模型，我们将模型表达成一个很薄的蒙皮以及

内部的刚架结构，使得表达后的物体的体积（即所使

用的打印材料）最小，而且使得打印物体能够满足所

要求的物理强度、受力稳定性、自平衡性及可打印性

９４２１６期 刘利刚等：３Ｄ打印中的几何计算研究进展



等要求．
文献［３５］的目标函数包括两个：第１个目标为

使得物体的体积最小，即蒙皮体积及刚架结构的体

积之和最小．由于蒙皮的厚度的增加会很快增加体

积，因此我们将蒙皮的厚度固定为最小可打印精度，
不作为优化变量．因此，需要优化的变量只包括刚架

结构中的细杆的半径、节点的个数及位置．第２个目

标为使得刚 架 结 构 中 的 细 杆 数 量 及 节 点 数 量 尽 量

少，该目标是为了使得不要出现冗余的细杆及节点．
为此，作者通过优化建模，提出一种迭代优化的

方法来优化两个目标函数．只要从任意的一个刚架

结构出发（可随机产生），该算法可以智能地优化出

细杆的半径，去除多余的细杆及节点，以及优化节点

的位置，使得总体积最小．
对于一 些 需 要 支 撑 结 构 的３Ｄ打 印 类 型，文 中

算法同样适用，它能够智能地设计支撑结构，如图９
所示，这种支撑结构也是由一些细杆组成，能够在打

印过程中起到支撑的作用．很容易看出，该算法设计

的支撑结构极大地减少了支撑材料的浪费，并且非

常容易剥除．

图９　３Ｄ打印的支撑结构优化［３５］

４．２　结构分析

３Ｄ打印技术促进了产品个性化 定 制 的 普 及 与

推广，使得每个人都可以设计３Ｄ几何模型，成为自

己产品的设计师．他们由于缺乏一些设计经验与力

学知识，会导致 其 设 计 结 果 直 接３Ｄ打 印 后 会 存 在

一些结构问题，如强度问题、稳定性问题等．强度不

足可能会使３Ｄ模 型 在 打 印、运 输 或 日 常 使 用 过 程

中受到破坏，而 稳 定 性 问 题 则 会 导 致３Ｄ模 型 无 法

正常地放置或悬挂，影响其日常使用功能．
这种问题我们称其为结构分析问题，它的主要

任务是识别３Ｄ模 型 中 存 在 的 强 度 或 稳 定 性 缺 陷，
并给出适 当 合 理 的 弥 补 方 案．文 献［３６－３９］讨 论 了

３Ｄ打印结果的强度分析问题，文献［３４］则讨论了结

构稳定性问题．
４．２．１　强度加固

针对强度问题，文献［３６］给出了一个自动检测

并修正结构强度问题的系统方案，来创建一个新的

３Ｄ模型，使其与原有模型保持尽可能相近 的 外 形，
同时提高其结构强度与整体性．该方案中，模型的结

构强度问题通过一个轻量级的结构分析解算器来计

算识别出．随后，根据所检测出的强度问题，文中给

出三种方法对原模型进行修正：内部挖洞、局部加厚

与加支撑，如图１０所示．

图１０　结构强度问题与修正方法［３６］

文献［３６］中的方案有效地提高了模型的结构性

能，避免了高强度应力区域的出现．但是该方案的最

大局限在于：在结构强度检测时，系统需要先预设模

型可能承受的外部荷载情况，并据此对模型显式地

指定一种或几种捏握式外部荷载来进行结构强度计

算．当然，同时还需考虑模型的重力荷载．显然，对很

多模型来说，这种预设的荷载并不能很好地反映模

型的真实荷载分布，因此其结构分析结果的真实性

与可靠性也就不能很好地保证了．
４．２．２　最不利荷载

针对上面的问题，文献［３７］给出了一个更好的

方案．该方案在预测或检测模型结构强度问题时，与
上述明确指 定 或 设 定 模 型 的 荷 载 情 况 方 法 不 同 的

是，它去寻找一种最不利荷载情况（Ｗｏｒｓｔ－Ｃａｓｅ），并
据此识别出模型上最易破坏之处或最大变形区域，
如图１１所示．

图１１　Ｗｏｒｓｔ－Ｃａｓｅ计算实例［３７］
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该方案的核心方法是模态分析（Ｍｏｄａｌ　Ａｎａｌｙｓｉｓ）．
在结构分析研究领域，当一个物体以不同频率振动

时，这种振动会导致物体的一些脆弱部位产生高应

力或大变形．模态分析就是用来预测结构在振动状

态下可能发生的破坏或变形的一种经典方法．
该方案的主要步骤如下：
（１）计算输入模型的各阶模态；
（２）对模 型 的 每 一 阶 模 态，计 算 提 取 出 相 应 的

薄弱区域；
（３）对每 一 个 薄 弱 区 域，通 过 求 解 一 系 列 的 优

化问题，计算出其相应的最不利荷载分布；
（４）用有限元方法计算在上述荷载分布作用下

模型的应力，从而得到该薄弱区域的最大应力分布

情况．
综合以上每一阶模态下模型的最不利荷载分布

与最大应力分布情况，确定最终结果．
４．３　材料表面效果定制

随着可供３Ｄ打印材料类型的增多，人们希望能

打印出更复杂外观、表面光学特征及力学特性的物

体．这一需求催生了３Ｄ打印中一类重要但尚未很好

解决的问题：如何确定出一个物体对象的材料组成，
使其能满足一个给定的表面外观效果或变形功能要

求．这一问题可称为材料表面效果定制问题（Ｓｐｅｃｉｆｉ－
ｃａｔｉｏｎ　ｔｏ　Ｆａｂｒｉｃａｔｉｏｎ　Ｔｒａｎｓｌａｔｉｏｎ，Ｓｐｅｃ２Ｆａｂ）［４０］．

其他近年来，很多学者对此问题做了一些深入研

究，其工作大致主要可分为３类：（１）次表面散射效果

定 制（Ｓｕｂｓｕｒｆａｃｅ　Ｓｃａｔｔｅｒｉｎｇ），如 Ｈａｓａｎ等 人［４１］、

Ｄｏｎｇ等人［４２］和Ｐａｐａｓ等人［４３］等研究了通过双向表面

散射反 射 分 布 函 数（Ｂｉｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌ　Ｓｕｒｆａｃｅ　Ｓｃａｔｔｅｒｉｎｇ
Ｒｅｆｌｅｃｔａｎｃｅ　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　Ｆｕｎｃｔｉｏｎ，ＢＳＳＲＤＦ）来 实 现

打印材料次 表 面 散 射 效 果；（２）空 间 变 化 反 射 效 果

（Ｓｐａｔｉａｌｌｙ　ｖａｒｙｉｎｇ　ｒｅｆｌｅｃｔａｎｃｅ），如 文 献［４４－４９］等

通过 双 向 反 射 分 布 函 数（Ｂｉｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌ　Ｒｅｆｌｅｃｔａｎｃｅ
Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　Ｆｕｎｃｔｉｏｎ，ＢＲＤＦ）来 实 现；（３）变 形 及

其他效果定制，如Ｂｉｃｋｅｌ等人［５０］研究了给定打印材

料 变 形 效 果 的 实 现 方 案．针 对 多 材 料 打 印 问 题，

Ｖｉｄｉｍｃｅ等人［５１］则 给 出 了 一 个 ＯｐｅｎＦａｂ可 编 程 流

水线来解决多材料打印的合成问题，如图１２所示．

图１２　ＯｐｅｎＦａｂ打印３只不同效果犀牛实例［５１］

Ｃｈｅｎ等人［４０］则 对 上 述 研 究 结 果 归 纳 总 结，提

出一个可简化设计流程的抽象机制Ｓｐｅｃ２Ｆａｂ．下面

对其中具代表性的工作做一些概略介绍．
４．３．１　次表面散射效果定制（Ｓｕｂｓｕｒｆａｃｅ　Ｓｃａｔｔｅｒｉｎｇ）

为了使３Ｄ打印结果具有指定的次表面散射效

果，Ｈａｓａｎ等 人［４１］给 出 了 一 个 完 整 的 流 程，并 给 出

了一些相应的打印实例效果，如图１３所示．其流程

简单介绍如下：

图１３　次表面散射效果［４１］

（１）测量 一 组 给 定 基 本 材 料 的 次 表 面 散 射 特

性，采用双 向 表 面 散 射 反 射 分 布 函 数（Ｂｉｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌ
Ｓｕｒｆａｃｅ　Ｓｃａｔｔｅｒｉｎｇ　Ｒｅｆｌｅｃｔａｎｃｅ　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　Ｆｕｎｃｔｉｏｎ，

ＢＳＳＲＤＦ）来描述它们的散射特性曲线，如图１４（ａ）、
（ｂ）所示；

图１４　次表面散射效果定制流程［４１］
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（２）表面 外 观 效 果 预 估．根 据 上 述 基 本 材 料 的

散射特性曲线，可计算出不同材料、不同厚度组合后

的次表面散射特性曲线，如图１４（ｃ）、（ｄ）所示．我们

将其称为正向问题（Ｆｏｒｗａｒｄ　ｐｒｏｂｌｅｍ）；
（３）与目 标 材 料 外 观 效 果 的 匹 配 计 算．给 定 一

个材料的期望散射曲线，我们通过非线性离散优化

算法来确定出各层材料及其厚度，使它们组合出尽

可能接近所要达到的目标效果，如图１４（ｅ）所示．这

个可称其为反向问题（Ｉｎｖｅｒｓｅ　ｐｒｏｂｌｅｍ）．其中，优化

算法通过物理约束剔除大量不合适的结果，实现高

效地搜索基本材料的可能组合空间；
（４）将上述 计 算 结 果 优 化 扩 展 到３Ｄ模 型 表 面

各点，通过调整包裹在模型表面不同厚度的各层材

料，来实现目标效果，如图１４（ｆ）所示；
（５）利用３Ｄ打印机输出物体的最终真实效果，

如图１４（ｇ）所示．
针对上述同样的次表面散射问题，Ｄｏｎｇ等人［４２］

也同时给出了一套类似的方案．该方案在给定的材

料次表面散射特性要求下，可以有效地计算出所打

印物体的每层材料分布及其厚度．其中，所给定的材

料次表面散射要求也是由ＢＳＳＲＤＦ函数来描述．
同时，还需要考虑一些材料分布约束条件（Ｌａｙｏｕｔ

Ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ）：打印硬件需要使用一定的打印材料种

类，因此材料种类是一个固定的集合；为避免模型材

料分布太细太繁，同时也为节约打印时间与成本，模
型材料层数也不能过多．

图１５　材料映射核心流程示意［４２］

Ｄｏｎｇ等人［４２］将 上 述 问 题 称 为 材 料 映 射 问 题

（Ｍａｔｅｒｉａｌ　Ｍａｐｐｉｎｇ），即 给 定 一 组 基 本 材 料 及 分 布

约束条件，计算出物体材料组合使其ＢＳＳＲＤＦ符合

所给曲线要求，其核心流程如图１５所示．虽然Ｄｏｎｇ
等人［４２］与 Ｈａｓａｎ等人［４１］都是采用ＢＳＳＲＤＦ函数来

确定材料的次表面散射特性，但是两者方案上还是

有一些不同之处：首先，对均匀层 厚 情 况，Ｈａｓａｎ等

人［４１］采用启发 搜 索 式 方 法 来 剔 除 一 些 不 合 适 的 分

层布局结果，而Ｄｏｎｇ等人［４２］采用基于分簇的方法

来计算有效 布 局；其 次，对 不 均 匀 层 厚 情 况，Ｈａｓａｎ
等人［４１］对 每 一 个 模 型 表 面 点 先 将 所 给 的ＢＳＳＲＤＦ

分解为局部散射曲线，再据此来确定材料分层布局，
而Ｄｏｎｇ等人［４２］则仅用局部散射曲线来初始化分层

布局，其后给出了一个优化算法用以更好地计算布

局结果，来近似所给ＢＳＳＲＤＦ特性．
Ｐａｐａｓ等人［４３］研究了通过不同的颜料与基本原

料相混合来实现给定材料次表面散射效果，这里不

再详述．
４．３．２　空间 变 化 反 射 效 果 定 制（Ｓｐａｔｉａｌｌｙ　ｖａｒｙｉｎｇ

ｒｅｆｌｅｃｔａｎｃｅ）
真实世界物体表面因其材料不同，展现了各种

各样的表面效果，如光滑的、塑料感的、金属质感的

等．同时，多数情况下，同一种表面反射效果还会随

视角空间方向变化而变化．在计算机图形学中，常用

ＢＲＤＦ函数来表示这种空间变化反射效果．自然，在

３Ｄ打印中也会考虑如何打印出具有指定空间变化

反射效果．
为了定制出期望的表面外观反射效果，Ｗｅｙｒｉｃｈ

等人［４５］给出了一个基于微平面（Ｍｉｃｒｏｆａｃｅｔ）理论的

系统方案．该方案 根 据 一 个 给 定 的 物 体 表 面ＢＲＤＦ
分布，寻求得到物体微表面倾斜分布的一个可能结

果，再对此分布采 用 点 状 方 法 采 样，并 以 微 平 面 为

单元来构 建 物 体 表 面，然 后 运 用 模 拟 退 火 方 法 优

化微平面 间 倾 斜 连 续 性 及 其 凹 陷 深 度，最 后 得 到

表面高度分布场，实现所要达到的表面反射效果．
Ｍｉｃｒｏｆａｃｅｔ理论基 本 假 设 是，表 面 是 由 很 多 微

平面（ｍｉｃｒｏｆａｃｅｔ）组 成，这 些 微 平 面 都 很 小，无 法 单

独看到；并假设每个ｍｉｃｒｏｆａｃｅｔ都是光学平滑的．每
个ｍｉｃｒｏｆａｃｅｔ把一个入射方向的光反射到单独的一

个出射方向，这取决于ｍｉｃｒｏｆａｃｅｔ的法向ｍ．当计算

ＢＲＤＦ的时候，光源方向ｌ和视线方向ｖ都得给定．
这意味着在 表 面 上 的 所 有 ｍｉｃｒｏｆａｃｅｔ中，只 有 刚 好

把ｌ反 射 到ｖ 的 那 部 分 对ＢＲＤＦ有 贡 献．在 图１６
中，我们可以 看 到 这 些 有 效 ｍｉｃｒｏｆａｃｅｔ的 表 面 法 向

ｍ正好在ｌ和ｖ的中间，也就是半角矢量ｈ．

图１６　Ｍｉｃｒｏｆａｃｅｔ与光源方向ｌ，视线方向ｖ，半角矢量ｈ

在上 述 假 设 下，Ｗｅｙｒｉｃｈ等 人 的 方 案 是 假 定 一

个物体表面的最终反射效果由构成物体材料的基本

ＢＲＤＦ特性与物体表面的高度场分布所决定．其中，
物体由单一材料构成，且不考虑透明情况；对表面高

度场分布，限制微平面的倾斜角在６５°内，这样可以忽
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略微平面间的互相遮挡与反射情况．同时，微平面间

的边界连接应尽可能连续，减少边界处的错位高度．
在上述假定下，物体表面总体的ＢＲＤＦ可看作

是由一些基本的微 平 面ＢＲＤＦ单元混合叠加，其中

每一个微平面ＢＲＤＦ随着微平面的法向不同而变化．
最终的表面总体ＢＲＤＦ效果可看作是由基本ＢＲＤＦ
的半角分量与每一个微平面法向的球面卷积［５２］．具

体实现流程如下：
（１）由所给的高亮形状到微平面分布．首先，受

Ｃｏｌｂｅｒｔ［５３］方法的启示，通过直观自然的设计界面来

绘制想要 的 高 光 效 果，生 成 材 料 的 基 本ＢＲＤＦ特

性．当然，也可以直接测量各种材料如金属、颜料、布
料等获得相应的基本ＢＲＤＦ特性．其次，如前所述，
基本ＢＲＤＦ的混合叠 加 可 看 作 是 卷 积 运 算，因 此，
可以把基本ＢＲＤＦ视为卷积核，对所给高亮形状进

行反卷积运算，得到反卷积后的微平面分布，如图１７
所示；

图１７　微平面积分计算［４５］

（２）由微平面分布到高度场分布．理论上说，一

种微平面分布可以对应有无数种高度场分布．为了

实现转换，文 中 对 此 问 题 附 加 上 了 一 些 弱 约 束．首

先，对微平面分布采样，将其转换为不同朝向的微平

面 离 散 集 合．这 里，低 偏 差 采 样（Ｌｏｗ－ｄｉｓｃｒｅｐａｎｃｙ
ｓａｍｐｌｉｎｇ）方法比 随 机 采 样 方 法 具 有 更 好 的 保 真 度

与更低的噪声，如图１８所示．

图１８　采样方法对比［４６］

其次，在得到想要的微平面离散集合后，此时微

平面的高度值还未确定，可先对其倾斜角调整优化，
使其分布能形成一个相对连续光滑的平面．文中这

个过程通过模拟退火优化算法来计算三个能量函数

使其最小化来完成．

最后，利用上述优化结果，沿着高度方向移动每

一个微平面使其分布尽可能连续，得到最终的高度

场分布．这一过程可以表示为一个离散的泊松方程

来求解．最终的结果可以得到一个近似于Ｃ０连续的

微平面分布，如图１９所示．

图１９　漩涡形状（图１８）的微平面阵列［４５］
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４．３．３　变形效果定制

对于弥合数字世界与物理世界之间的差距，其

中一个重要挑战就是将原材料变成设计者想要的结

果．无数个点、边、面及相应的材质信息构成了数字

世界中的原材料，而在真实世界中却不是如此简单

和容易掌控的．
解 决 上 述 问 题 的 一 个 常 见 办 法 是 组 合 多 种 材

料．事实上，不同材料组合的联合打印可以消除传统

单一材料打印的不足与局限，使我们能够制造更加

复杂的物体，甚至能使这些多元材料转化为复杂的、

新的功能材料，如同时兼具轻质和高强度性能的材

料，或同时具备良好柔韧性和透明效果的材料等．组
合材料的性能给人直观感觉可能会介于组成的基础

材料之间，如将相等的硬质材料和软质材料组合在

一起，可能你会得到一个半硬半软的材料．事实证明

并不是完全如此，最终组合材料的性能取决于组合

材料的方式．
Ｂｉｃｋｅｌ等人［５０］就 研 究 了 上 述 这 一 很 有 实 用 价

值的材料混合问题：如何在微尺寸的尺度（即３Ｄ打

印的尺度）上，根据基础材料的力学性能，打印出指

定力学性能的基础材料组合体．如图２０所示．问题

的实质是：给定的一组基本材料及其力学性能曲线，

如何将基本材料混合，以便得到指定力学性能的多

元混合材料．系统流程如图２１所示．

图２０　多元材料组合打印实例［５０］

图２１　模型变形效果定制流程［５０］

为了解决上述问题，Ｂｉｃｋｅｌ等人［５０］采用按层方

式来混合不同材料，并引入一个优化过程来得到最

接近指定材料性能的混合结果．最后，文中的方法通

过一台Ｏｂｊｅｃｔ　Ｃｏｎｎｅｘ　５００多材料打印机打印了一

些模型进行验证．
综合以上 的 定 制 处 理 方 法，Ｃｈｅｎ等 人［４０］发 现

上述处理过程存在一些类似的流程与相同的处理单

元，如它们都依赖于在给定几何与材料要求下精确

模拟所给对象物理特征的能力．因此，文中提出一个

更具普适性的定制框架来处理上述问题，该框架具

有模块化、可扩展性、打印设备无关性与模型几何无

关性的特点，并给出了一些定制效果，如图２２所示．
该框架具有４个模块，如图２３所示．

图２２　不同定制要求的效果［４０］

图２３　Ｓｐｅｃ２Ｆａｂ总结的定制流程框架［４０］

当前，多 材 料３Ｄ打 印 机 在 打 印 对 象 时 需 要 指

定对象内部的每一个体素，如果还需要一定的功能

或其他要求时，确定体素的工作极其复杂，很难求解．
因此，这一工作就需要采用一定的简化来表示，也即

图２３中第１个模块“Ｒｅｄｕｃｅｒ　Ｎｏｄｅ”的任务．为了实

现这一目标，Ｃｈｅｎ等 人 采 用 简 化 树（Ｒｅｄｕｃｅｒ　ｔｒｅｅ）

方式．这一方式在概念上有些类似 Ｍａｙａ中的材质

网络（Ｓｈａｄｅｒ　Ｎｅｔｗｏｒｋ），只不过这里用一 些 预 定 义
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的形状与材料节点给对象所在空间进行合理赋值，
实现材料赋值空间的参数化．因此，文中给出一个简

化树的树型结构，它有两种类型的子节点：几何节点

与材料节点，如图２４所示．

图２４　两个简化树实例［４０］

几何节点有平面、柱状、体素、Ｂ样条和薄层节

点等，通过它们的组合来完成对象所在空间的分区．
材料节点主要用来给分区后对象空间指定预定义的

材料，因此它一般作为几何节点的子节点．材料节点

具体实现上可分为层节点（Ｌａｙｅｒｅｄ　Ｎｏｄｅ）与空节点

（Ｖｏｉｄ　Ｎｏｄｅ）两 类．层 节 点 可 用 来 指 定 对 象 分 区 空

间中每一层的材料值；空节点则用于指定对象空间

某块区域没有材料填充．
图２３的４个模块实际上表示一个抽象的优化

流程：对前述简化树表示的模型模拟效果，如次表面

散射效果或变形等；将模拟结果与系统目标相比较；
根据比较结果再对简化树结构进行优化．这一流程

文中将其称为调谐器（Ｔｕｎｅｒｓ），它主要负责优化简

化树的各种参数，以达到系统预定的目标．调谐器也

可分解为一些调谐节点（Ｔｕｎｅｒ　ｎｏｄｅ），每一 个 调 谐

节点包含一个具体的优化管线，并与一些简化节点

（Ｒｅｄｕｃｅｒ　ｎｏｄｅ）相链接．同时，这些调谐节点会共享

一些信息，从而形成一个调谐网络（Ｔｕｎｅｒ　Ｎｅｔｗｏｒｋ），
如图２５所示．于是，调谐节点就利用它的优化管线

与调谐网络来优化其相关联的简化节点参数，实现

系统的优化目标．
为了评估系统的打印效果定制能力，文中最后

给出了一些现有转换过程的实现，如 Ｈａｓａｎ等人［４１］

的表 面 散 射 效 果（图２６），Ｐａｐａｓ等 人［４３］的 焦 散 效

果，Ｂｉｃｋｅｌ等人［５０］的变形效果等．

图２５　调谐器和调谐网络［４２］

图２６　表面散射效果定制对比［４０］

４．４　机构设计

３Ｄ打印不仅可以输出 复 杂 模 型，同 时，还 为 以

往能设计但 很 难 制 作 实 现 的 机 构 提 供 了 实 现 的 机

会．因此，最近两年各种机构设计的研究越来越多．
这方面的研究主要可分为两大类：一类是静态机构

设计，如积块式机构设计，这类机构的构件按一定方

式组装起来，形成一个稳定的形状；另一类是动态机

构设计，如动 态 玩 具 机 构、关 节 机 构 和 免 组 装 机 构

等．这类机构可以活动或运动起来．
４．４．１　积块式机构

积块式机构指由一些块状、片状或板状构件按

一定要求组装在一起，构件间互相咬合锁定，最终形

成一个稳定的结构，如鲁班锁［５４］、联锁积木［５５］、交错

式片块机构［５６］．
鲁班锁，也称为“六子联芳”、“六道木”和“孔明

锁”．通常是由６根插在一起的条棍组成一个立体十

字结构，如图２７所示．鲁班锁的条棍相互穿插在一

起，成为一个稳定的结构，不会散开．鲁班锁的一些

条棍中有凹下的空间，因此当它们穿插在一起时，它
们的整体结构的中间是实心的．通常会有一根完整

的条棍，最后一个插进结构，使其稳定，因而“锁”住

结构，这个条棍也叫“锁棍”．将一个鲁班锁打开比较

容易，但是要将它们组装起来则需要一定的空间思

维能力和足够的耐心．
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图２７　鲁班锁［５４］

如上所述，传统的鲁班锁构件或为条棍状，或为

半圆状，总体形状较为单一．如果能生成形状各异的

鲁班锁，这将会大大提高游戏的吸引力与趣味程度，
但这一问题具有一定的复杂性与挑战性．因为鲁班

锁结构虽然只有６个部件，但需要考虑部件之间的

耦合关系来保证部件间能互相锁定．Ｘｉｎ等人［５４］就

研究了这样一个有趣的问题：如何根据一个给定的

３Ｄ模型来自动设计生成相应的鲁班锁结构．
为了便于阐述，作者将一个具有６个部件的鲁

班锁基本结 构，称 为 节 点（ｋｎｏｔ），如 图２７（ｂ）所 示．
在此基础上，作 者 从 给 定 的３Ｄ模 型 内 生 成 一 个 单

节点的鲁班锁结构，再拓展到多节点的鲁班锁结构，
从而完美解决所给问题．

首先，考虑单节点问题．为了设计生成一个单节

点鲁班 锁 结 构，文 中 先 将 一 个 标 准 的 鲁 班 锁 结 构

（图２８（ａ）所 示）内 置 于 所 给 的３Ｄ 模 型 内 部，如

图２８（ｂ）所示；接下来，将其６个部件沿着各自所在

平面的轴向延伸至３Ｄ模型边界，将３Ｄ模型所在空

间划分为８个区域，如图２８（ｃ）所示；最后考虑剩下

的８个区域贴片问题，如图２８（ｄ）所示．

图２８　单节点鲁班锁结构生成过程［５４］

其中，８个区域贴片生成方法有多种，其基本原

则是满足在拆装鲁班锁过程中不要有碰撞干扰．文

中给出了３种建议方法：双面、多面及对称方法．双

面方法是将８个区域贴片合并为２个大贴片，附在

６个部件中相对的２个部件上面，如 Ａ１和 Ａ６，Ａ２
和Ａ３或 Ａ４和 Ａ５，如 图２９中 第１行 所 示；如 果

８个区域贴片 不 合 并，每 一 个 贴 片 可 任 意 附 在 相 邻

的３个基本部件上，这种方法即为多面方法；对称方

法，如图２９中第２行所示，可使表面贴片分布更均

匀对称．

图２９　鲁班锁表面贴片生成方法［５４］

多节点情况可以在单节点解决方法基础上，通

过构建一个节点网络来处理，如图３０所示．

图３０　多节点鲁班锁结构生成过程［５４］

联锁积木（Ｉｎｔｅｒｌｏｃｋｉｎｇ　Ｐｕｚｚｌｅｓ）游戏是另一种

类型的益智游戏，类似于拼图游戏．它给定一组形状

各异的积木块，要求玩家能按一定顺序将其组装成

一个有意义的３Ｄ形 状．它 能 有 效 锻 炼 人 们 的 空 间

想象力、创造力和提高人们的逻辑思维能力．这类游

戏的解决一般都具有一定的难度，而如何能设计出

很好这类游 戏 就 更 好 具 有 挑 战 性，Ｓｏｎｇ等 人［５５］就

研究了这样一个有趣的问题：如何将一个给定的３Ｄ
模型分解为一组合适的分块，使其能变成一个联锁

积木游戏．
文中首先给出一个联锁积木的定义：一个联锁

积木指的是多个积木块互锁在一起，其中只有一个

积木块可以移动，而剩下的其他块都不能互相分离

拆开．图３１所示即为一个经典的Ｃｏｆｆｉｎ联锁积木．

图３１　４块Ｃｏｆｆｉｎ联锁积木［５５］
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根据上述定义，一个生成联锁积木块的原始方

法是对各种可能解进行不断测试，直到满足上述要

求即可，但是这种方案的搜索与测试计算量太大．因
此，Ｓｏｎｇ等人深度 探 讨 了 联 锁 积 木 游 戏 的 原 理，提

出了形成联锁积木的一套方案，并在此基础上，给出

了一个构建联锁积木的构造性方法，有效避免了传

统方法的穷举测试问题．
该方法的处理过程简单示意如图３２所示．类似

于通常的联锁积木结构，该方法以体素形状的积木

模型为处理对象，记为Ｓ．依次从Ｓ身上递归抽取部

分积木块，将其分解为一个积木块序列Ｐ１，Ｐ２，…，

Ｐｎ和Ｓ中剩下的最后积木块Ｒｎ：

Ｓ→［Ｐ１，Ｒ１］→［Ｐ１，Ｐ２，Ｒ２］→…→［Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐｎ，Ｒｎ］．

图３２　Ｂｕｎｎｙ模型积木块分解过程［５５］

　　于是问题的求解就变为一个递归的分解过程：

Ｒｉ→［Ｐｉ＋１，Ｒｉ＋１］．
　　如果每一次分解中，都能保证只有一个积木块

组件能取走解锁，而剩下的部分都不能互相解锁，则
问题就可递归解决．其中，Ｐｉ＋１称为解锁块．

按照这一策略，文中构造性方法主要可分为两

步：（１）提取初 始 解 锁 积 木 块；（２）递 归 依 次 提 取 其

他解锁积木块．具体提取方法可参见原文．
交错式片块机构主要是指一些平面片状构件互

相交错咬合在一起的机构对象，如图３３所示．平面

片状构件可由木材、金属、塑料、玻璃等多种材料方

便简单地制作出来，因此，由这些构件形成的对象也

能非常容易地制作与组装起来．另外，平面片状构件

也容易制作出较大尺寸，因此，用它来构建较大的对

象也很方便容易．所以，这种由平面片状构件组装而

成的物体在日常生活中也很受人欢迎，被广泛地用

在拼装式玩具、家具或建筑内部结构等上面．
如何便捷地设计生成这种由平面片状构件交错

形成的机构对象，是一个有趣也有一定难度的问题．

图３３　交错式片块机构［５６］

Ｓｃｈｗａｒｔｚｂｕｒｇ和Ｐａｕｌｙ在文献［５６］中对此问题作了

一些研究，给出了一种方便实时的交互式设计方法．
文中为方便设计，它提供了一种抽象模型，用来表示

平面片状构件间约束，在此基础上，给出了构件设计

的设计目标与优化目标，如机构的稳固性、可组装性

等．并对平面片状构件的位置、朝向、碰撞等问题进

行优化．
４．４．２　动态玩具机构

目前的３Ｄ打 印 技 术，打 印 静 态 的 模 型 已 是 十

分简单了．如果打印的模型可以动起来，就非常有意

思了．这方面 的 研 究 主 要 有 机 械 玩 具 设 计［５７］、机 械

角色设计［５８］和机械人设计［５９］等．
这３篇文 章 都 研 究 了 玩 具 机 构 设 计，其 中Ｚｈｕ

等人研究了玩具机构的设计，如图３４（ａ）所示；Ｃｏｒｏｓ
等人研究了机械角色机构运动，如图３４（ｂ）所示；而

Ｃｅｙｌａｎ等人则 研 究 了 基 于 视 频 输 入 的 机 械 机 器 人

设计，如图３４（ｃ）所示．

图３４　玩具结构设计［５７－５９］

其主要方法和流程基本相似，可以总结如下：给
定一个运动的输入，可以是一组动画曲线，也可以是

一段动画视频，系统会从预定义的部件库中选取合

适的部件将其组合，然后再优化这些部件的参数，使
整个机构的运动输出与所给运动输入保持一致，如

图３５所示．
下面从输入、部件库、优化处理等几方面来对上

述３篇文章进行简单对比介绍．
（１）用户输 入．文 献［５７］的 输 入 以 玩 具 角 色 的

指定运动为主，同时加上玩具角色的几何信息，与玩

具下方的方盒尺寸，如图３６（ａ）所示；文献［５８］以一

个带有关节的机械角色，并给定其若干部位的一组

动画曲线为输入，如图３６（ｂ）所示；文献［５９］的输入

则为一个关节链式角色的动画视频序列，如图３６（ｃ）
所示．
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图３５　玩具机构设计示意［５７］

图３６　不同输入对比［５７－５９］

（２）部件库．图３７（ａ）所示即为文献［５７］的部件

库，通过这些部件的组合产生机构所需要的直线、摇
摆与螺旋运动；文献［５８］的部件主要以齿轮与连杆

为主，其组合方式有多种，如图３７（ｂ）所示；文献［５９］
部件库中有４种部件，分别为四连杆机构、皮带轮、
摇摆部件和锥齿轮部件，如图３７（ｃ）所示．

图３７　部件库对比［５７－５９］

（３）优化 处 理．为 了 达 到 理 想 的 玩 具 机 构 运 动

效果，文献［５７］给出了如下的优化函数：

Ｃ（ｘ）＝Ｃａ（ｘ）＋Ｃｌ（ｘ）＋Ｃｔ（ｘ），
其中：Ｃａ（ｘ）表示运动相似度，用以衡量结果与输入

的匹配程度；Ｃｌ（ｘ）表示机构布局质量，衡量布局是

否齐整有序；Ｃｔ（ｘ）表示机构拓扑复杂性，保证机构

应尽可能简单．
文献［５８］给出如下目标函数：

Ｆ＝１２∫
１

ｔ＝０
（ｘ（ｐ，ｓｔ）－ｘ^ｔ）Ｔ（ｘ（ｐ，ｓｔ）－ｘ^ｔ）ｄｔ．

　　该目标函数用来优化机构运动实际曲线与所给

运动曲线之间的相似程度．其中，ｘ（ｐ，ｓｔ）和ｘ^ｔ表示ｔ

时刻同一标记点在实际曲线与目标曲线的位置．
文献［５９］的优化目标是机构运动尽可能地与所

给关节链运动相近，在此基础上，转化为每一根骨骼

对所在关节角度的近似优化，由此针对每一个关节

链，定义如下能量函数：

ＥΦｉ＝∑
ｉ
∑
ｊ
ｓｉｎ
ΔΦｉ（ｊ）－Δｉ（ｊ）（ ）２

２

，

其中：ｉ表示骨骼编号，ｊ表示动画序列帧编号，ΔΦｉ（ｊ）
表示动画序 列 输 入 中 骨 骼 的 角 度 差；Δｉ（ｊ）表 示 实

际机构中相应的角度差．
上述３篇文章均是运动机构设计应用在不同的

场景上，方法上并没有体现太多新颖的地方．所以，
它们均强调有趣的应用场景．它们都采用了很多齿

轮，这些齿轮从外观上破坏了模型本身几何结构的

整体性；而连杆结构本身就是一种四边形和三角形

构成的几何单 元．所 以 在３Ｄ打 印 时 都 要 分 别 打 印

这些部件，然后重新组合安装，十分麻烦，并未能体

现３Ｄ打印一体成型的特点．
４．４．３　关节机构

角色对象无论是在电影还是在游戏中都无一例

外是故事的主要对象．对一个角色来说，关节是其身

上的重要元 素．角 色 动 画 中，关 节 的 重 要 性 不 言 而

喻．如何利用３Ｄ打 印 技 术 来 制 作 出 有 活 动 关 节 的

角色，将是一件有挑战性与吸引人的工作．因为它能

使打印出的 模 型 变 化 不 同 姿 势，具 有 生 命 力；但 同

时，它需要考 虑 关 节 位 置 设 定、关 节 与 其 他 部 位 拼

接、关节运动等问题，具有一定的难度．
Ｃａｌì等人［６０］和Ｂｃｈｅｒ等人［６１］就此问题分别作

了一些探讨研究，如图３８（ａ）、（ｂ）所示．从总体过程

来看，两人的方法大体相似，可简要总结如下：首先，
将所给模型按一些要求分割为不同组成部分；然后，
将分割后 的 模 型 用 合 适 的 关 节 拼 接 起 来，如 图３９
所示．

在有关方法细节上，两篇文章略有不同，试简单

对比如下：
（１）分割方 法．Ｃａｌì等 人［６０］这 块 是 将 模 型 导 入
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图３８　关节角色机构［６０－６１］

图３９　关节模型主要步骤［６１］

Ｍａｙａ中，通过 给 模 型 交 互 式 添 加 骨 骼 和 关 节 点 来

完成模型分割点设置，如图４０（ａ）所示；而Ｂｃｈｅｒ等

人［６１］则通过所给输入蒙皮权重和连接关系，将原始

模型面片分割成不同部位，如图４０（ｂ）所示，后面还

根据碰撞检测、截面大小等因素，结合中轴变换，优

化确定关节中心位置与分割结果；

图４０　分割方法对比［６０－６１］

（２）关节 处 理．Ｃａｌì等 人［６０］给 出 了 一 些 通 用 关

节模板，如图４１所示．这些模板在考虑关节缝隙公

差、摩 擦 力、关 节 大 小、厚 度 等 因 素 之 后，形 成 系 列

化．在此基础上，在连接部位插入通用关节模板，对

其变换使其与周边匹配，得到最终关节模型；Ｂｃｈｅｒ
等人［６１］文献中的关节主要有两种类型：铰链式关节

（Ｈｉｎｇｅ）和 球 状 关 节（Ｂａｌｌ－ａｎｄ－Ｓｏｃｋｅｔ），如 图４２所

示．根据关节的约束与几何信息，利用ＣＳＧ方法得到

关节造型，并与周围面片拼接，最终得到完整模型．

图４１　通用关节模板［６０］

图４２　铰链与球状关节［６１］

文献［６０］和文献［６１］这两篇文章均是针对有关

节的角色模型对象，虽然实现细节略有差异，但都实

现了角色关节机构的免组合安装（Ｎｏｎ－Ａｓｓｅｍｂｌｙ），
很好地体现了３Ｄ打 印 一 体 成 型 的 特 点 和 优 势，因

此，具有很好的应用前景．
４．４．４　免组装机构

传统机械设计时，对机械机构来说，一般都需要

两步完成模型构建．首先，创建机构的每一个组成构

件，其次，再将所有的组成构件装配起来．３Ｄ打印情

况下，这一过程可以省去第２步，得到免组装机构．
免组装机构是指在零件设计阶段将组成机构的

各个零件组装好，然后一次性直接制造出，免去后续

组装工序的机构［５］．这种机构不仅仅是机构设计概

念的创新，在更深的意义上，这种理念的存在极大地

解放了机构设计的自由度，因为这样设计者无需考

虑装配方式与装配空间，同时也能提升三维机构模

型创新能力，为现代机械及一体化设备设计、创新和

发明提供系统的基础理论和有效方法．
在快速成型领域中，很早就有这方面的研究论

文，如文献［６２］和文献［６３］．文献［６２］就基于选择性

激光融化工艺研究了免组装机构设计有关问题．在

文中，作者讨论了免组装机构中数字模型的外形、连
接节点的重新 设 计（图４３）及 构 件 打 印 的 支 撑 问 题

（图４４）等．同时，给出了一些打印实验结果，如图４５
所示．

９５２１６期 刘利刚等：３Ｄ打印中的几何计算研究进展



图４３　万向节模型［６２］

图４４　打印支撑结构比较［６２］

图４５　不同最小间隙ｄ下的万向节打印实物［６２］

４．５　自支撑结构设计

随着我国城市化水平不断提高，建筑模型的设

计造型也越来越受人们的重视．过去，建筑师为了更

好地表达设计意图与展示建筑结构，大多都通过手

工制作建筑沙盘模型的方式来实现这一目的．
随着３Ｄ打印技术的逐渐成熟，３Ｄ打印制作出

的模型更加精美，展示效果更好，同时全程数字化制

作其效率也很高，因此，它必将会逐渐取代过去的手

工制作方式．近年来，用３Ｄ打印来设计验证建筑或

结构设计的研究也越来越多，自支撑结构设计便是

其中的代表．
４．５．１　自支撑结构曲面设计

大量的世 界 建 筑 遗 产 都 是 拱 石 结 构（Ｍａｓｏｎｒｙ

Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ），这种拱石结构建筑大多是由砖块、石块

等材料堆砌而成，具有结构简单、外形优美的特点．
它属于只受压力不受拉力的结构体系，同时无需要

外部支撑，就可保持平衡．这种结构可称之为自支撑

结构．正因为这些特点，这种自支撑式的砖拱结构无

论是在古典建筑还是在现代建筑中都有着大量的应

用，尤其是在哥特式教堂建筑中，如图４６所示．

图４６　拱石自支撑结构建筑［６４］

如何在数字世界与真实世界中设计出指定外形

的砖拱结构，仍是一个既具有重要价值又具有一定

难度的任务．现有方法大多是基于推力网络分析方

法（Ｔｈｒｕｓｔ　Ｎｅｔｗｏｒｋ　Ａｎａｌｙｓｉｓ，ＴＮＡ）［６５］来处理的．
这种方法需要有深厚的结构设计知识基础，与大量

的人工设计计算工作．在这样的背景下，近年来有一

些研究者开 始 探 讨 如 何 利 用 计 算 机 来 处 理 上 述 问

题，如Ｐａｎｏｚｚｏ等人［６４］、Ｄｅ　Ｇｏｅｓ等人［６６］、Ｌｉｕ等人［６７］

及Ｖｏｕｇａ等人［６８］．
上述问题可具体表示为：给定一个曲面，如何能自

动快捷地生成一个与其相同或相近的自支撑结构曲

面，其结构基本元素为三角形或四边形，如图４７所示．

图４７　曲面自支撑结构设计问题［６４］

上述问题解决方案的基础与核心仍是ＴＮＡ方

法，主要区别在于问题解决过程与优化处理的不同．
Ｐａｎｏｚｚｏ等人［６４］在ＴＮＡ方法的基础上分析了如何

布置与分割使得曲面分块间的滑动摩擦力最小，考

虑了分 块 的 错 缝 情 况；Ｌｉｕ等 人［６７］在 ＴＮＡ的 基 础

上引入Ｒｅｇｕｌａｒ三 角 化（Ｔｒｉａｎｇｕｌａｔｉｏｎ）方 法，给 出

了两者之间的联系，最后利用Ｒｅｇｕｌａｒ三角化 方 法

来参数化生成所需要的自支撑曲面，这种方法可提

供一种便捷的参数化方式来交互创建或编辑自支撑

曲面，如图４８所示；Ｖｏｕｇａ等人［６８］根据ＴＮＡ给出
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了一个迭代优化算法，其基本过程包含计算曲面自

重荷载、生成逼近曲面、根据几何与平衡条件调整顶

点位置，文中还特别考虑了ＰＱ　Ｍｅｓｈ类型，如图４９
所示；Ｄｅ　Ｇｏｅｓ等 人［６６］的 方 法 与 Ｖｏｕｇａ等 人［６８］类

似，只不过在其基础上更多地考虑了应力、孔洞及形

状等问题的优化处理，如图５０所示．

图４８　Ｒｅｇｕｌａｒ三角化的自支撑曲面结构［６７］

图４９　带孔洞与ＰＱ　Ｍｅｓｈ构成的自支撑曲面结构［６８］

图５０　带孔洞的自支撑曲面结构［６６］

４．５．２　ＲＦ结构设计

自支撑结构中，还有一类ＲＦ（Ｒｅｃｉｐｒｏｃａｌ　Ｆｒａｍｅ
Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ）结构也很有价值．这种结构由一些ＲＦ单

元互相搭接而 成，每 一 个ＲＦ单 元 与 其 相 邻 单 元 相

互支撑，最终整个结构在外围受到外墙、环梁或锚点

的支撑而稳定成形，如图５１所示．

图５１　ＲＦ结构［６９］

ＲＦ结构令 人 着 迷 之 处 在 于，它 以 最 简 单 的 杆

棒与ＲＦ单元为 基 本 单 元，却 能 搭 接 出 一 个 复 杂 的

网格结构．这种结构空间中部无需支撑，可以形成一

个较大空间．同时，它还可以拆散与重新搭接，以便

于在不同地点间的转换使用．因此，具有这些特点的

ＲＦ结构非常适合用于快速搭建临时建筑的一些场

合，且 成 本 很 低．正 因 为 如 此，早 在 文 艺 复 兴 时 期，

ＲＦ结构就已出现并发挥作用．
单元数量 不 多 的 ＲＦ结 构 设 计 虽 不 是 一 件 易

事，但还是可以手工设计完成．如果ＲＦ结构尺度太

大，单元数量过多，这时其空间结构错综零乱，力学

关系复杂，设计难度大大提高，手工设计就很难应付

了．如何利用计 算 机 的 方 法 来 完 成 复 杂ＲＦ结 构 设

计，就变得很有必要了，Ｓｏｎｇ等人［６９］就对此问题作

了一些探讨．
针对大尺度复杂的ＲＦ结构设计问题，Ｓｏｎｇ等

将其分解为两步，即先在２Ｄ上构建基本ＲＦ单元的

组合分布，再通过一个３Ｄ导轨面将其提升到３Ｄ空

间，并在保持几何外形条件下，对杆件的位置优化以

提高结构的整体性与稳定性，如图５２所示．

图５２　ＲＦ结构设计流程［６９］
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４．６　内部结构设计

４．６．１　编解码嵌入技术

编解码嵌入技术可以在产品生产过程中把多种

格式的各种信息插入到一个物体内部，使这些产品

包含身份信息标记．
类似的技术如无线射频识别技术ＲＦＩＤ（Ｒａｄｉｏ

Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ　Ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ）和 条 形 码（一 维 或 二 维），
这些技术都广泛地用于百货公司货架商品上，或者让

办公室职员能够通过安防设备进入办公场所．然而，
这些技术需要增加一个外部设备．例如，ＲＦＩＤ技术

需要额外的安全卡片或钥匙；同样，条形码需要通过

贴纸标签来使用．另外，它们需要把设备放置在特定

的角度并且接近物体，才能进行相应的信息识别．
Ｗｉｌｌｉｓ和 Ｗｉｌｓｏｎ［７０］在 他 们 的 论 文 中 提 出 了 一

项在３Ｄ打印 中 把 信 息 嵌 入 到 物 体 中 的 技 术．这 项

技术称为ＩｎｆｒａＳｔｒｕｃｔｓ，它是将太赫兹（ＴＨｚ）扫描嵌

入到３Ｄ打印中，在３Ｄ加工的过程中可将编码信息

隐藏，随后解码成为有效标签信息．
ＩｎｆｒａＳｔｒｕｃｔｓ引入了太赫兹波 与 太 赫 兹 扫 描 成

像．太赫 兹 波 介 于 微 波 与 红 外 之 间，是 指 频 率 在

０．１ＴＨｚ到１０ＴＨｚ范 围 的 电 磁 波，波 长 大 概 在

３０μｍ到３０００μｍ范围．它是从２０世纪７０年代中后

期，被正式命名的．太赫兹波与Ｘ射线性质相似，可

穿透许多常见的材料，如塑料、纸张和布料等．同时，
它又较Ｘ射线更为低耗、安全．

太赫兹扫描成像系统基本组成如图５３所示，系
统发射太赫兹波，它在物体不同材料表面产生反射，
最终再被系统接收．

图５３　太赫兹扫描成像系统组成［７０］

在此基础上，ＩｎｆｒａＳｔｒｕｃｔｓ利用３Ｄ打 印 技 术 来

将编码信息嵌入到物体内部，然后可再通过太赫兹

扫描成像技术解码恢复，其系统流程如图５４所示，
可简述如下：（ａ）编码．将标记信息通过创建物体结

构材料变化编码到３Ｄ模型 中；（ｂ）打 印 制 造．将 带

有标记信息的３Ｄ模型输出打印；（ｃ）太赫兹扫描成

像．利用一个太赫兹扫描成像系统对带标记信息的

打印模型扫描成像；（ｄ）解码．对所得到太赫兹扫描

成像进行处理，得到其中所蕴含的标记信息．

图５４　ＩｎｆｒａＳｔｒｕｃｔｓ系统流程［７０］

系统流程的关键是如何编码，文献［７０］中给出

了一个一维 标 记 信 息 编 码 为８位 二 进 制 信 息 的 实

例，如 图５５（ａ）所 示．这 个 标 签 结 构 由 两 种 材 料 组

成，并被一个外壳所包围．其中，一种材料具有高折

射率，表示二进制中的“１”信息；另一种低折射率的

材料表示“０”信息．太赫兹扫描成像系统垂直扫描这

一结构，得到相 应 的 反 射 信 号，如 图５５（ｂ）所 示：扫

描信号首先通过外壳材料，由于它遇到一个高折射

率材料，因此它返回一个负值波峰信号；然后，它遇

到一个低折射率材料，它返回一个正值波峰信号；接
下来，随着扫描信号穿透后面各层材料，类似的正负

值波峰信号交替出现．因此，完整信号通过这些波峰

信息即可转译为二进制形式．通过这种材料及其结

构变化方式，二进制标签信息就能简单编码到物体

内部．

图５５　一维标记信息编码［７０］

ＩｎｆｒａＳｔｒｕｃｔｓ技 术 开 创 实 现 了 嵌 入 与 读 取３Ｄ
打印物体内可识别标签的技术．如此一来，３Ｄ打 印

产品不再需要进行电子芯片等信息植入、再加工，直
接即可投入生产使用．当然，需要指出的是，这里由

于用于读取 标 签 的 内 部 成 像 技 术 是 采 用 太 赫 兹 技

术，这种技术 尚 未 普 及，因 此 可 能 会 对ＩｎｆｒａＳｔｒｕｃｔｓ
技术的推广应用略有影响．
４．６．２　多层模型结构

水晶内雕是一种颇为引人注目的工艺品，它是
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在水晶、玻璃等透明材料内雕刻平面或三维立体图

案，如可雕刻２Ｄ／３Ｄ人像、人名手脚印、奖杯等个性

化标志信息，如图５６所示．其中，内雕部分对光线具

有较强的反射、折射作用，而空白部分对光线具有较

好的通透性能，这些因素使得内雕图像呈现出立体

逼真、光彩夺目的效果，加上个性化定制信息后，很

适合作为礼品或纪念品来赠送、保存和纪念．

图５６　水晶内雕（图片来源：百度百科）

能否用３Ｄ打 印 来 生 成 上 述 水 晶 内 雕 的 效 果

呢？Ｈｏｌｒｏｙｄ等人［７１］受图５７所示艺术品的启发，对

这一问题作了一些研究，研究结果如图５８所示．

图５７　艺术品，制作人：Ｃａｒｏｌ　Ｃｏｈｅｎ和Ｄｕｓｔｉｎ　Ｙｅｌｌｉｎ［７１］

图５８　真实模型与多层模型打印结果［７１］

在图５７中，左图是由一层层高清晰的图像堆叠

在一起．这启发作者通过多层结构模型来快速打印

生成类似效果的物体．因此，问题可具体化为：给定

一个３Ｄ模型，如何计算其对应的分层模型，以便根

据该分层模型，打印得到与所给模型相同或相似外

观效果？

相对所给模型来说，如果事先已给定每一层的

大小、位置和分辨率，那么问题的目标就是需要计算

所给模型在每一层上每一点的颜色及透明度．如果

模型是体数据，那么可以通过体绘制方法的重采样

来解决；如果是曲面信息，问题就要复杂些了．文中

分别对这两种情况作了单独介绍．

５　总结与展望

目前，全球正在兴起新一轮数字化、智能化制造

浪潮，准备迎接以数字智能化为核心的“第三次工业

革命”．而 作 为“第 三 次 工 业 革 命”的 前 沿 代 表 技

术———３Ｄ打印，成功地沟通了数字世界与真实世界

之间的联系，将虚拟的数字智能化技术与真实的工

业产品联系在一起．
当前，中国正处于从“中国制造”向“中国创造”

迈进的重要时期，３Ｄ打印技术可以让国内的设计师

和工程师从产品制造工艺的束缚中解放出来，更加

专注于产品本身的智力创造，大跨步进入想法到产

品（Ｍｉｎｄ　ｔｏ　Ｐｒｏｄｕｃｔ）的“所 想 即 所 得”全 新 智 造 时

代．同时，还有 无 数 的 创 客［７２］们 以 极 大 的 热 情 推 动

３Ｄ打印应用往前发展，大大拓宽其领域范 围，这 必

将有力推动３Ｄ打印及数字化相关技术与研究的发

展，当然也包括３Ｄ打印中的几何计算问题．
本文根 据３Ｄ打 印 中 的 几 何 计 算 问 题 特 点，将

其分为几何优化、结构分析、材料表面效果定制、机

构设计、自支撑结构设计、内部结构设计等六大类，

并对每一类作了分类介绍．目前，３Ｄ打印的 几 何 计

算研究仍处于发展阶段，存在大量有待解决的问题，

也是未来这方面的研究重点和可能的发展方向，下

面试分别略作介绍．
５．１　高效便捷的３Ｄ建模方法

如前所述，３Ｄ模 型 是３Ｄ打 印 的 对 象 与 内 容．
它是３Ｄ打 印 的 信 息 来 源，没 有 它，３Ｄ打 印 就 成 了

无源之水、无本之木．因此，对３Ｄ打印来说，如何能

让普通用户高 效、便 捷 地 获 取 生 成 所 需 要 的３Ｄ模

型，是一个首先需要解决的任务．
目前，３Ｄ 模 型 的 生 成 方 法 主 要 可 分 为 两 种：

（１）通过 专 业 建 模 软 件 如ＳｏｌｉｄＷｏｒｋｓ①、Ｍａｙａ、３ｄｓ
Ｍａｘ和ＳｋｅｔｃｈＵｐ等；（２）通过三 维 扫 描 设 备，如 激

光扫描仪、结构光扫描仪等扫描后，再后处理生成．
第１种方法对普通用户来说，有相当的难度，需要一

定的专业技能，尤其是结构复杂的物体．而第２种方

法则需要一定的设备支撑，有些设备不是普通用户

３６２１６期 刘利刚等：３Ｄ打印中的几何计算研究进展

① ＳｏｌｉｄＷｏｒｋｓ［ＥＢ／ＯＬ］．ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｓｏｌｉｄｗｏｒｋｓ．ｃｏｍ．ｃｎ／．
２０１３．１２．１６



所能承受的．
因此，如果能为普通用户提供一个便捷、高效的

建模技术与工具，必将大大推动３Ｄ打印的普及与应

用．这方面已经有一些基于草图或笔划的建模方法的

相关研究，效果还不错，如清华大学和以色列特拉维

夫大学的研究人员最近开发出一种名为“３－Ｓｗｅｅｐ”
的技 术［７３］，可 以 实 现 从 单 张２Ｄ照 片 直 接 生 成３Ｄ
模型，让３Ｄ建 模 变 得 像 在Ｐｈｏｔｏｓｈｏｐ① 中 建 立 选

区、编辑图像一样简单．美国欧特克公司②也正在让

３Ｄ建模技术变得越来越便捷，作为全球二维和三维

设计、工程及娱乐软件的领导者，它正在做的是让更

多不懂设计的人通过软件应用成为“设计师”，发起

一场全民建模“设 计”的 浪 潮，来 迎 接 这 场３Ｄ打 印

的时代．
５．２　拓扑优化

适用于３Ｄ打印的材料通常是为专门的设备配

套研发的，这样才能保证材料的物理性质稳定，保证

打印的效果．但也正是这样的原因导致专用材料一

般小批量生产，缺 少 规 模 效 益 又 导 致 了３Ｄ打 印 耗

材价格居高不下．
为了节 省 所 使 用 的 材 料，大 部 分 的３Ｄ打 印 附

带的软件都考虑了节省材料的功能．一个最直接的

方法就是将物体“掏空”，即不是打印一个实体模型，
而是打印一个只具有薄层厚度的物体．为了增加所

打印的物体的 硬 度，有 些３Ｄ打 印 软 件 会 自 动 在 薄

层内部填充一些规整的网状结构，比如蜂窝结构．
但是，现 有 的３Ｄ打 印 软 件 的 这 个 功 能 都 十 分

有限，不能自动计算掏空物体的薄层厚度以及判断

所填充的网状结构的密度，这些都需要用户手工进

行设置．若用户设置不合理，要么打印出来的物体不

能满足物理要求（比如硬度不够而易碎）或几何要求

（比如站立不稳），要么过多使用了打印材料．
如何通过几何计算方法来优化３Ｄ模型的拓扑

结构，使其既能外形上满足需要同时结构功能上也

有一个很好 的 性 能．这 样，既 可 以 减 少 打 印 耗 材 用

量，也能缩短打印时间，同时还减少了设备损耗，达

到一举三得的良好效果．
近来，关 于 结 构 拓 扑 优 化 已 有 多 篇 文 章，如

Ｗａｎｇ等人［７４－７６］及Ａｌｌａｉｒｅ等人［７７－７８］．但如何将这些

研究成果运用到３Ｄ打印中，仍需要结合３Ｄ打印实

际需求来考虑，其中还存在很多问题尚待解决．
５．３　快速打印

随着社会生产力的加速发展，企业越来越希望

缩短它们从设计到产品交付的时间，这一时间也是

企业效率的 关 键 衡 量 指 标．与 传 统 制 造 技 术 相 比，

３Ｄ打印技术已使制造时间大为减少．
但即使这样，３Ｄ打印一个合适大小的物体仍需

要一定的耗时，且一般动辄就是十几小时或几十小

时，如 通 过 ＦＤＭ 工 艺 采 用 普 通 精 度 打 印 一 个

４０ｃｍ×３０ｃｍ×８０ｃｍ大小的人头模型约需１２ｈ，如

果采用更高精度，时间还会更长．这无论是对于个人

还是企业，时间成本都有些高，尤其是对企业来说，
会大大削弱企业的产品竞争力．

因此，缩短３Ｄ打印的时间，实现产品对象的快

速打印的问题，亟需解决．当然，要想大幅度地缩短

打印时间，必须要从硬件出发去考虑，改变打印工艺

方法，优化打印流程，才能得到较好效果．但是这种

方式可能需要付出的代价也非常高．
另一种可能的选择是可以从模型出发，通过几

何计算方法来 实 现 快 速 打 印．由 于 对 于３Ｄ打 印 来

说，打印时间与打印精度成正比，即打印精度越高，
所需打印时间越长．因此，如果想要缩短打印时间，
一种可行的方法是将模型上一些不重要的部分用低

精度，而重要 部 位 用 高 精 度，这 样 既 可 缩 短 打 印 时

间，又不致过于影响模型外观视觉效果，这方面尚存

在很多问题值得我们深入探讨研究．
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ｌｅｖｅｌ　ｓｅｔ　ｍｅｔｈｏｄ　ｆｏｒ　ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ　ｓｈａｐｅ　ａｎｄ　ｔｏｐｏｌｏｇｙ　ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ．

Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ　Ｐｈｙｓｉｃｓ，２００８，２２７（１１）：５５６１－

５５８１
［７７］ Ａｌｌａｉｒｅ　Ｇ，Ｊｏｕｖｅ　Ｆ，Ｔｏａｄｅｒ　Ａ－Ｍ．Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ　ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ
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Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ　Ｐｈｙｓｉｃｓ，２００４，１９４（１）：３６３－３９３
［７８］ Ａｌｌａｉｒｅ　Ｇ，Ｄｅ　Ｇ　Ｆ，Ｊｏｕｖｅ　Ｆ，Ｔｏａｄｅｒ　Ａ．Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ　ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

ｕｓｉｎｇ　ｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌ　ａｎｄ　ｓｈａｐｅ　ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ　ｖｉａ　ａ　ｌｅｖｅｌ　ｓｅｔ　ｍｅｔｈｏｄ．

Ｃｏｎｔｒｏｌ　ａｎｄ　Ｃｙｂｅｒｎｅｔｉｃｓ，２００５，３４（１）：５９－８０

ＬＩＵ　Ｌｉ－Ｇａｎｇ，ｂｏｒｎ　ｉｎ　１９７５，Ｐｈ．Ｄ．，

ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ．Ｈｉｓ　ｍａｉｎ　ｒｅｓｅａｒｃｈ　ｉｎｔｅｒｅｓｔｓ
ｉｎｃｌｕｄｅ　ｃｏｍｐｕｔｅｒ　ｇｒａｐｈｉｃｓ，ｇｅｏｍｅｔｒｙ
ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ，ａｎｄ　ｉｍａｇｅ　ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ，ｅｔｃ．

ＸＵ　Ｗｅｎ－Ｐｅｎｇ，ｂｏｒｎ　ｉｎ　１９７６，Ｐｈ．Ｄ．ｃａｎｄｉｄａｔｅ．Ｈｉｓ
ｍａｉｎ　ｒｅｓｅａｒｃｈ　ｉｎｔｅｒｅｓｔ　ｉｓ　ｃｏｍｐｕｔｅｒ　ｇｒａｐｈｉｃｓ．

ＷＡＮＧ　Ｗｅｉ－Ｍｉｎｇ，ｂｏｒｎ　ｉｎ　１９８６，Ｐｈ．Ｄ．ｃａｎｄｉｄａｔｅ．Ｈｉｓ
ｍａｉｎ　ｒｅｓｅａｒｃｈ　ｉｎｔｅｒｅｓｔ　ｉｓ　ｃｏｍｐｕｔｅｒ　ｇｒａｐｈｉｃｓ．

ＹＡＮＧ　Ｚｈｏｕ－Ｗａｎｇ，ｂｏｒｎ　ｉｎ　１９７４，Ｐｈ．Ｄ．，ａｓｓｏｃｉａｔｅ

ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ．Ｈｉｓ　ｍａｉｎ　ｒｅｓｅａｒｃｈ　ｉｎｔｅｒｅｓｔｓ　ｉｎｃｌｕｄｅ　ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ

ｇｅｏｍｅｔｒｙ，ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ　ｔｈｅｏｒｙ　ａｎｄ　ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ．
ＬＩＵ　Ｘｉｕ－Ｐｉｎｇ，ｂｏｒｎ　ｉｎ　１９６４，Ｐｈ．Ｄ．，ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ．Ｈｅｒ

ｍａｉｎ　ｒｅｓｅａｒｃｈ　ｉｎｔｅｒｅｓｔｓ　ｉｓ　ｄｉｇｉｔａｌ　ｇｅｏｍｅｔｒｙ　ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ．

Ｂａｃｋｇｒｏｕｎｄ
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ｏｆ　ｓｃｉｅｎｃｅ　ａｎｄ　ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，ｗｈｉｃｈ　ｆｉｎｄｓ　ｍａｎｙ　ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ　ｉｎ

ｅｖｅｒｙ　ａｓｐｅｃｔｓ　ｏｆ　ｏｕｒ　ｌｉｆｅ，ｉｎｃｌｕｄｉｎｇ　ａｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒｅ，ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ，

ｉｎｄｕｓｔｒｉａｌ　ｄｅｓｉｇｎ，ａｕｔｏｍｏｔｉｖｅ，ａｅｒｏｓｐａｃｅ，ｍｉｌｉｔａｒｙ，ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，

ｃｉｖｉｌ　ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，ｄｅｎｔａｌ　ａｎｄ　ｍｅｄｉｃａｌ　ｉｎｄｕｓｔｒｉｅｓ，ｂｉｏｔｅｃｈ
（ｈｕｍａｎ　ｔｉｓｓｕｅ　ｒｅｐｌａｃｅｍｅｎｔ），ｆａｓｈｉｏｎ，ｆｏｏｔｗｅａｒ，ｊｅｗｅｌｒｙ，
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Ｆｒｏｍ　ｔｈｅ　ｂｅｇｉｎｎｉｎｇ　ｏｆ　ｔｈｅ　１９８０ｓ，ｉｔ　ｈａｓ　ｂｅｅｎ　ｇｒａｄｕａｌｌｙ
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ｔｏ　ｂｕｙ　ｐｒｏｄｕｃｔｓ　ｆｒｏｍ　ｏｔｈｅｒ　ｐｅｏｐｌｅ　ａｎｄ　ｃｏｒｐｏｒａｔｉｏｎｓ．

Ｔｈｅｒｅ　ａｒｅ　ｍａｎｙ　ｅｆｆｏｒｔｓ　ｗｈｉｃｈ　ｈａｖｅ　ｂｅｅｎ　ｄｅｖｏｔｅｄ　ｔｏ　ｔｈｉｓ

ａｒｅａ　ａｎｄ　ｇａｉｎ　ａ　ｎｕｍｂｅｒ　ｏｆ　ａｃｈｉｅｖｅｍｅｎｔｓ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｗｏｒｌｄ．Ｗｅ

ｅｘｐｅｃｔ　ｔｏ　ｓｕｍｍａｒｉｚｅ　ｔｈｅｓｅ　ｒｅｓｅａｒｃｈ　ｅｆｆｏｒｔｓ　ａｎｄ　ａｃｈｉｅｖｅｍｅｎｔｓ

ｉｎ　ｏｒｄｅｒ　ｔｏ　ｈｅｌｐ　ｒｅｓｅａｒｃｈｅｒｓ　ｕｎｄｅｒｓｔａｎｄ　ｔｈｅ　ｋｅｙ　ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｉｅｓ

ａｎｄ　ｋｅｅｐ　ｕｐ　ｗｉｔｈ　ｔｈｅ　ｍａｉｎ　ｔｒｅｎｄｓ　ｉｎ　ｔｈｅｓｅ　ｒｅｓｅａｒｃｈ　ａｒｅａｓ．

Ｔｈｅ　ｗｏｒｋ　ｉｓ　ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ　ｊｏｉｎｔｌｙ　ｂｙ　ｔｈｅ　Ｎａｔｉｏｎａｌ　Ｂａｓｉｃ

Ｒｅｓｅａｒｃｈ　Ｐｒｏｇｒａｍ（９７３Ｐｒｏｇｒａｍ）ｏｆ　Ｃｈｉｎａ（Ｎｏ．２０１１ＣＢ３０２４００），

ｔｈｅ　Ｎａｔｉｏｎａｌ　Ｓｃｉｅｎｃｅ　Ｆｕｎｄ　ｆｏｒ　Ｅｘｃｅｌｌｅｎｔ　Ｙｏｕｎｇ　Ｓｃｈｏｌａｒｓ
（Ｎｏ．６１２２２２０６），ｔｈｅ　Ｎａｔｉｏｎａｌ　Ｎａｔｕｒａｌ　Ｓｃｉｅｎｃｅ　Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ　ｏｆ

Ｃｈｉｎａ（Ｎｏｓ．１１０３１００７，１１１７１３２２，６１１７３１０２ａｎｄ　６１００５０３３），

Ｋｅｙ　Ｐｒｏｇｒａｍ　ｏｆ　Ｎａｔｉｏｎａｌ　Ｎａｔｕｒａｌ　Ｓｃｉｅｎｃｅ　Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ　ｏｆ　Ｃｈｉｎａ
（Ｎｏ．Ｕ０９３５００４），Ｏｎｅ　Ｈｕｎｄｒｅｄ　Ｔａｌｅｎｔ　Ｐｒｏｊｅｃｔ　ｏｆ　ｔｈｅ　Ｃｈｉｎｅｓｅ

Ａｃａｄｅｍｙ　ｏｆ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，ｔｈｅ　１１１ Ｐｒｏｊｅｃｔ （Ｎｏ．ｂ０７０３３）ａｎｄ

Ｐｒｏｇｒａｍ　ｆｏｒ　Ｎｅｗ　Ｃｅｎｔｕｒｙ　Ｅｘｃｅｌｌｅｎｔ　Ｔａｌｅｎｔｓ　ｉｎ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ
（Ｎｏ．ＮＣＥＴ－１１－０８８１）．Ｔｈｅｓｅ　ｐｒｏｊｅｃｔｓ　ａｉｍ　ｔｏ　ｐｒｏｖｉｄｅ　ｂｅｔｔｅｒ

ｍｅｔｈｏｄｓ　ｏｆ　ｇｅｏｍｅｔｒｙ　ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ　ｉｎ　３Ｄｐｒｉｎｔｉｎｇ．Ｏｕｒ　ｇｒｏｕｐ　ｈａｓ

ｂｅｅｎ　ｗｏｒｋｉｎｇ　ｏｎ　ｔｈｉｓ　ｒｅｓｅａｒｃｈ　ａｎｄ　ｈａｓ　ｐｕｂｌｉｓｈｅｄ　ａ　ｓｅｒｉｅｓ　ｏｆ
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ｉｎｃｌｕｄｉｎｇ　ＳＩＧＧＲＡＰＨ　ａｎｄ　ＡＣＭ　Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ　ｏｎ　Ｇｒａｐｈｉｃｓ．

７６２１６期 刘利刚等：３Ｄ打印中的几何计算研究进展


