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� Fourier�������

Jean Baptiste Joseph Fourier (1768�1830),

����������. ��������

�����1817�����������.

��������������19���

������������������.



Home Page

Title Page

�� ��

� �

Page 4 of 66

Go Back

Full Screen

Close

Quit

• Fourier�����Dirichlet�Riemann�Lipschitz�� Jordan�

�������������� Fourier����������

������ Fourier����������� Fourier����

���������������������������

• Fourier������������������������

��������������� Dirichlet���������

����������� Riemann������� Riemann��

����������������������� Cantor�

������������������������� Fourier

�������	�����������
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• Fourier������������������������

����������������������������

���������������� Fourier��� Fourier��

����

• �����Fourier �����������������

��������������������������

��Fourier����������
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Fourier�������

•���������������������������

������������� Gibbs������������

���������������

•���������������������������

��������������������

•���������������������������

•��� Fourier����������������
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�������

������”��”, ��������������� L2(R)

��.

������ ψ ∈ L2(R)������,����������

��

ψj,k(t) = 2j/2ψ(2jt− k), j, k ∈ Z,

�� L2(R)������. �〈ψj,k, ψl,m〉 = δj,lδk,m, j, k, l,m ∈ Z,

���� f ∈ L2(R)���

f (t) =

+∞∑
j,k=−∞

cj,kψj,k(t).
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�������

• 1910��Haar��� Haar����Haar���������

�������

• 1936��Littlewood � Paley � Fourier ����� Littlewood-

Paley�������������������������

�������

• 20��������Calderon� Coifman���� Hp���

�������������������

• 1984����������Morlet������������

�������������������	��������

����
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• 1986��Meyer��������������������

���������������Mallat����������

����������������������

• 1989��Mallat���������������� FFT��

����������-Mallat���������������

�����

• 1988��Daubechies �����������������

��������������������������

Daubechies�������������������
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�������

•�������������,�������;

•�����������. ������������,���

���. ������������������,������

���;

•��������,����,��������������

��.����,�����,�����,�����. ����

�������;

•�����������������������,����

��	���.
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•�������������� Fourier����������

�������� Fourier����������������

��

•���������������������������
����������������������������
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�������

•���������������������������

��������������������.

•���������������������������.

•���������������������������

������������.

•������������CDMA������������

����������.
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����

���� V ������������ 〈·, ·〉 : V × V → C��

V ������������������ u, v, w ∈ V � c ∈ C

�

•���: 〈v, v〉 ≥ 0,� 〈v, v〉 = 0���� v = 0;

•�����: 〈v, w〉 = 〈w, v〉;

•���: 〈cv, w〉 = c〈v, w〉;

•���: 〈u + v, w〉 = 〈u,w〉 + 〈v, w〉.

����������������.
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•����:

〈u + v, w〉 = 〈u,w〉 + 〈v, w〉

〈u, v + w〉 = 〈u, v〉 + 〈u,w〉

•�����:

〈v, cw〉 = c̄〈v, w〉
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�1 � n ������ Cn �, ���� v = (v1, v2, · · · , vn),
w = (w1, w2, · · · , wn) ∈ Cn ,����

〈v, w〉 =

n∑
j=1

vjwj.

� Cn���������

� n ������ Rn �, ���� v = (v1, v2, · · · , vn), w =

(w1, w2, · · · , wn) ∈ Rn ,����

〈v, w〉 =

n∑
j=1

vjwj.

� Rn���������
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�2� v = (v1, v2), w = (w1, w2) ∈ C2. � C2�����

〈v, w〉 = (w1, w2)

⎛⎝ 2 −i
i 3

⎞⎠ ⎛⎝ v1

v2

⎞⎠ .

� C2��������. ���������

〈v, w〉 = (w1, w2)A

⎛⎝ v1

v2

⎞⎠ ,

�� A���� Hermitian��.

•���⇒ 〈v, v〉 = (v1, v2)A

⎛⎝ v1

v2

⎞⎠ > 0

• Hermitian⇒

〈w, v〉 = (w1, w2)A
∗

⎛⎝ v1

v2

⎞⎠ = (w1, w2)A

⎛⎝ v1

v2

⎞⎠ = 〈v, w〉
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�����

•������������������: �������

‖v‖ :=
√
〈v, v〉

•������������������������ v, w�

�����

d(v, w) := ‖v − w‖
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��

•���� � V �����, vk, k = 1, 2, · · · � V �����

v ∈ V . ��� k →∞�, ‖vk − v‖ → 0,���� vk, k = 1, 2, · · ·
��� v,��vk → v, k →∞.

• Cauchy�� � V �����, vk, k = 1, 2, · · · � V ����.

�� ∀ε > 0 ,����� N ,���m,n > N �, ‖vm − vn‖ < ε,

�� vk, k = 1, 2, · · · � V �� Cauchy��.

• Hilbert�������� V ���� Cauchy�������

�,�� V ����. ��������� Hilbert��.
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L2��

L2([a, b])�� [a, b]������������,�

L2([a, b]) = {f : [a, b] → C,

∫ b

a

|f (t)|2dt <∞}.

• L2([a, b])� C��������.

• L2([a, b])��������. ��, {1, t, t2, t3, · · · }� L2([0, 1])�

������.

•� L2([a, b])�����: ∀f, g ∈ L2([a, b])

〈f, g〉L2 =

∫ b

a

f (t)g(t)dt,

� L2([a, b])���� Hilbert��.
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L2������

•�� 0 = 〈f, f〉 =
∫ b

a |f (t)|2dt,�� f �����,������

t� f (t) = 0.

��: ���� t0 ∈ [a, b]�� |f (t0)| > 0. � f � t0 �����

�,�� δ > 0 ,������ t ∈ [t0 − δ, t0 + δ]�

|f (t)− f (t0)| < 1

2
|f (t0)|,

� |f (t)| > 1
2|f (t0)|, ∀t ∈ [t0 − δ, t0 + δ].�������∫ b

a

|f (t)|2dt ≥
∫ t0+δ

t0−δ
|f (t)|2dt ≥ 2δ · 1

4
|f (t0)|2 > 0.

�� 〈f, f〉 = 0��.
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•�� 0 = 〈f, f〉 =
∫ b

a |f(t)|2dt,�� f �������,�������

f(t) = 0.

•�� f ∈ L2([a, b])�� 0 = 〈f, f〉 =
∫ b

a |f(t)|2dt,�� [a, b]�����

�� f(t) = 0.

•� [a, b]������� f(t) = g(t),����� f � g ��. ����

�, L2��������.
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l2��

l2������ ∞∑
n=−∞

|xn|2 <∞

��� X = · · · , x−1, x0, x1, · · · , xi ∈ C���.� l2�����

X = · · · , x−1, x0, x1, · · · ,

Y = · · · , y−1, y0, y1, · · · ,

����

〈X, Y 〉l2 =

∞∑
n=−∞

xnyn.

� l2�������� Hilbert��.
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L2������

•����
���� fn� [a, b]������ f ,������� t ∈ [a, b]�

��� ε > 0,����� N ,��� n ≥ N �, |fn(t) − f (t)| < ε

��.

•����
���� fn� [a, b]������ f ,������� ε > 0,��

��� N ,��� n ≥ N �,���� t ∈ [a, b], |fn(t) − f (t)| < ε

��.
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•�����

���� fn � L2([a, b]) ������� f , ��� n → ∞ �,

‖fn− f‖L2 → 0. �����,���� ε > 0,�����N ,��

� n ≥ N �, ‖fn − f‖L2 < ε��.
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�������

•���������

���������

����⇒����

� fn(t) = tn, n = 1, 2, 3, · · · , f (t) = 0.

�� [0, 1)� fn����� f .

�� [0, 1)� fn������ f . ��� t��� 1�, tn��� 0

�����.

� ������ r < 1,��� fn � [0, r]������ f . ��

�,�� 0 ≤ t ≤ r,� |tn| ≤ rn. ������ n�� rn < ε,��

���� 0 ≤ t ≤ r, |fn(t)− f (t)| < ε��.
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•����������

������ ����

����� �����

�1

fn(t) =

⎧⎨⎩
√
n, 0 ≤ t ≤ 1

n2 ,

0, 1
n2 < t ≤ 1,

f (t) = 0, t ∈ [0, 1].

�

∫ 1

0

|fn(t)− f (t)|2dt =

∫ 1/n2

0

ndt =
1

n
→ 0.

� fn(0) =
√
n→∞.
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�2 f (t) = 0, t ∈ [0, 1],

fn(t) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, t = 0,

n, 0 < t < 1
n,

0, 1
n ≤ t ≤ 1.

� ��� fn � [0, 1] ������ f . ����� t ∈ [0, 1]

� ε > 0, ����� N = [1t ], ��� n ≥ N , � n > 1
t �,

|fn(t)− f (t)| = 0 < ε��.

���� fn������� f . ��∫ 1

0

|fn(t)− f (t)|2dt =

∫ 1
n

0

n2dt = n→∞.

��� fn, g ∈ L2([a, b]). �� fn� [a, b]������ f ,���

��� t ∈ [a, b], |fn(t)| ≤ g(t),� fn� L2[a, b]������� f .
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•����������

����������

����������

� f (t) = 0, t ∈ [0, 1],

fn(t) =

⎧⎨⎩ 1, 0 ≤ t ≤ 1
n,

0, 1
n < t ≤ 1.

� fn������ f ,�� [0, 1]� fn������ f . (Ex)
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��: ������� [a, b] �, ��� fn ����� f , �

L2([a, b])�, fn������ f .

��: ����������,����� ε > 0,����� N ,

��� n ≥ N �,���� t ∈ [a, b], |fn(t)− f (t)| < ε��. ��

‖fn − f‖2
L2 =

∫ b

a |fn(t)− f (t)|2dt
≤ ∫ b

a ε
2dt

= ε2(b− a).

�� fn������ f .
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Schwarz���������

• ����� R2�,�������� Schwarz���

|〈X,Y 〉| = ‖X‖‖Y ‖| cos θ| ≤ ‖X‖‖Y ‖,

�� θ� X � Y �����.

• ����� R2�,��������

‖X + Y ‖ ≤ ‖X‖ + ‖Y ‖.

��������������.
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��: �� V, 〈·, ·〉 �������,����� X,Y ∈ V ,�

• Schwarz���: |〈X, Y 〉| ≤ ‖X‖‖Y ‖. ���� X � Y ���

��,����. ��,���� X � Y ����������,

�〈X, Y 〉 = ‖X‖‖Y ‖.

•�����: ‖X + Y ‖ ≤ ‖X‖ + ‖Y ‖. ���� X � Y ���

�������,����.
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Schwarz������:

� 〈X, Y 〉 = |〈X,Y 〉|eiφ,�� t ∈ R. ��������

0 ≤ ‖e−iφX − tY ‖2

= 〈e−iφX − tY, e−iφX − tY 〉
= ‖X‖2 − t(〈e−iφX, Y 〉 + 〈Y, e−iφX〉) + t2‖Y ‖2

= ‖X‖2 − 2 Re (te−iφ〈X,Y 〉) + t2‖Y ‖2

= ‖X‖2 − 2t|〈X, Y 〉| + t2‖Y ‖2.

��,����� �= 4|〈X,Y 〉|2 − 4‖X‖2‖Y ‖2 ≤ 0. �� Schwarz

�����.
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�� |〈X, Y 〉| = ‖X‖‖Y ‖,���

‖e−iφX − tY ‖2 = 0

����� t0. ���, e−iφX − t0Y = 0,�X = eiφt0Y . ���X

� Y ����.�� 〈X,Y 〉 = ‖X‖‖Y ‖,� eiφ = 1,�� X = t0Y .

��,���

t0‖Y ‖2 = |t0|‖Y ‖2.

�� t0 ≥ 0. �������.
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��������:

�� Schwarz���,����

‖X + Y ‖2 = 〈X + Y,X + Y 〉
= ‖X‖2 + 2 Re (〈X, Y 〉) + ‖Y ‖2

≤ ‖X‖2 + 2‖X‖‖Y ‖ + ‖Y ‖2

= (‖X‖ + ‖Y ‖)2.

���������������.

��,�������� 〈X, Y 〉 = ‖X‖‖Y ‖,����� X �

Y ���������.
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�������

��: �� V, 〈·, ·〉 �������,��������: ����

X,Y ∈ V ,�

‖X + Y ‖2 + ‖X − Y ‖2 = 2(‖X‖2 + ‖Y ‖2).

��� ‖X + Y ‖2 + ‖X − Y ‖2 = 〈X + Y,X + Y 〉 + 〈X − Y,X − Y 〉

= 2〈X,X〉 + 2〈Y, Y 〉

= 2(‖X‖2 + ‖Y ‖2).

��������,�������������������

����������.
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��

��:�� V, 〈·, ·〉�������.

•� X, Y ∈ V ,�� 〈X,Y 〉 = 0,�� X � Y ��.

•� X ∈ V , M � V �����,�� X �M �������,

�� X �M ��.

•�M,N � V ���,��M �������� N �����

���,��M � N ��.

• � M � V �����, �� M ���������, �

� M � V ������. ���, �� M �������

‖X‖ = 1, ∀X ∈M ,��M � V ��������.
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� 1�

φ(t) =

⎧⎨⎩ 1, 0 ≤ t < 1,

0, otherwise,
ψ(t) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1, 0 ≤ t < 1

2,

−1, 1
2 ≤ t < 1,

0, otherwise.

�� L2(R)�, φ� ψ����,����

〈φ, ψ〉 =

∫ 1
2

0

1dt−
∫ 1

1
2

1dt = 0.

�� Haar��, φ������( scalling function), ψ �����

�(wavelet function).
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� 2�� f (t) = sin t� g(t) = cos t� L2([−π, π])���,���

�

〈f, g〉 =

∫ π

−π
sin t cos tdt =

1

2

∫ π

−π
sin 2tdt = 0.

��,� ∫ π

−π
sin2 tdt =

∫ π

−π
cos2 tdt = π,

��
sin t√
π
�

cos t√
π
� L2([−π, π])�������.

����,���

1√
2π
,

cosnt√
π
,

sinnt√
π
, n = 1, 2, · · ·

� L2([−π, π])�������. ����� Fourier�����

������.
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�����

������������������,���������

�����.

���� V0 ����� V ������, {e1, · · · , eN}� V0 �

�����.�� v ∈ V0,��

v =

N∑
j=1

〈v, ej〉ej.
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���� {e1, · · · , eN}� V0������,������ v ∈ V0

��������� ej �����,�

v =

N∑
j=1

αjej.

����� ek ���,��

〈v, ek〉 =

N∑
j=1

〈αjej, ek〉.

� {e1, · · · , eN}��������

αk = 〈v, ek〉.
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�������

�������� V �������, V0� V ������,�

� v ∈ V�V0. ����������:

����� v0 ∈ V0,�� v0� v� V0�����?����,

‖v − v0‖ = min
w∈V0

‖v − w‖.

� v� V0�������������?



Home Page

Title Page

�� ��

� �

Page 42 of 66

Go Back

Full Screen

Close

Quit

���� V �������, V0� V ������. �����

v ∈ V ,����� v0 ∈ V0,��

‖v − v0‖ = min
w∈V0

‖v − w‖.

� v0� v� V0�����.

����,�� V0� V �������,�� V ������,�

�������.
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������ V �������, V0 � V �������, �

� v � V �����.� v0 ∈ V0� v � V0���������

v − v0� V0��.
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�� (⇒)���� w ∈ V0,����

f (t) = ‖v0 + tw − v‖2, t ∈ R.

�� v0� v � V0�����,�� t = 0� f �����. ��

��� f ����

f (t) = 〈v0 + tw − v, v0 + tw − v〉
= ‖v0 − v‖2 + 2tRe (〈v0 − v, w〉) + t2‖w‖2,

����

f
′
(t) = 2 Re (〈v0 − v, w〉) + 2t‖w‖2.

�� t = 0� f �����,�� f
′
(0) = 0. ������

Re (〈v0 − v, w〉) = 0.
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��,����

g(t) = ‖v0 + itw − v‖2, t ∈ R.

�� v0� v� V0�����,�� t = 0�� g�����. � g

��

g(t) = 〈v0 + itw − v, v0 + itw − v〉
= ‖v0 − v‖2 + 2t Im (〈v0 − v, w〉) + t2‖w‖2,

��

g
′
(t) = 2 Im (〈v0 − v, w〉) + 2t‖w‖2.

� g
′
(0) = 0,�� Im (〈v0 − v, w〉) = 0. ������

〈v0 − v, w〉 = 0, ∀w ∈ V0.
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(⇐)�� v0 ∈ V0, v − v0⊥V0,�� ṽ0 ∈ V0� v � V0�����.

�����������,

v − ṽ0⊥V0.

��� ṽ0 − v0 ∈ V0,��

ṽ0 − v0 = (v − v0)− (v − ṽ0)

� V0��,�� ṽ0 − v0 = 0,� ṽ0 = v0.
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�������

�� �� V �������, V0 � V � N ����, ��

{e1, e2, · · · , eN}� V0 ������.����� v ∈ V , �� V0

��������

v0 =

N∑
j=1

αjej, αj = 〈v, ej〉.

���� {e1, e2, · · · , eN}� V0���,����� v− v0���

V0,���� v − v0� ek, k = 1, · · · , N ��. �������

〈v − v0, ek〉 = 〈v, ek〉 − 〈
N∑
j=1

αjej, ek〉

= 〈v, ek〉 − αk

= 0.
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�1� V0� L2([−π, π])�� cos t� sin t������, f (t) = t.

�� e1 =
cos t√
π
� e2 =

sin t√
π
� L2([−π, π])�������,�� f

� V0������

f0 = 〈f, e1〉e1 + 〈f, e2〉e2,

��

〈f, e1〉 = 0, 〈f, e2〉 = 2
√
π.

����

f0(t) = 2 sin t.
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�2�

φ(t) =

⎧⎨⎩ 1, 0 ≤ t < 1,

0, otherwise,
ψ(t) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1, 0 ≤ t < 1

2,

−1, 1
2 ≤ t < 1,

0, otherwise.

� V � L2[0, 1]�� φ(t), ψ(t), ψ(2t), ψ(2t − 1)������. �

f (t) = t� V �����.(Ex)
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���������

������� V �������, V0� V ������. V0�

�����,�� V ⊥0 ,� V���� V0��������,�

V ⊥0 = {v ∈ V ; 〈v, w〉 = 0, ∀w ∈ V0}.

�������� V �������, V0� V �������.

� V ����� v��������

v = v0 + v1,

�� v0 ∈ V0, v1 ∈ V ⊥0 . ����

V = V0 ⊕ V ⊥0 .
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������ v ∈ V ,� v0� v� V0�����.�� v���

��

v = v0 + (v − v0),

�� v − v0� V0��,���� v − v0 ∈ V ⊥0 .

�������������. ���������

v = v0 + v1 = ṽ0 + ṽ1,

�� v0, ṽ0 ∈ V0, v1, ṽ1 ∈ V ⊥0 . �����

V0 � v0 − ṽ0 = ṽ1 − v1 ∈ V ⊥0 .

���

〈v0 − ṽ0, v0 − ṽ0〉 = 〈ṽ1 − v1, ṽ1 − v1〉 = 0.

���� v0 = ṽ0, v1 = ṽ1.
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Gram-Schmidt���

���� V �������, V0� V �N ����,�� vj, j =

1, · · · , N,� V0����.��� V0������ {e1, e2, · · · , eN},
����� ej �� v1, · · · , vj �����.
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��: ���� e1 :=
v1

‖v1‖. ���, ‖e1‖ = 1. � v0� v2����

span{e1}�����.�

v0 = 〈v2, e1〉e1,

����

E2 = v2 − v0 = v2 − 〈v2, e1〉e1

� e1��. ��� E2 �= 0,�� v2� v1������. ����

e2 :=
E2

‖E2‖. ��, e1 � e2 ������,�� e2 � v1 � v2 ��

���.
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� v0� v3���� span{e1, e2}�����.�

v0 = 〈v3, e1〉e1 + 〈v3, e2〉e2,

���� E3 = v3 − v0� e1� e2��. �� e3 := E3

‖E3‖. ����

{e1, e2, e3}������,�� e3���� v1, v2, v3�����.

�����,��������.

�: � V � L2[0, 1] �� 1, t, t2, t3 ������. �� Gram-

Schmidt������� V ������.(Ex)
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����

��:� V �W �������,�� T : V → W �� V �W

�����,�������� v, w ∈ V � α, β ∈ C,��

T (αv + βw) = αTv + βTw.

��W = C,� T � V ������.
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�����������

�� V � W ����������, �� {v1, v2, · · · , vn} �
{w1, w2, · · · , wm}��� V �W ��. T � V �W �����.

����� 1 ≤ j ≤ n, Tvj ∈ W ,�������

Tvj =

m∑
i=1

aijwi.

������ v =
∑n

j=1 xjvj ∈ V , Tv������

Tv =

n∑
j=1

xjTvj =

m∑
i=1

n∑
j=1

(aijxj)wi =

m∑
i=1

yiwi,

�� yi =
∑n

j=1 aijxj.
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�� T �����⎛⎜⎜⎜⎝
a11 · · · a1n

· · · · · · · · ·
am1 · · · amn

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
x1

...

xn

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
y1

...

ym

⎞⎟⎟⎟⎠
↓ ↓ ↓
T v Tv

���������, ������, �����������

�. ����������. �������������.
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������

��:� V �W �������, T � V �W �����. ��

���� c,������ v ∈ V ,�

‖Tv‖ ≤ c‖v‖,

�� T � V �W �������.
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�1�����������������.

�����������������������,���

�������: � v =
∑n

j=1 xjvj ∈ V ,������

‖v‖ = max
1≤j≤n

|xj|.

��,���

‖Tv‖W = ‖∑n
j=1 xjTvj‖W

≤∑n
j=1 |xj|‖Tvj‖W

≤ (
∑n

j=1 ‖Tvj‖W )‖v‖.
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�2�������������.

T : V → V0

v �→ v0

v = v0 + (v − v0)

⇒ ‖v‖2 = ‖v0‖2 + ‖v − v0‖2

⇒ ‖Tv‖ = ‖v0‖ ≤ ‖v‖
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����

� V = Cn,W = Cm,�����������.�� T : Cn → Cm

�����,�����

vj = (0, · · · , 1, · · · , 0), j = 1, 2, · · · , n,

wi = (0, · · · , 1, · · · , 0), i = 1, 2, · · · ,m,

������� A = (aij)m×n. ���� X = (x1, · · · , xn) ∈ Cn,

Y = (y1, · · · , ym) ∈ Cm,�
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〈TX, Y 〉 = (y1, · · · , ym)(aij)m×n

⎛⎜⎜⎜⎝
x1

...

xn

⎞⎟⎟⎟⎠
=

m∑
i=1

n∑
j=1

aijxjyi

=

n∑
j=1

(
m∑
i=1

aijyi

)
xj.

��� T ∗������ A∗,�������

〈TX, Y 〉 = 〈X,T ∗Y 〉.
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��: � V �W �������, T � V �W �����. �

�����

T ∗ : W → V

��,���� v ∈ V,w ∈ W

〈Tv, w〉W = 〈v, T ∗w〉V ,

�� T ∗� T �����.
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�������

��: � U, V,W �����, T1 : V → W , T2 : W → U ����

���. �

(T2 ◦ T1)
∗ = T ∗1 ◦ T ∗2 .

��: ���� v ∈ V , u ∈ U ,����

〈T2(T1v), u〉 = 〈T1v, T
∗
2 u〉 = 〈v, T ∗1 (T ∗2 u)〉.
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���������

��: � V �����, V0� V �������. � P : V → V0

������. � P ������ V0� V �����,�

P ∗ : V0 → V,

v0 → P ∗(v0) = v0.
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��: ���� v ∈ V , ������v = v0 + v1, �� v0 ∈ V0,

v1 ∈ V ⊥0 ,�� Pv = v0. ��,���� u0 ∈ V0,

〈Pv, u0〉V0
= 〈v0, u0〉V0

= 〈v0, u0〉V
= 〈v0 + v1, u0〉V
= 〈v, u0〉V .

��,����������

〈Pv, u0〉V0
= 〈v, P ∗u0〉V .

������,���� v ∈ V�

〈v, u0〉V = 〈v, P ∗u0〉V .

���� P ∗u0 = u0.


