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０　引言

仪器联用技术的发展使矩阵形式的二维测量数

据在分析化学中渐成主流．这类数据包含了丰富而
且复杂的信息，其中信息主要贡献者的数目称为主
因子数．根据矩阵数据的主因子数，可以了解复杂样
品中的化学组分数．此外，非化学成分也可能向数据

矩阵提供信息，例如仪器噪声、仪器脉动以及数据预
处理．这些因素被称为“鬼”因子（ｇｈｏｓｔ　ｆａｃｔｏｒｓ）．因
此，通过对主因子数的估计，还可以分析仪器的背景
信息，评价仪器的性能．
关于主因子数估计方法的研究历史可以追溯到

２０世纪６０年代．经过半个多世纪的发展，各种方法相
继出现．这些方法各具特点，但是在处理实际数据时



均有所欠缺．特别地，如果体系中存在微量组分，噪声
水平较高，或者信号重叠严重时，不同估计方法所得
到的主因子数差异较大．这种情况下，仅凭一种方法
难以对主因子数进行精确地判断．本文提出了一种基
于比较残余矩阵方差的方法，以ＲＶＲ方法（ｒｅｓｉｄｕａｌ
ｍａｔｒｉｘ　ｖａｒｉａｎｃｅ　ｒａｔｉｏ）表示．基本思路是，按照因子
的贡献率由大到小的顺序，从原始矩阵中依次扣除
因子，得到各残余矩阵的方差，根据残余矩阵方差所
表现出的特征差异，来辨别主要因子和次要因子．

１　理论基础

估计主因子数的首要步骤，是对矩阵数据进行
主成分分析（ｐｒｉｎｃｉｐａｌ　ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ　ａｎａｌｙｓｉｓ，ＰＣＡ）．
ＰＣＡ有多种数值计算方法，本文采用奇异值分解方
法（ｓｉｎｇｕｌａｒ　ｖａｌｕｅ　ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ，ＳＶＤ）［１，２］．

Ｄ＝ＵＳＶＴ （１）
式中，Ｄ表示原始矩阵；矩阵Ｖ 的列向量是Ｄ 的协
方差矩阵的特征向量，按照特征值由大到小的顺序
排列；矩阵Ｕ 的列向量是ＤＴ 的协方差矩阵的特征

向量；Ｓ为对角矩阵，其主对角线元素是相应特征值
的平方根，特征值在数值上等于相应主成分的方差．
如果数据矩阵Ｄ的秩为ｎ，ｓ表示Ｄ 矩阵行数

和列数中的最小值，那么数值较大的特征值λ１…λｎ
属于主要因子，来自化学组分以及较大的仪器因子
的贡献；数值较小的特征值λｎ＋１…λｓ属于次要因子，
主要来自噪声的贡献［３］．
属于主要因子集的特征值既包含化学因子，也

包含仪器误差，如基线漂移、非线性、信号展宽等．在
特征值的主要因子集和次要因子集之间找到分界线

对分析工作者是一种挑战．经验估计方法是根据对
大量数据分析实例的总结，归纳出经验判据，以此区
别主要因子和次要因子，进而估计主因子数．尽管其
数学推证并不严密，但在实际应用中是有效的．其有
效性的理论基础是：特征值在数值上等于主成分的
方差，而主要因子和次要因子在方差上存在差异，如
果特征值的某种组合能够体现这种差异，该组合即
为一种有效判据．本文提出的 ＲＶＲ方法即属于经
验估计方法．

ＲＶＲ方法的基本原理如下：分别以ｕ和ｖ表示
矩阵Ｕ 和Ｖ 的列向量，即Ｕ＝［ｕ１，ｕ２，…，ｕｓ］，Ｖ＝
［ｖ１，ｖ２，…，ｖｓ］．
Ｓｔｅｐ　１　对原始矩阵Ｄ 进行ＳＶＤ，如式（１）所
示，得到特征向量ｖｉ，然后通过下式获得主成分，

ＰＣｉ ＝Ｄ×ｖｉ （２）
式中ＰＣｉ表示第ｉ个主成分．
Ｓｔｅｐ　２　按照各因子对应特征值由大到小的顺
序，从原始矩阵中依次扣除因子１、因子２、…，得到
一系列残余矩阵Ｒｉ（ｉ为扣除的因子数），

Ｒ１ ＝Ｄ－ＰＣ１×ｖＴ１ （３）

Ｒｉ ＝Ｒｉ－１－ＰＣｉ×ｖＴｉ（ｉ≥２） （４）

　　Ｓｔｅｐ　３　对各残余矩阵Ｒｉ进行ＳＶＤ，如下式，

Ｒｉ ＝ＵｉＳｉＶＴ
ｉ （５）

提取Ｓｉ矩阵的对角线元素，将各元素进行平方得到
各残余矩阵的特征值向量，以ｔｉ表示．
Ｓｔｅｐ　４　将各残余矩阵的特征值向量作为列向
量，构成形式如下的矩阵Ｅ，

Ｅ＝ ［ｔ１，ｔ２，…，ｔｉ，…］ （６）

　　Ｓｔｅｐ　５　计算Ｅ矩阵中各行的方差，再计算相
邻两行的方差比值，以一系列Ｆ比值表示．根据Ｆ
比值判断主因子数．
假设原始矩阵的主因子数为ｎ，当ｉ≤ｎ时，矩

阵Ｅ前ｉ行中，每行元素既包含主要因子的特征值，
又包含次要因子的特征值，特征值间相差较大，则该
行元素的方差将较大；当ｉ＞ｎ时，该行元素中仅包
含次要因子，特征值之间相差不大，故方差较小．从
主因子的角度，主因子数的判断标准应是Ｆ比值处
于局部极大值时对应的因子数；从噪声因子的角度，
主因子数应比Ｆ比值相互接近时对应的最小因子
数小１．由于存在仪器因子等不可避免的因素，根据
上述两个标准判断的主因子数有时会出现不一致的

情况，这时需要结合实验条件和判断标准对体系的
主因子数进行综合判断．与一般方法比，该方法因具
有两个判断标准，能起到相互验证的效果，因此提高
了结果的可靠性．
根据该算法的计算步骤可以看出，使用该算法

时需要对ｎ个残余矩阵进行奇异值分解，耗时较长，
后期对该算法进行改进，发现只对原始矩阵Ｄ进行
奇异值分解，根据Ｄ的特征值可以构建出残余特征
值矩阵Ｅ．下面给出Ｅ矩阵的推导过程．
根据ＳＶＤ可以得到

Ｄ＝ＵＳＶＴ ＝∑
ｓ

ｋ＝１
λ槡ｋｕｋｖＴｋ （７）

ＰＣｉ ＝Ｄ×ｖｉ ＝ ∑
ｓ

ｋ＝１
λ槡ｋｕｋｖＴ（ ）ｋ ·ｖｉ＝ λ槡ｉｕｉ（８）

将以上两式代入残余矩阵Ｒｉ的表达式，得到

Ｒｉ ＝Ｄ－∑
ｉ

ｋ＝１
ＰＣｋＶＴ

ｋ ＝
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　Ｄ－∑
ｉ

ｋ＝１
λ槡ｋｕｋｖＴｋ ＝∑

ｓ

ｋ＝１
λ槡ｋｕｋｖＴｋ －∑

ｉ

ｋ＝１
λ槡ｋｕｋｖＴｋ

（９）
整理式（９），得到

Ｒｉ ＝∑
ｓ

ｉ＋１
λ槡ｋｕｋｖＴｋ （１０）

　　由式（１０）可以看出，矩阵Ｒｉ 的特征值集合为

λｉ＋１，λｉ＋２，…，λ｛ ｝ｓ ，即

Ｅ＝

λ２ λ３ λ４ …

λ３ λ４ λ５ …

λ４ λ５ λ６ …

λ５ λ６ … …

λ６ … … …

熿

燀

燄

燅… … … …

（１１）

　　经计算，改进算法和原始算法计算的主因子数
是相等的，且耗时较短．
下面介绍一些普适性较强的方法，如ＲＥＳＯ方

法、ＮＰＦＰＣＡ方法等，将它们应用于对模拟数据和实
验数据主因子数的估计中，并将ＲＶＲ方法与它们的
估计结果作比较，以显现ＲＶＲ方法估计结果的优劣．

ＲＥＳＯ方法［４］是对原始数据分别进行主成分分
析（ＰＣＡ）和平滑主成分分析（ＳＰＣＡ）［５－６］，得到两组
特征值矩阵．ＲＥＳＯ值为矩阵中对应的特征值比值．
平滑主成分分析在一定程度上起到了滤噪的作用，
因此主因子不受ＳＰＣＡ的影响，其ＲＥＳＯ值接近于

１，而次要因子经过 ＳＰＣＡ 后发生较大的变化，

ＲＥＳＯ值远小于１．
ＮＰＦＰＣＡ［７］的基本原理与ＲＥＳＯ相似，同样是

对矩阵进行主成分分析和平滑主成分分析，但所比较
的是特征向量间的差异，以一致性系数表示．其中主
因子的一致性系数接近于１，其标准偏差接近于０．次
要因子的一致性系数远小于１，标准偏差大于０．

ＤＲＭＡＤ方法［８］是计算一系列因子水平的残余
标准偏差（ＲＳＤ）［９］，判断这一系列残余标准偏差中
的异常值，根据异常值的数量来估计主因子数．

ＤＲＡＵＧ方法［１０］是向原始矩阵中加入秩为１、
无误差的增广矩阵，比较两个矩阵在相邻因子水平
的方差比值，以Ｆ比例表示，来判断主因子数．

ＶＭｍａｄ方法［１１］是对数据的每一列向量进行目
标测试，即修正的 Ｖｏｇｔ－Ｍｉｚａｉｋｏｆｆ　Ｆ检验［１２］，经过
估计判断得到一系列的主因子数值，通过绝对偏差
中位数检测这列数值中的离群值，其中离群值的数
目即为主因子数．

２　数据处理结果

２．１　模拟数据

２．１．１　模拟数据计算结果
光谱数据为二乙醚、氨和β－丙内酯在波数为

７５０～１　２５０ｃｍ－１的光谱，浓度数据模拟了时间为

１～１０ｍｉｎ的５０个等时间间隔点、以高斯函数形式
表示的浓度分布．将二者结合，再加入噪声水平为

０．０１的正态分布噪声，组成模拟气相色谱－红外联
用数据．理论上该数据估计出的主因子数应为３．根
据ＲＶＲ方法的判断标准和图１，可知模拟数据的主
因子数为３，与理论值吻合．

图１　ＲＶＲ方法对模拟数据的处理结果

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅ　ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ　ｒｅｓｕｌｔ　ｏｆ　ａｐｐｌｙｉｎｇ　ＲＶＲ

ｔｏ　ｓｉｍｕｌａｔｅｄ　ｄａｔａ

２．１．２　模拟数据的极限情况
对模拟数据的分析主要是处理以下３种情况所

能容忍的最大程度，即修改氨模拟色谱的峰位置、峰
高度以及噪声水平，探究各参数值为多大时，仍能保
证模拟数据的主因子数为３：

（Ⅰ）保持乙醚（图２中曲线１）和丙内酯模拟色
谱（图２中曲线３）的形状和位置不变，仅改变氨模拟
色谱（图２中曲线２）的位置．比较各方法对色谱重叠
所能忍受的极限程度，进而比较各方法的处理效果．

（Ⅱ）保持乙醚（图３中曲线１）和丙内酯模拟色
谱曲线（图３中曲线３）的形状和位置不变，仅改变
氨模拟色谱（图３中曲线２）的色谱强度，比较各方
法的微量程度，进而比较各方法的处理结果．

（Ⅲ）保证各物质色谱曲线的形状和位置不变，
仅改变加入的噪声水平，比较各方法所能承受的最
大噪声水平．
由表１中第１列数据可知，ＲＶＲ方法、ＤＲＡＵＧ

方法和ＲＥＳＯ方法所能承受的乙醚和氨的色谱重叠
程度较大．第２列中，使用ＲＶＲ和ＲＥＳＯ方法时，当
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图２　色谱重叠程度示意图

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅ　ｓｃｈｅｍａｔｉｃ　ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　ｃｈｒｏｍａｔｏｇｒａｐｈｉｃ

ｏｖｅｒｌａｐｐｉｎｇ　ｄｅｇｒｅｅ

图３　微量组分示意图

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅ　ｓｃｈｅｍａｔｉｃ　ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　ｍｉｎｏｒ　ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ

色谱曲线的微量组分占据最大含量组分的１／１０时，

估计的主因子数仍为３．由此可推测出ＲＶＲ方法处
理微量组分的能力是极强的．第３列中，ＲＶＲ方法所
能承受的噪声水平仅次于ＤＲＡＵＧ，承受能力较强．总
体来说，ＲＶＲ方法处理模拟数据极限情况的能力较强．
表１　使用ＲＥＳＯ，ＮＰＦＰＣＡ，ＤＲＭＡＤ，ＤＲＡＵＧ和ＲＶＲ方法

分析色谱重叠、微量组分、噪声水平情况的极限

Ｔａｂ．１　Ｌｉｍｉｔａｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｃｈｒｏｍａｔｏｇｒａｐｈｉｃ　ｏｖｅｒｌａｐｐｉｎｇ，ｔｒａｃｅ

ｅｌｅｍｅｎｔ　ａｎｄ　ｎｏｉｓｅ　ｌｅｖｅｌ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｄａｔａ　ｗｈｅｎ　ｍｅｔｈｏｄｓ　ＲＥＳＯ，

ＮＰＦＰＣＡ，ＤＲＭＡＤ，ＤＲＡＵＧ　ａｎｄ　ＲＶＲ　ａｒｅ　ｖａｌｉｄ

方法
Ⅰ

ｐｏｓｉｔｉｏｎ
Ⅱ

ｈｅｉｇｈｔ
Ⅲ

ｎｏｉｓｅ　ｌｅｖｅｌ

ＲＥＳＯ　 ３．０３　 １０　 ０．０６

ＮＰＦＰＣＡ　 ３．０６　 ５　 ０．０５

ＤＲＭＡＤ　 ３．１４　 ２　 ０．０１

ＤＲＡＵＧ　 ３．０４　 ８　 ０．０８

ＲＶＲ　 ３．０４　 １０　 ０．０７

　　【注】　Ⅰ列数据表示色谱图中峰的位置，数值越接近乙醚的色

谱峰位置（３），色谱重叠程度越大．Ⅱ列数据表示色谱峰

的高度，数值与乙醚色谱峰的高度（１）相差越大，所能承

受的组分微量程度越大．Ⅲ列数据表示所能承受的噪声

水平，数值越大，所能承受的噪声水平越大．

２．２　实验数据
红外光谱实验数据属于大气光谱数据，以“光谱

数据１”和“光谱数据２”表示．测量中采用 ＭＤＡ
（Ａｔｌａｎｔａ，ＧＡ）型ＦＴＩＲ光谱仪，Ｂｏｍｅｍ　Ｍｉｃｈｅｌｓｏｎ
１００型干涉仪，ＭＣＴ（ＨｇＣｄＴｅ）型检测器；反射器为
立方角阵列反射器；所使用的望远镜的直径为３１．５
ｃｍ，可用于产生准直红外光束．
采用稀土元素的 ＨＰＬＣ－ＤＡＤ数据作为实验数

据，分别制备了二组分（Ｙｂ和 Ｔｍ），三组分（Ｙｂ，

Ｔｍ和Ｅｒ）以及六组分（Ｌｕ，Ｙｂ，Ｔｍ，Ｅｒ，Ｈｏ和Ｔｂ）
的样 品．采 用 ＦＬ２０００ ＨＰＬＣ 产 品 （Ｓｐｅｃｔｒａ－
Ｐｈｙｓｉｃｓ，ＵＳＡ ）型工作站，多波长 ＵＶ－Ｖｉｓ检测器
（Ｓｐｅｃｔｒａ－Ｐｈｙｓｉｃｓ，ＵＳＡ），其中波长检测范围为５８０
～７２０ｎｍ，采样间隔５ｎｍ，采样时间为１５ｍｉｎ，采样
时间间隔约为０．３４４ｓ．“色谱数据１”和“色谱数据

２”分别选取二组分样品在４．５～８．６ｍｉｎ之间的色
谱数据，“色谱数据３”和“色谱数据４”分别选取三组
分样品在４．５～９．９ｍｉｎ之间的色谱数据，“色谱数
据５”和“色谱数据６”分别选取六组分样品在３．９～
１２ｍｉｎ之间的色谱数据．
图４是使用ＲＶＲ方法对实验数据的处理结果

图，横坐标是因子数，纵坐标为Ｆ比值．估计的结果
是根据Ｆ比值差异和实验条件的综合，选择性地使
用判断标准得到的．从主因子的角度，主因子数的判
断标准应是Ｆ比值处于局部极大值时对应的因子
数；从噪声因子的角度，主因子数应比Ｆ比值相互
接近时对应的最小因子数小１．可能是由于存在部
分主因子对体系的贡献较小，它们常被误认为是噪
声因子，所以会出现上述两个标准判断不一致的情
况．而噪声因子间的差异是极小的，所以从某种程度
上说，使用第二个判断标准估计得到的主因子数更
准确些，即主因子数应比Ｆ比值相互接近时对应的
最小因子数小１．由图可判断出主因子数为图中呈
现出直线时的最小因子数减１，故从上到下、从左到
右，可判断出其主因子数依次为４，５，８，７，４，５，９，６．
表２是ＲＶＲ方法与其他判断方法对实验数据

的处理结果比较．第１列是图４中的相应数据名称，
第２列矩阵大小以行数×列数形式表示，第３～８列
数据表示对应方法估计得到的主因子数．使用

ＶＭｍａｄ方法估计光谱数据１和光谱数据２时，显
示估计结果为ｎ／ａ，表示未估计出结果．期望值有一
个最小值，是指各数据体系中包含的最少物质种类
数，大部分方法估计的主因子数比期望最小值大，是
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从上到下，从左到右，对应的数据依次为光谱数据１、光谱数据２、色谱数据１、

色谱数据２、色谱数据３、色谱数据４、色谱数据５、色谱数据６

图４　ＲＶＲ方法对实验数据的处理示意图

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅ　ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ　ｄｉａｇｒａｍｓ　ｏｆ　ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ　ｄａｔａ　ｂｙ　ｕｓｉｎｇ　ＲＶＲ
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表２　ＲＥＳＯ，ＮＰＦＰＣＡ，ＤＲＭＡＤ，ＤＲＡＵＧ，ＶＭｍａｄ，ＲＶＲ方法对实验数据的处理结果

Ｔａｂ．２　Ｔｈｅ　ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ　ｄａｔａ　ｂｙ　ｕｓｉｎｇ　ＲＥＳＯ，ＮＰＦＰＣＡ，ＤＲＭＡＤ，ＤＲＡＵＧ，ＶＭｍａｄ，ＲＶＲ

数据 矩阵大小 ＲＥＳＯ　 ＮＰＦＰＣＡ　 ＤＲＭＡＤ　 ＤＲＡＵＧ　 ＶＭｍａｄａ ＲＶＲ 期望值ｂ

光谱数据１　 ６００×１　５０２　 ２　 ２　 ５　 ７ ｎ／ａ　 ４ ≧３

光谱数据２　 ３３２×１　５０２　 ２　 ４　 ４　 ５ ｎ／ａ　 ５ ≧３

色谱数据１　 ７１７×２９　 ３　 ３　 ８　 ７　 ５　 ８ ≧２

色谱数据２　 ９３２×２９　 ２　 ３　 ９　 ８　 ６　 ７ ≧３

色谱数据３　 ７１７×２９　 ４　 ３　 ６　 ７　 ３　 ４ ≧２

色谱数据４　 ９３２×２９　 ３　 ３　 ７　 ８　 ４　 ５ ≧３

色谱数据５　 １　６００×２５　 ３　 ３　 ８　 ７　 ４　 ９ ≧６

色谱数据６　 １　６００×２５　 ５　 ４　 ８　 ７　 ６　 ６ ≧６

　　　　　【注】　ａ对于光谱数据１和光谱数据２，ＶＭｍａｄ方法没有给出结果，因为矩阵的行数比列数小，不满足该方法适用条件．

ｂ期望范围是根据实验情况推测出的样品的主要成分数量．

因为非化学成分也可能向数据矩阵提供信息，例如
仪器噪声、仪器脉动以及数据预处理，它们会增加主
因子数．各方法估计的主因子数在期望范围内，表示
该方法估计结果相对准确．

３　结论

ＲＶＲ方法是一种经验判据．通过该方法对模拟
数据的处理情况可看出，ＲＶＲ方法对模拟数据以及
模拟极限的处理情况较好，它处理重叠色谱峰、微量
组分的能力以及所能忍受的噪声水平较强．根据对实
验数据的处理情况，ＲＶＲ方法对实验数据的估计值
均在期望范围内．虽然ＲＥＳＯ方法所模拟的极限能力
较强，但是它对实验数据的估计值偏低．ＮＰＦＰＣＡ，

ＤＲＭＡＤ，ＤＲＡＵＧ方法所模拟的极限不如ＲＶＲ方
法所能忍受的极限强．修正的 Ｖｏｇｔ－Ｍｉｚａｉｋｏｆｆ　Ｆ检
验方法的部分估计值偏低，它适用于行数比列数大
的矩阵，而且Ｆ检验需要实验误差满足正态分布，
而ＲＶＲ方法对实验误差无要求．总体上，ＲＶＲ方
法对数据主因子数的估计效果较好，但需要注意的
是，ＲＶＲ方法具有两个判断标准，选用哪种标准来
确定最终的主因子数需要结合实验情况来选择．
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