
则h的图与f + g 的图沿直线{(x, y, z)|z ∈ R, λx+C1 = π
2 ,−λy+C2 = −π2 }可以光滑拼接起来，在

这条直线附近有参数表示：

~r(y, z) = (
arccos[eλ(z−C) cos(−λy + C2)]− C1

λ
, y, z),

上式中arccos定义在π
2附近。 由此我们可以得到一个更“完整(完备)”的曲面。定义:

Qk,j = {(x, y)
∣∣|λx+ C1 − kπ| ≤

π

2
, | − λy + C2 + jπ| ≤ π

2
}

Lk,j = {(x, y)
∣∣λx+ C1 − kπ =

π

2
,−λy + C2 + jπ =

π

2
}

Ω = ∪−∞<k,j<∞, k+j为偶数Qk,j

则h在Ω 上的图与∪−∞<i,j<∞Li,j的并是一个光滑的曲面
©补充习题: 求该曲面Gauss映照的像集。
©补充习题: 对z = f(x+ y) + g(y)是否有类似结论？

3.2.36

下面我们给出直纹极小曲面为平面或正螺面的两个证明。
方法一：设我们所考虑的直纹面为~p(u) + v~q(u), 则在每点处存在向量 ~X, s.t. ~X ⊥ ~q 并且 ~X ∧ ~q = ~m

(这里~m是曲面的法向)，我们考虑向量场 ~X的一条积分曲线，记为~a(s)，~a 的切向，主法向，副法

向分别记为~t,~h,~b。
现在我们得到曲面的更加简约的参数表达式~r(s, t) = ~a(s) + t(cos θ(s)~h+ sin θ(s)~b)。

~rs = ~t+ t(− sin θθ′~h+ cos θ(−k~t+ τ~b) + cos θθ′~b+ sin θ(−τ~h))

~rt = cos θ~h+ sin θ~b, ~rtt = 0

我们记曲面的第一第二基本形式为I = Eds2 + 2Fdsdt+Gdt2, II = Lds2 + 2Mdsdt+Ndt2.

⇒ ~rs · ~rt = F = 0, ~rtt · ~m = N = 0

故平均曲率= 0⇔ EN−2FM+GL
EG−F 2 = 0⇔ L = 0⇔ ~rss · ~m = 0

直接计算有：~m 平行于 t(−τ − θ′)~t+ (cos θ~b− sin θ~h)(1− tk cos θ)

~rss =(k − t cos θθ′2 − t sin θθ′′ − 2t cos θθ′τ − t sin θτ ′ − t cos θk2 − t cos θτ2)~h

+ t(− sin θθ′2 + cos θθ′′ − 2 sin θθ′τ + cos θτ ′ − sin θτ2)~b

+ t(2k sin θθ′ + sin θτk − cos θk′)~t

~rss · ~m = 0 ⇔
0 = −k sin θ + t(τ ′ + θ′′ + sin 2θk2)

+ t2(−θ′′k cos θ − τ ′k cos θ − sin θ cos2 θk3 − (τ + θ′)(2k sin θθ′ + sin θτk − cos θk′))
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上式等于零在整个曲面上成立，故作为t的多项式，各项系数为零,

⇒ θ = 0, τk′ = 0, kτ ′ = 0

故在k 6= 0且τ 6= 0 的地方，k, τ 均为常数，由k, τ的连续性，~a(s)为正螺线。 若在k 6= 0的地
方，τ恒为零，则k为非零常数，~a(s)为圆。若k恒为零，~a(s) 为直线。
说明：从上面的分析中，我们知道，R3中的直纹面具有R上三个任意函数的自由度。而平均曲
率= 0 转化为三个方程，我们推测这三个方程可以约化为R上一个函数的微分方程，其解空间应为
实有限维的。所以我们估计直纹极小曲面，应该包含在某具有有限参数的曲面族中。经过详细计
算，可以确定，直纹极小曲面只能是正螺面或平面。注意到，在上面的计算中，我们可以简化计算
并不需要得到~rss的完整的表达式, 我们将~rss · ~m的表达式具体写出，是为了体现证明的思想。
方法二： 对于R3中的直纹极小曲面S，我们可在其上定义光滑向量场 ~X, ~X 垂直于直母线

方向， 取 ~X 的一条积分曲线~r(s), ~r(s)的切向和主法向分别记为~t,~h。由于直母线方向为渐近方

向，且S为极小曲面，每点处两渐近方向互相垂直。故~r(s)为渐近线，~h(s)为直母线方向。故对

任意λ足够小，~r(s)与~r(s) + λ~h(s)为Beltrand曲线对。由(本辅导第二章) Beltrand曲线对的性质得
出，~r(s)为平面曲线或正螺线，由此S为平面或正螺线。

3.2.37 ©思思思考考考题题题1

(1)f是在R2上所有点处有定义的一个光滑函数，且{(x, y, f(x, y))|(x, y) ∈ R2}是一个极小曲面。证
明 f恒为常数。
(2)不存在R2上所有点处有定义的一个光滑函数f，使得{(x, y, f(x, y))|(x, y) ∈ R2}的Gauss曲率恒
正。

3.2.38 ©思思思考考考题题题2

4 平平平行行行移移移动动动与与与结结结构构构方方方程程程

4.1 结结结构构构方方方程程程+外外外微微微分分分

4.1.1 如如如何何何由由由第第第一一一第第第二二二基基基本本本形形形式式式构构构造造造曲曲曲面面面

4.2 习习习题题题解解解析析析

4.2.1

(1)

gαβgαβ = trace

(
E F
F G

)−1(
E F
F G

)
= traceI = 2

更具体一些，若记：g11 = E, g12 = g21 = F, g22 = G, 则 g11 = G
EG−F 2 , g

12 = g21 =
−F

EG−F 2 , g
22 = E

EG−F 2

一般地，若A = (aij), B = (bij), 则 aijbji = traceAB, aii = traceA, (Σjaijbjk) = AB.
©补充习题:

g1αgα2 =?, gαβgβγg
γθgθα =?, gαβgβγg

γθgθφg
φξgξα =?
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