
习题二 

请揣摩课堂上给出的球坐标系和柱坐标系下的角速度的由来。 

请在下次课前细加揣摩：从主动与被动观点如何看待标量场的变换。 

1. （1）对于反对称二阶张量T （即它的分量满足 ij jiT T  ），通过 i ijk jkC T 可以定义一个轴

矢量C 。试由上式证明
1

2
ij ijk kT C 。 

（2）完成下面两张表： 

点乘 矢量 轴矢量  叉乘 矢量 轴矢量 

矢量    矢量   

轴矢量    轴矢量   

2.（1）证明：任何一个双线性函数  : , ,T A B T A B  都是一个二阶张量；而任何一个二阶

张量通过 : ,T A B A T B    定义了一个双线性函数。 

注：双线性意指对于两个自变量都是线性的，即 

     

     

1 1 2 2 1 1 2 2
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T A b B b B bT A B b T A B

   


  

 

（2）设 n̂是某个单位矢量，T 是一个线性映射，它将任一矢量投影到 n̂ 方向上，即 

 ˆ ˆ:T A B n n A   

选取坐标系 1 2 3Ox x x ，使得 3x 轴沿着 n̂ 的方向，在该坐标系中将T 的分量用矩阵表示出来；选

取另一坐标系 1 2 3Ox x x  ，它由（1）中的坐标系绕 1x 轴转动 角得到，在新的坐标系中将T 的分

量用矩阵表示出来。 

3. 转动公式   ˆ ˆ ˆcos 1 cos sinr r n n r n r          写成分量形式即为 i ij jx x  。 

（1）试证明 

 cos 1 cos sinij ij i j ijk kn n n          

并将矩阵按照上式写为三个矩阵求和的形式。 

（2）由上式直接证明为正交矩阵，即 ik jk ij   。 

（3）设某一变换将空间中每一点都绕着过原点的轴旋转120，该轴对三个坐标轴各成相同的

角度，试确定描述该转动的变换矩阵。 



4. 抛物线坐标  , ,   可由柱坐标  , ,s z 定义如下： 

   
1

,  ,      where , 0,
2

s z             

（1）试确定 xz 平面内 和 坐标曲线的形状及其基本特征； 

提示： 坐标曲线是指另外两个坐标  ,  为常数，而 变化时所描绘的曲线，即

参数方程为    0 0, ,r r    的曲线。 

（2）抛物线坐标系是否为正交曲线坐标系（即三个基矢 ˆ ˆˆ, ,  是否彼此正交）？ 

（3）写出拉梅系数h 、h、h ，并由此证明粒子速度的平方可以表示为 
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5. 椭圆坐标  , ,   可由柱坐标  , ,s z 定义如下（其中 是给定的正常数）： 

      2 21 1 ,     ,         where 1, , 1,1s z                 

（1）试确定 xz 平面内 和 坐标曲线的形状及其基本特征； 

（2）椭圆坐标系是否为正交曲线坐标系？ 

（3）写出拉梅系数h 、h、h ，并由此证明粒子速度的平方可以表示为 
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6.（选做）课堂上按照“就近点乘”的原则如下定义了矢量与张量、张量与矢量的点乘： 

   ˆ ˆ,    ik k i k ki iT A T A x A T A T x     

（1） T 满足什么条件时，有T A A T   ？ 

（2） 证明如下结合律：    A T B A T B      

注：由此结论可知，T 的直角分量可以写为 ˆ ˆ
ij i jT x T x   ，而T 则可以完整表示为 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
ij i j i ij j i i j jT T x x xT x x x T x x I T I         

类似地，矢量可以完整表示为 

ˆ ˆ ˆ
i i i if f x f x x f I I f        

7.（选做）两个有共同原点的坐标系 1 2 3Ox x x 和 1 2 3Ox x x  ，后者相对于前者的角速度为。 

（1） 写出质点在两个坐标系中的速度、加速度的变换规律；  

（2） 试一下，能否仿照课堂上的过程证明如下结论： 

 

dT dT
T T

dt dt
 

 
     
 

 

此处，矢量与张量叉乘符合所谓“就近叉乘”的原则，即 

         

         

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

i i jk j k i jk i j k i jk ijl l k

jk j k i i jk i j k i jk i kil j l

A T A x T x x AT x x x AT x x

T A T x x A x T A x x x T A x x





     

     
 

写成分量为 

   ,     ijl i jk jk i kil
lk jl

A T AT T A T A      

或者 

   ,     ilk l kj ik l klj
ij ij

A T AT T A T A      

思考：在讨论相对转动坐标系中矢量变化率之间的关系时，课堂上我说“ iG是标量”，因

此有 

i idG dG

dt dt

  
 

 
 

请问“ iG是标量”是否有道理？为什么？  

 

 



8.（选做）（1）试由本次习题 3 所得特殊正交矩阵 ij 的表达式证明： 

（a）若 λ不是对称矩阵，则转角由下式确定 

 
tr 1

cos  0
2


  


    

而转轴 n̂ 与下面的矢量平行： 

 32 23 13 31 21 12, ,         

（b）若 λ为对称矩阵（当然，设 I  ），则转角必为 π，而转轴可由下面的矩阵直接读出 

2

1 1 2 1 3

2

1 2 2 2 3

2

1 3 2 3 3

2

n n n n n

I n n n n n

n n n n n



 
 

   
 
 

 

（具体而言非，上述矩阵的非对角元确定各 in 的相对符号、对角元确定 in 的数值） 

（2）利用（1）的结论写出如下四个特殊正交矩阵所描述的转动（转轴以及转动角度） 

0 0 1 2 2 1 0 0 1 1 2 2
1 1

1 0 0 ,  1 2 2 ,  0 1 0 ,  2 1 2
3 3

0 1 0 2 1 2 1 0 0 2 2 1



        
       

     
       
                 

 

（3）在主动观点下分别写出绕着 x轴旋转 90º以及绕着 y轴旋转 90º两个转动矩阵 1 和 2 。 1 2 

以及 2 1  分别表示绕着什么轴旋转多大角度？ 



9.（选做）方阵 A 的指数定义为 

0

exp
!

n
A

n

A
e A

n





   

其中 nA 表示 n 个 A 相乘，而 0A I 。 

（1）证明：如果 B 是可逆矩阵，则有
1 1BAB Ae Be B
  ；  

（2）定义如下三个矩阵（称为转动的生成元） 

1 2 3

0 0 0 0 0 1 0 1 0

0 0 1 ,     0 0 0 ,     1 0 0

0 1 0 1 0 0 0 0 0

J J J

     
     

        
          

 

写出主动意义下分别绕 1x 、 2x 和 3x 轴旋转角度 的转动矩阵 1 、 2 和 3 ，并证明下式之一： 

   exp ,     1,2,3i iJ i     

（3）计算对易子： ,i j i j j iJ J J J J J    ； 

提示：你可以由 iJ 的表达式利用矩阵运算得到结果 ,i j ijk kJ J J    ；或者，如果你注

意到  i ijkjk
J   的话， 也可以利用排列符号的性质得到同样的结论。 

说明：任意转动都可以通过分别绕着三个坐标轴转过某个角度来实现，绕着 n̂ 轴转

过角度 这一旋转对应的转动矩阵总可以表示为    ˆ, exp i in n J   。或者，如果

我们形式地定义 

ˆ ˆ,    i in J J x    

则有    ˆ, expn J    ；而无穷小转动公式则可以表示为dr d J  。 



10.（选做）三维转动这一几何概念在代数上可以用不同的方式描述。譬如课堂上我们用特殊

正交矩阵表示，三个独立参数可以是转轴（三个方向余弦，其中只有两个分量是独立的）以及

转动角度，也可以是 Euler 角（刚体部分将详细讨论）。事实上，我们也可以用2 2 厄米矩阵

描述转动（转置共轭等于自身的矩阵称为厄米矩阵）。为此，定义 Pauli 矩阵如下： 

1 2 3

0 1 0 1 0
,     ,     

1 0 0 0 1

i

i
  

     
       

     
 

这里 i 为纯虚数  2 1i   ，而下标中出现的 i 仍为分量指标  1,2,3i  。 

（1）试证明 

  and  , 2i j ij ijk k i j ijk kI i i              

（2）如果令 i ia a   ，试证明 

      a b a b I i a b          

特别地，    2a a a I    。由上式不难得到 

 , 2a b i a b          

（3）若定义 

ˆexp
2

Q i n



 

   
 

 

试证明 Q 也可写为 

ˆcos sin
2 2

Q I in
 

    

（4）若用下面的 2 2 矩阵描述矢量 A的分量： 

3 1 2

1 2 3

A A iA
A A

A iA A


 
   

  
 

证明绕着 n̂ 轴转动角度 可以表示为 †A QAQ  ，其中， †Q 表示矩阵 Q 的共轭转置，即

†A QAQ  给出的实际上就是转动公式： 

  ˆ ˆ ˆcos 1 cos sinA A n n A n A          


