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插值 逼近



插值
一般插值和多项式插值



插值问题

• 最简单的光滑曲线曲面建模

• 给定曲线或曲面上一组点

• 选择一组可张成合适的函数空间的基函数
• 光滑基函数

• 任意线性组合也光滑

• 找到一个线性组合使得曲线或曲面能插值给定点



问题一般形式

• 设定
• 寻找定义域Ω ⊆ ℝ𝑑，值域ℝ上函数𝑓:Ω → ℝ

• 基函数集合：𝐵 = 𝑏1, … , 𝑏𝑛 , 𝑏𝑖: Ω → ℝ

• 将𝑓表示为基函数的线性组合

𝑓𝜆 𝑥 = 

𝑘=0

𝑛

𝜆𝑖𝑏𝑖 𝑥

𝑓由𝜆 =
𝜆1
…
𝜆𝑛

唯一确定

• 函数值 𝑥1, 𝑦1 , … , 𝑥𝑛, 𝑦𝑛 , 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 ∈ ℝ𝑑 × ℝ

• 目标找到𝜆使得𝑓𝜆 𝑥𝑖 = 𝑦𝑖对所有𝑖成立



示意图



插值问题求解

• 解决方法：构造线性方程组
• 在数据点𝑥𝑖上计算基函数:

∀𝑖 ∈ 1,… , 𝑛 : 

𝑖=1

𝑛

𝜆𝑖𝑏𝑖 𝑥𝑖 = 𝑦𝑖

• 写成矩阵形式

𝑏1 𝑥1 ⋯ 𝑏𝑛 𝑥1
⋮ ⋱ ⋮

𝑏1 𝑥𝑛 ⋯ 𝑏𝑛 𝑥𝑛

𝜆1
⋮
𝜆𝑛

=

𝑦1
⋮
𝑦𝑛



示意图

插值问题 线性方程组



示意图

空白处可取任意值，
由基函数确定



多项式插值示例

• 多项式基𝐵 = 1, 𝑥, 𝑥2, 𝑥3, … , 𝑥𝑛−1

• 求解线性方程组

1 𝑥1 … 𝑥1
𝑛−1

1 𝑥2 … 𝑥2
𝑛−1

… … … …
1 𝑥𝑛 … 𝑥𝑛

𝑛−1

𝜆1
𝜆2
…
𝜆𝑛

=

𝑦1
𝑦2
…
𝑦𝑛

Vandermonde 范德蒙矩阵



数值实例

• 二次幂基(单项式) 𝐵 = 1, 𝑥, 𝑥2

• 函数值{ 0, 2 , 1, 0 , 2, 3 } 𝑥, 𝑦

• 求解线性系统

1 0 0
1 1 1
1 2 4

𝜆1
𝜆2
𝜆3

=
2
0
3

解为：𝜆1 = 2, 𝜆2 = −
9

2
, 𝜆3 =

5

2



多项式插值存在的问题

• 系统矩阵稠密

• 依赖于基函数选取，矩阵可能病态，导致难于求解（求逆）



病态矩阵示例

• 考虑二元方程组
• 解为 1,1

• 对第二个方程右边项扰动0.001
• 解为 0, 3

• 对矩阵系数进行扰动
• 解为 2,−1

𝑥1 + 0.5𝑥2 = 1.5
0.667𝑥1 + 0.333𝑥2 = 1

𝑥1 + 0.5𝑥2 = 1.5
0.667𝑥1 + 0.333𝑥2 = 0.999

𝑥1 + 0.5𝑥2 = 1.5
0.667𝑥1 + 0.334𝑥2 = 1



病态问题

• 输入数据的细微变化导致输出(解)的剧烈变化

• 将线性方程看成直线（超平面）
• 当系统病态时，直线变为近似平行

• 求解(即直线求交)变得困难、不精确



矩阵条件数

𝜅2 𝐴 =
max
𝑥≠0

𝐴𝑥
𝑥

min
𝑥≠0

𝐴𝑥
𝑥

• 等于最大特征值和最小特征值之间比例

• 条件数大意味着基元之间有太多相关性



矩阵条件数

• 多项式插值问题是病态的
• 对于等距分布的数据点𝑥𝑖，范德蒙矩阵的条件数随着数据点数𝑛呈指数级
增长 （多项式的最高次数为𝑛 − 1）



为什么？

• 幂（单项式）函数基
• 幂函数之间差别随着次数增加而减小

• 不同幂函数之间唯一差别为增长速度(𝑥𝑖比
𝑥𝑖−1增长快)

幂(单项式) 函数



函数互相抵消

• 单项式：
• 从左往右
• 首先常函数1主宰
• 接着𝑥增长最快
• 接着𝑥2增长最快
• 接着𝑥3增长最快
• …

• 趋势
• 好的基函数一般需要系数交替
• 互相抵消问题



解决方法

• 使用正交多项式基

• 如何获得？
• Gram-Schmidt正交化



另一方法

•能否避免求解线性方程组？



另一方法

•能否避免求解线性方程组？

从不同基函数着手…



示例

• 通过(1, 2), (2, −3), (4, 0.5)三点的二次多项式



示例

• 假设可以构造二次多项式𝑃0 𝑥 ，使其在𝑥0处取值为1，而另两点
𝑥1, 𝑥2处取值为0



示例

• 类似地，构造𝑃1 𝑥 ，在𝑥1处取值为1，在𝑥0, 𝑥2处取值为0



示例

• 构造𝑃2 𝑥 ，在𝑥2处取值为1，在𝑥0, 𝑥1处取值为0



示例

• 对𝑃𝑖 𝑥 进行缩放使得𝑃𝑖 𝑥𝑖 = 𝑦𝑖 ,

• 然后求和
𝑃 𝑥 = 𝑦0𝑃0 𝑥 + 𝑦1𝑃1 𝑥 + 𝑦2𝑃2 𝑥

2𝑃0 𝑥 − 3𝑃1 𝑥 0.5𝑃2 𝑥 𝑃 𝑥+ + =



一般形式

• 构造插值问题的通用解
• 给定𝑛 + 1个点 𝑥0, 𝑦0 , … , 𝑥𝑛, 𝑦𝑛 ，寻找一组次数为𝑛的多项式基函数𝑙𝑖
使得

𝑙𝑖 𝑥𝑗 = ቊ
1,若𝑖 = 𝑗

0,若𝑖 ≠ 𝑗

• 插值问题的解为：

𝑃 𝑥 = 𝑦0𝑙0 𝑥 + 𝑦1𝑙1 𝑥 +⋯+ 𝑦𝑛𝑙𝑛 𝑥 =

𝑖=0

𝑛

𝑦𝑖𝑙𝑖 𝑥



一般形式

• 怎么计算多项式𝑙𝑖 𝑥 ?
• 𝑛阶多项式，且有以下𝑛个根

𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1, … , 𝑥𝑛
• 故可表示为

𝑙𝑖 𝑥 = 𝐶𝑖 𝑥 − 𝑥0 𝑥 − 𝑥1 … 𝑥 − 𝑥𝑖−1 𝑥 − 𝑥𝑖+1 … 𝑥 − 𝑥𝑛

= 𝐶𝑖ෑ

𝑗≠𝑖

𝑥 − 𝑥𝑗

• 由𝑙𝑖 𝑥𝑖 = 1可得

1 = 𝐶𝑖ෑ

𝑗≠𝑖

𝑥𝑖 − 𝑥𝑗 ⇒ 𝐶𝑖 =
1

ς𝑗≠𝑖 𝑥𝑖 − 𝑥𝑗



一般形式

• 最终多项式基函数为

𝑙𝑖 𝑥 =
ς𝑗≠𝑖 𝑥 − 𝑥𝑗

ς𝑗≠𝑖 𝑥𝑖 − 𝑥𝑗

• 多项式𝑙𝑖 𝑥 被称为拉格朗日多项式



问题

• 给定同一组输入点，用拉格朗日多项式和利用范德蒙矩阵（单项
式基）进行插值，得到的解是否不同？



问题

• 给定同一组输入点，用拉格朗日多项式和利用范德蒙矩阵（单项
式基）进行插值，得到的解是否不同？

• 答案：两个解完全相同！
• 假设解不同。记两个解的差别多项式为𝑅𝑛，𝑅𝑛阶数至多为𝑛

• 那么𝑅𝑛 𝑥𝑖 = 0, 𝑖 = 0…𝑛，𝑥𝑖为不同插值点。因此𝑅𝑛是有𝑛 + 1个根的𝑛
阶为多项式⇒ 𝑅𝑛 = 0



多项式插值结果好吗？

振荡(龙格Runge)现象和对插值点数的高度敏感性

观察𝑛 = 9(10个数据点)和𝑛 = 10(11个数据点)的差别



结论

• 多项式插值不稳定

• 控制点的微小变化可导致完全不同的结果

• 振荡(Runge)现象

• 多项式随着插值点数(可以是细微)增加而摆动

• 需要更好的基函数来做插值
• 例如：分片多项式的结果会好很多



逼近
多项式和最小二乘逼近



动机Motivation

• 为什么逼近？
• 数据点含噪声(采样)

• 更紧凑的表示

• 计算简单

• 常用逼近函数
• 多项式

• 有理函数(多项式商)

• 三角函数



为什么用多项式？

• 易于计算，表现良好，光滑，…

• 更正式理由：
• 魏尔斯特拉斯Weierstrass定理：令𝑓为闭区间 𝑎, 𝑏 上任意连续函数，则
对任意给定𝜀，存在𝑛和多项式𝑃𝑛使得

𝑓 𝑥 − 𝑃𝑛 𝑥 < 𝜀, ∀𝑥 ∈ 𝑎, 𝑏

• Weierstrass只证明了存在性，未给出多项式



用Bernstein多项式做逼近

• 伯恩斯坦Bernstein给出了构造性证明（强大!）
• 对 𝟎, 𝟏 区间上任意连续函数𝑓 𝑥 和任意正整数𝑛，以下不等式对所有𝑥 ∈
0,1 成立

𝑓 𝑥 − 𝐵𝑛 𝑓, 𝑥 <
9

4
𝑚𝑓,𝑛

• 𝑚𝑓,𝑛 = lower upper bound
𝑦1,𝑦2∈ 0,1 & 𝑦1−𝑦2 <

1

𝑛

𝑓 𝑦1 − 𝑓 𝑦2

• 𝐵𝑛 𝑓, 𝑥 = σ𝑗=0
𝑛 𝑓 𝑥𝑗 𝑏𝑛,𝑗 𝑥 ，其中𝑥𝑗为 0,1 上等距采样点

• 𝑏𝑛,𝑗 =
𝑛
𝑗 𝑥𝑗 1 − 𝑥 𝑛−𝑗为Bernstein多项式



Bernstein多项式

• 𝑏0,0 𝑥 = 1

• 𝑏0,1 𝑥 = 1 − 𝑥, 𝑏1,1 = 𝑥

• 𝑏0,2 𝑥 = 1 − 𝑥 2, 𝑏1,2 = 2𝑥 1 − 𝑥 , 𝑏2,2 = 𝑥2

• 𝑏0,3 𝑥 = 1 − 𝑥 3, 𝑏1,3 = 3𝑥 1 − 𝑥 2, 𝑏2,3 = 3𝑥2 1 − 𝑥 , 𝑏3,3 = 𝑥3

• 𝑏0,4 𝑥 = 1 − 𝑥 4, 𝑏1,4 = 4𝑥 1 − 𝑥 3, 𝑏2,4 = 6𝑥2 1 − 𝑥 2, 𝑏3,4 = 4𝑥3 1 − 𝑥 , 𝑏4,4 = 𝑥4



用Bernstein多项式做逼近

• Bernstein多项式逼近示例
• 逼近结果优秀，但需要高阶

• 计算昂贵

• 容易带来误差



最小二乘逼近

• 逼近问题
• 给定一组线性无关的连续函数集合𝐵 = {𝑏1, … 𝑏𝑛}和一组结点

𝑥1, 𝑦1 , … , 𝑥𝑚, 𝑦𝑚 ，其中𝑚 > 𝑛

• 在𝐵张成空间中哪个函数𝑓 ∈ span 𝐵 对结点逼近最好？

• 示例：给定一组点，找到最佳逼近的线性函数

• 怎么定义“最佳逼近”?



最佳逼近的定义

• 最小二乘逼近

argmin
𝑓∈span 𝐵



𝑗=1

𝑚

𝑓 𝑥𝑗 − 𝑦𝑗
2

𝑀 =
𝑏1 𝑥1 … 𝑏𝑛 𝑥1
… … …

𝑏1 𝑥𝑚 … 𝑏𝑛 𝑥𝑚


𝑗=1

𝑚

𝑓 𝑥𝑗 − 𝑦𝑗
2
=

𝑗=1

𝑚


𝑖=1

𝑛

𝜆𝑖𝑏𝑖 𝑥𝑗 − 𝑦𝑗

2

= 𝑀𝜆 − 𝑦 𝑇 𝑀𝜆 − 𝑦

= 𝜆𝑇𝑀𝑇𝑀𝜆 − 𝑦𝑇𝑀𝜆 − 𝜆𝑇𝑀𝑇𝑦 + 𝑦𝑇𝑦

= 𝜆𝑇𝑀𝑇𝑀𝜆 − 2𝑦𝑇𝑀𝜆 + 𝑦𝑇𝑦



求解

• 关于𝜆的二次多项式
𝜆𝑇𝑀𝑇𝑀𝜆 − 2𝑦𝑇𝑀𝜆 + 𝑦𝑇𝑦

• 法方程
• 最小解满足

𝑀𝑇𝑀𝜆 = 𝑀𝑇y

• 提示
• 最小化二次目标函数 𝑥𝑇𝐴𝑥 + 𝑏𝑇𝑥 + 𝑐

• 充分必要条件: 2𝐴𝑥 = −𝑏



示例：线性逼近



示例：二阶逼近



Questions?


