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微分方程模型

此类模型的建模思想是：

• 模型的因素随时间、空间而变化，可以看作是关于时间、空间的连续可微函数。

• 因素的变化与时间、空间以及因素本身有关，可用微分方程（或微分方程组）

来表示。

• 微分方程的建立与求解是解决实际问题的核心。

• 当微分方程无解析解的时候，需要使用数值算法近似求解。

• 对于某些求泛函的极值问题，可以离散化，或者用变分法求解。
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例1：（Giordano《数学建模》§1.2）酵母培养物的增长。

【模型建立】

• 设时间𝑡，生物量𝑥，生物量增量𝛿。观察𝑡, 𝑥, 𝛿两两之间的函数图像，猜测𝛿是𝑥的二次函数。

• 生物学解释：酵母繁殖靠细胞分裂，𝛿 = 𝜆𝑥。受资源限制，增长率𝜆随𝑥的增加而降低。可用线
性函数近似𝜆 = 𝑎 − 𝑏𝑥。

• 解常微分方程
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑎𝑥 − 𝑏𝑥2，得𝑥(𝑡) =

𝑎

𝑏+
𝑎

𝑥0
−𝑏 𝑒−𝑎𝑡

。

• 𝑎, 𝑏可由数据拟合确定。

4

时间 0 1 2 3 4 5 6 7 8

生物量 9.6 18.3 29.0 47.2 71.1 119.1 174.6 257.3 350.7

9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

441 513.3 339.7 594.8 629.4 640.8 651.1 655.9 659.6 661.8



例2：（谭永基《数学模型》第18章）生物群体模型。
考虑生物群体数量𝑥随时间𝑡的变化。

【单物种模型】

•
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑎 + 𝑏𝑥 𝑥，其中𝑎与物种的生长资源及人类的捕杀有关，𝑏与物种内部的合作与竞争

有关，𝑎, 𝑏都可能是𝑡的函数。

【双物种模型】

• ቊ
𝑥′ 𝑡 = 𝑓 𝑥, 𝑦 ∙ 𝑥 = 𝑎11𝑥 + 𝑎12𝑦 + 𝑏1 ∙ 𝑥

𝑦′ 𝑡 = 𝑔 𝑥, 𝑦 ∙ 𝑦 = 𝑎21𝑥 + 𝑎22𝑦 + 𝑏2 ∙ 𝑦
，其中𝑎12, 𝑎21 > 0表示双方互助，𝑎12, 𝑎21 < 0

表示双方竞争，𝑎12𝑎21 < 0表示捕食关系。

• 达到平衡时，𝑥𝑦 = 0 或 ቊ
𝑎11𝑥 + 𝑎12𝑦 + 𝑏1 = 0
𝑎21𝑥 + 𝑎22𝑦 + 𝑏2 = 0

。

• 𝑓, 𝑔可能是其它形式的函数，此处仅作局部线性近似。
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例3：（姜启源《数学模型》§5.10）传染病的传播。

【模型一】

• 假设被发现的感染者都被隔离治疗，治愈后不再传播病菌。

• 设𝑥(𝑡)是尚未感染的易感者比例，𝑦(𝑡)是未被发现的感染者比例，𝑧(𝑡)是已确诊的感染者比例

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1。

൞

𝑥′ 𝑡 = −𝑎𝑥𝑦 

𝑦′ 𝑡 = 𝑎𝑥𝑦 − 𝑏𝑦

𝑧′ 𝑡 = 𝑏𝑦 

其中𝑎称为传染率，𝑏称为确诊率，𝑎, 𝑏 可以是𝑡的函数。

• 每日新增确诊病例数与𝑦(𝑡)成正比例，积累确诊病例数与𝑧(𝑡)成正比例。由此可以估计出𝑎, 𝑏。

• 思考：求𝑡 → ∞时，𝑥 𝑡 和𝑧(𝑡)的极限。
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【模型二】

• 假设被发现的感染者都被隔离治疗，治愈后部分人免疫。

• 设𝑥(𝑡)是尚未感染的易感者比例，𝑦(𝑡)是未被发现的感染者比例，𝑧(𝑡)是正在隔离治疗中的
感染者比例，𝑥 + 𝑦 + 𝑧 < 1。

൞

𝑥′ 𝑡 = −𝑎𝑥𝑦 + 𝑑𝑧

𝑦′ 𝑡 = 𝑎𝑥𝑦 − 𝑏𝑦 

𝑧′ 𝑡 = 𝑏𝑦 − 𝑐𝑧 

其中𝑎称为传染率，𝑏称为确诊率，𝑐称为出院率，0 < 𝑑 < 𝑐。

【思考】

• 参数𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑对于𝑦(𝑡)的影响？

• 目前的一些防疫措施对𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑和𝑦(𝑡)的影响？

• 如果希望把𝑦(𝑡)迅速降至某一阈值之下，应如何调整参数？

• 如果考虑到调整参数所造成的社会经济影响，又如何处理？
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例4：（CUMCM2007A）中国人口增长预测。

中国是一个人口大国，人口问题始终是制约我国发展的关键因素之一。根据
已有数据，运用数学建模的方法，对中国人口做出分析和预测是一个重要问题。

近年来中国的人口发展出现了一些新的特点，例如，老龄化进程加速、出生
人口性别比持续升高，以及乡村人口城镇化等因素，这些都影响着中国人口的
增长。2007年初发布的《国家人口发展战略研究报告》(附录1) 还做出了进一步
的分析。

关于中国人口问题已有多方面的研究，并积累了大量数据资料。附录2就是
从《中国人口统计年鉴》上收集到的部分数据。

试从中国的实际情况和人口增长的上述特点出发，参考附录2中的相关数据
（也可以搜索相关文献和补充新的数据），建立中国人口增长的数学模型，并
由此对中国人口增长的中短期和长期趋势做出预测；特别要指出你们模型中的
优点与不足之处。
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【模型建立】

• （人口的总数）设时刻𝑡时，人口总数𝑥(𝑡)。

𝑥′ 𝑡 = 𝜆 𝑡 𝑥 𝑡 ⇒ 𝑥 𝑡 = 𝑥(0)𝑒0׬
𝑡

𝜆 𝑠 𝑑𝑠

其中𝜆 𝑡 称为人口净增长率。𝜆 𝑡 与多种因素有关，易受社会经济条件、国家政策、文化
观念等影响。

• （人口的年龄结构）设第𝑡年时，年龄𝑘的人口总数𝑥𝑘(𝑡)。

൞
𝑥0 𝑡 + 1 = ෍

𝑖
𝑏𝑖 𝑡 𝑥𝑖 𝑡  

𝑥𝑘+1 𝑡 + 1 = 1 − 𝑑𝑘 𝑡 𝑥𝑘 𝑡 ，𝑘 ∈ 𝐍

其中𝑏𝑘 𝑡 和𝑑𝑘 𝑡 分别是年龄𝑘的人口的生育率和死亡率。

• 上述𝜆 𝑡 , 𝑏𝑘 𝑡 , 𝑑𝑘 𝑡 都可根据历史抽样数据估计得到。

• 上式可以表示成矩阵乘积的形式

𝑋 𝑡 + 1 = 𝐴 𝑡 𝑋 𝑡  ⇒ 𝑋 𝑡 + 1 = 𝐴 𝑡 ⋯ 𝐴 0 𝑋 0
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其中

𝐴 𝑡 =

0 𝑏1 𝑡 ⋯ 𝑏𝑛−1 𝑡

1 − 𝑑0 𝑡 ⋱

⋱ 0
1 − 𝑑𝑛−2 𝑡 0

• 上式还可以表示成偏微分方程的形式

𝜕𝑝(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑠
+

𝜕𝑝(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑡
= −𝑑 𝑠, 𝑡 𝑝 𝑠, 𝑡

其中𝑝(𝑠, 𝑡)是𝑡时刻年龄𝑠的人口密度函数0׬

∞
𝑝 𝑠, 𝑡 𝑑𝑠 = 1，∀𝑡。

这种表示形式仅具有理论意义，对于人口问题的计算没有任何优势。

• （老龄化问题）随着人均寿命的延长，老龄化进程不可逆转。国家和社会必须适应老龄化现象，而非

试图改变老龄化现象。

• （人口的性别比例）随着男女平等观念的深入，无需特别考虑。

• （人口的城乡结构）这是政治和经济问题，不属于人口问题。
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例5：（CUMCM2018A）高温作业专用服装设计。

在高温环境下工作时，人们需要穿着专用服装以避免灼伤。专用服装通常由三层织物材料
构成，记为I、II、III层，其中I层与外界环境接触，III层与皮肤之间还存在空隙，将此空隙记
为IV层。

为设计专用服装，将体内温度控制在37oC的假人放置在实验室的高温环境中，测量假人皮
肤外侧的温度。为了降低研发成本、缩短研发周期，请利用数学模型来确定假人皮肤外侧的
温度变化情况，并解决以下问题：

(1) 专用服装材料的某些参数值由附件1给出，对环境温度为75oC、II层厚度为6mm、IV层
厚度为5mm、工作时间为90分钟的情形开展实验，测量得到假人皮肤外侧的温度。建立数学
模型，计算温度分布，并生成温度分布的Excel文件。

(2) 当环境温度为65oC、IV层的厚度为5.5mm时，确定II层的最优厚度，确保工作60分钟时，
假人皮肤外侧温度不超过47oC，且超过44oC的时间不超过5分钟。

(3) 当环境温度为80oC时，确定II层和IV层的最优厚度，确保工作30分钟时，假人皮肤外
侧温度不超过47oC，且超过44oC的时间不超过5分钟。
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【问题1模型建立】

• 一维热传导方程𝑢𝑡 = (𝑘𝑢𝑥)𝑥。𝑥 ∈ [0, 𝐿]，𝑡 ∈ [0, ∞)。

• 𝑘(𝑥) =
热传导率
密度×比热

= const，𝑥 ∈ (𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖)。𝑥0 =0，𝑥4 = 𝐿。

• 边界条件𝑢 𝑥, 0 = 37，𝑢𝑥 0, 𝑡 = 𝜆(𝑢 0, 𝑡 − 𝑇)，𝑢𝑥 𝐿, 𝑡 = 0。
𝑇是环境温度，𝜆是待求常数。
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【模型求解】

• 把定义域𝑛等分，记𝑢𝑖 𝑡 = 𝑢 𝑥𝑖 , 𝑡 ，则有𝑢𝑖 0 = 37，并且

൞
𝑘𝑖+1 𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖 − 𝑘𝑖 𝑢𝑖 − 𝑢𝑖−1 ≈

𝐿2

𝑛2 𝑢𝑖
′ 𝑡 ，1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 

𝑢1 − 𝑢0 ≈
𝜆𝐿

𝑛
𝑢0 − 𝑇 ，𝑢𝑛 − 𝑢𝑛−1 ≈ 0

• 记𝒗(𝒕) = (𝑢1, ⋯ , 𝑢𝑛−1)，上式可表示为𝒗′ 𝒕 + 𝐴𝒗 = 𝒃，其中𝑏 =
𝑛2

𝐿2

𝜆𝐿𝑘1

𝑛+𝜆𝐿
𝑇, 0, ⋯ , 0

𝐴 =
𝑛2

𝐿2

𝜆𝐿𝑘1

𝑛 + 𝜆𝐿
+ 𝑘2 −𝑘2

−𝑘2 𝑘2 + 𝑘3 −𝑘3

⋱ ⋱ ⋱
−𝑘𝑛−2 𝑘𝑛−2 + 𝑘𝑛−1 −𝑘𝑛−1

−𝑘𝑛−1 𝑘𝑛−1

𝐴是对称正定、对角占优。
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• 解得𝒗 𝑡 = 𝑒−𝐴𝑡 𝒗 0 − 𝐴−1𝒃 + 𝐴−1𝒃。设𝒄是全一向量。注意到𝐴𝒄 =
1

𝑇
𝒃，𝒗 0 = 37𝐜。

故𝒗 𝑡 = 𝑇𝒄 − (𝑇 − 37)𝑒−𝐴𝑡𝒄，𝑢𝑛 𝑡 形如𝑇 − σ𝑖=1
𝑛 𝑎𝑖𝑒−𝑏𝑖𝑡

• 取定𝑛，求𝜆使𝑢 𝐿, 𝑡 ≈ 𝑢𝑛 𝑡 的图像与数据拟合。

【问题2, 3模型建立】

• 求II层的厚度𝑑，使得𝑢 𝐿, 3300 ≤ 44且𝑢(𝐿, 3600) ≤ 47。

• 求II、IV层的厚度𝑑1, 𝑑2，使得𝑢 𝐿, 1500 ≤ 44且𝑢(𝐿, 1800) ≤ 47。

【问题求解】

• 对给定的𝑥, 𝑡，视𝑢 𝑥, 𝑡 为𝑑或𝑑1, 𝑑2的函数。
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例6：（姜启源《数学模型》§5.8）赛跑的速度。
如何分配体能使得成绩最好？

【模型建立】

• 设赛程𝐿，速度𝑣(𝑥)，则成绩𝑇 = 0׬

𝐿 𝑑𝑥

𝑣(𝑥)
。

• 设空气阻力𝑓关于𝑣单调增，并且不超过运动员的最大爆发力𝐹。

• 运动员消耗的体能0׬

𝐿
𝑓(𝑥)𝑑𝑥也有上限𝐸。

• 问题化为求0׬

𝐿 𝑑𝑥

𝑣(𝑥)
在上述两个约束下的最小值。

【模型求解】

• 由均值不等式，当且仅当𝑣(𝑥)是常数时，0׬

𝐿 𝑑𝑥

𝑣(𝑥)
0׬

𝐿
𝑓 𝑥 𝑑𝑥最小。

• 比赛策略：先全力加速至最大，再保持匀速，最后耗尽体能冲刺。
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例7：（CUMCM2003D）抢渡长江。

“渡江”是武汉城市的一张名片。1934年9月9日，武汉警备旅官兵与体育界人士联手，在武汉第一次
举办横渡长江游泳竞赛活动，起点为武昌汉阳门码头，终点设在汉口三北码头，全程约5000米。有44人
参加横渡，40人达到终点，张学良将军特意向冠军获得者赠送了一块银盾，上书“力挽狂澜”。

2001年，“武汉抢渡长江挑战赛”重现江城。2002年，正式命名为“武汉国际抢渡长江挑战赛”，于每年
的5月1日进行。由于水情、水性的不可预测性，这种竞赛更富有挑战性和观赏性。

2002年5月1日，抢渡的起点设在武昌汉阳门码头，终点设在汉阳南岸咀，江面宽约1160米。据报载，
当日的平均水温16.8℃，江水的平均流速为1.89米/秒。参赛的国内外选手共186人（其中专业人员将近一
半），仅34人到达终点，第一名的成绩为14分8秒。除了气象条件外，大部分选手由于路线选择错误，
被滚滚的江水冲到下游，而未能准确到达终点。

假设在竞渡区域两岸为平行直线，它们之间的
垂直距离为1160米，从武昌汉阳门的正对岸到汉阳
南岸咀的距离为1000米，见示意图。
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请通过数学建模来分析上述情况，并回答以下问题：

1. 假定在竞渡过程中游泳者的速度大小和方向不变，且竞渡区域每点的流速均为1.89米/秒。试说明2002

年第一名是沿着怎样的路线前进的，求他游泳速度的大小和方向。如何根据游泳者自己的速度选择游
泳方向，试为一个速度能保持在1.5米/秒的人选择游泳方向，并估计他的成绩。

2. 在（1）的假设下，如果游泳者始终以和岸边垂直的方向游，他们能否到达终点？根据你们的数学模
型说明为什么1934年和2002年能游到终点的人数的百分比有如此大的差别；给出能够成功到达终点的
选手的条件。

3. 若流速沿离岸边距离的分布为
（设从武昌汉阳门垂直向上为 y轴正向） 

游泳者的速度大小（1.5米/秒）仍全程保持不变，
试为他选择游泳方向和路线，估计他的成绩。

4. 若流速沿离岸边距离为连续分布，例如
或你们认为合适的连续分布，如何处理这个问题。

5. 用普通人能懂的语言，给有意参加竞渡的游泳爱好者写一份竞渡策略的短文。

6. 你们的模型还可能有什么其他的应用？
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𝑣(𝑦) = ቐ

1.47, 0 ≤ 𝑦 ≤ 200
2.11, 200 ≤ 𝑦 ≤ 960
1.47, 960 ≤ 𝑦 ≤ 1160

𝑣(𝑦) =

2.28

200
𝑦, 0 ≤ 𝑦 ≤ 200

2.28, 200 ≤ 𝑦 ≤ 960
2.28

200
(1160 − 𝑦), 960 ≤ 𝑦 ≤ 1160



【模型建立】

• 设游泳方向角𝜃，则游泳路线(𝑥, 𝑦)满足ቊ
𝑥′ 𝑡 = 1.5 cos 𝜃 + 𝑣
𝑦′ 𝑡 = 1.5 sin 𝜃 

。

• 求𝜃(𝑦)使得0׬

1160 1.5 cos 𝜃+𝑣

1.5 sin 𝜃
𝑑𝑦 = 1000并且𝑇 = 0׬

1160 1

1.5 sin 𝜃
𝑑𝑦最小。

【模型求解】

• 当𝑇最小时，
𝜕

𝜕𝜃

1.5 cos 𝜃+𝑣

1.5 sin 𝜃
= 𝜆

𝜕

𝜕𝜃

1

1.5 sin 𝜃
，其中𝜆是待定常数。

• 化简上式，得cos 𝜃 =
1.5

𝜆−𝑣
。再由约束条件，解得𝜆，进而得𝜃, 𝑇。
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微分方程模型

1  传染病模型

2  经济增长模型

3  正规战与游击战

4  药物在体内的分布与排除

5  香烟过滤嘴的作用

6  人口预测和控制

7  烟雾的扩散与消失



动态
模型

• 描述对象特征随时间(空间)的演变过程

• 分析对象特征的变化规律

• 预报对象特征的未来性态

• 研究控制对象特征的手段

• 根据函数及其变化率之间的关系确定函数微分
方程
建模

• 根据建模目的和问题分析作出简化假设

• 按照内在规律或用类比法建立微分方程



1. 传染病模型



问题

• 描述传染病的传播过程

• 分析受感染人数的变化规律

• 预报传染病高潮到来的时刻

• 预防传染病蔓延的手段

• 按照传播过程的一般规律，用机理分析方法建立模型



已感染人数 (病人) 𝒊 𝒕

• 每个病人每天有效接触(足以使人致病)人数为

模型1

假设

𝑖(𝑡 + Δ𝑡) − 𝑖(𝑡) = 𝜆𝑖(𝑡)Δ𝑡

若有效接触的是病人，

则不能使病人数增加

必须区分已感染者(病人)

和未感染者(健康人)

建模

𝑑𝑖

𝑑𝑡
= 𝜆𝑖

𝑖(0) = 𝑖0 𝑡 → ∞ ⇒ 𝑖 → ∞

𝑖(𝑡) = 𝑖0𝑒𝜆𝑡

?



𝑑𝑖

𝑑𝑡
= 𝜆𝑠𝑖

𝑠 𝑡 + 𝑖 𝑡 = 1

模型2 区分已感染者(病人)和未感染者(健康人)

假设 1）总人数N不变，病人和健康人的比例分别为𝑖(𝑡), 𝑠(𝑡)

2）每个病人每天有效接触人数为,  且使接触的健康人致病

建模 𝑁 𝑖 𝑡 + Δ𝑡 − 𝑖 𝑡 = 𝜆𝑠 𝑡 𝑁𝑖 𝑡 Δ𝑡

ቐ

𝑑𝑖

𝑑𝑡
= 𝜆𝑖 1 − 𝑖

𝑖(0) = 𝑖0

 ~ 日接触率

SI 模型



𝑖(𝑡) =
1

1 +
1
𝑖0

− 1 𝑒−𝜆𝑡

ቐ

𝑑𝑖

𝑑𝑡
= 𝜆𝑖 1 − 𝑖

𝑖(0) = 𝑖0

模型2

1/2

tm

i

i0

1

0 t 𝑡𝑚 = 𝜆−1 ln
1

𝑖0
− 1

𝑡𝑚~传染病高潮到来时刻

 (日接触率)  →  tm

𝑡 → ∞ ⇒ 𝑖 → 1

Logistic 模型

病人可以治愈！

?

𝑡 = 𝑡𝑚, 
𝑑𝑖

𝑑𝑡
最大



模型3 传染病无免疫性——病人治愈成为健康人，

健康人可再次被感染

增加假设

SIS 模型

3）病人每天治愈的比例为  ~日治愈率

𝑁 𝑖 𝑡 + Δ𝑡 − 𝑖 𝑡 = 𝜆𝑁𝑠 𝑡 𝑖 𝑡 Δ𝑡 − 𝜇𝑁𝑖 𝑡 Δ𝑡建模

𝜎 = 𝜆/𝜇

 ~ 日接触率

1/ ~感染期

 ~ 一个感染期内每个病人的有效接触人数，称为接触数。

ቐ

𝑑𝑖

𝑑𝑡
= 𝜆𝑖 1 − 𝑖 − 𝜇𝑖

𝑖 0 = 𝑖0



𝑖(∞) = ൞
1 −

1

𝜎
, 𝜎 > 1

0, 𝜎 ≤ 1

𝑑𝑖

𝑑𝑡
= −𝜆𝑖 𝑖 − 1 −

1

𝜎

i0

i0

接触数 =1 ~ 阈值

𝜎 = Τ𝜆 𝜇

𝜎 ≤ 1 ⇒ 𝑖(𝑡) ↓

⇒ 𝑖(𝑡)按𝑆形曲线增长 感染期内有效接触感染的
健康者人数不超过病人数

𝜎 > 1
𝑖0小

1 −
1



i0

𝑑𝑖

𝑑𝑡
= 𝜆𝑖(1 − 𝑖) − 𝜇𝑖

模型2(SI模型)如何看作模型3(SIS模型)的特例

i

𝑑𝑖

𝑑𝑡

0 1

 >1

0 t

i

 >1

1 −
1



i

0 t

 1

𝑑𝑖

𝑑𝑡
< 0 

模型3



传染病有免疫性——病人治愈后即移出感染系统，称移出者

SIR模型

假设 1）总人数N不变，病人、健康人和移出者的比例分别为

𝑖(𝑡), 𝑠(𝑡), 𝑟(𝑡)

2）病人的日接触率 , 日治愈率, 接触数  =  / 

建模 𝑠(𝑡) + 𝑖(𝑡) + 𝑟(𝑡) = 1

需建立𝑖(𝑡), 𝑠(𝑡), 𝑟(𝑡)的两个方程

模型4



𝑁[𝑖(𝑡 + Δ𝑡) − 𝑖(𝑡)] = 𝜆𝑁𝑠(𝑡)𝑖(𝑡)Δ𝑡 − 𝜇𝑁𝑖(𝑡)Δ𝑡

SIR模型

𝑖0 + 𝑠0 ≈ 1 (通常𝑟 0 = 𝑟0很小）

无法求出𝑖(𝑡), 𝑠(𝑡)的解析解

在相平面𝑠~𝑖上研究解的性质

𝑁[𝑠(𝑡 + Δ𝑡) − 𝑠(𝑡)] = −𝜆𝑁𝑠(𝑡)𝑖(𝑡)Δ𝑡

𝑑𝑖

𝑑𝑡
= 𝜆𝑠𝑖 − 𝜇𝑖

𝑑𝑠

𝑑𝑡
= −𝜆𝑠𝑖

𝑖 0 = 𝑖0, 𝑠 0 = 𝑠0

模型4



𝑑𝑖

𝑑𝑠
=

1

𝜎𝑠
− 1

𝑖 ቤ
𝑠 = 𝑠0

= 𝑖0

𝑖 𝑠 = 𝑠0 + 𝑖0 − 𝑠 +
1

𝜎
ln

𝑠

𝑠0

𝑑𝑖

𝑑𝑡
= 𝜆𝑠𝑖 − 𝜇𝑖

𝑑𝑠

𝑑𝑡
= −𝜆𝑠𝑖

𝑖(0) = 𝑖0, 𝑠(0) = 𝑠0

𝜎 = 𝜆/𝜇

消去dt

𝐷 = {(𝑠, 𝑖)ȁ𝑠 ≥ 0, 𝑖 ≥ 0, 𝑠 + 𝑖 ≤ 1}

相轨线𝑖(𝑠)的定义域

相轨线

1

1
s

i

0

D
在D内作相轨线𝑖 𝑠 的图形，进行分析

SIR模型

模型4



s

i

1

0 1

D

相轨线𝑖(𝑠)及其分析
𝑑𝑖

𝑑𝑡
= 𝜆𝑠𝑖 − 𝜇𝑖

𝑑𝑠

𝑑𝑡
= −𝜆𝑠𝑖

𝑖(0) = 𝑖0, 𝑠(0) = 𝑠0

𝑑𝑖

𝑑𝑠
=

1

𝜎𝑠
− 1

𝑖 ቤ
𝑠 = 𝑠0

= 𝑖0

𝑖(𝑠) = (𝑠0 + 𝑖0) − 𝑠 +
1

𝜎
ln

𝑠

𝑠0

𝑠∞满足 𝑠0 + 𝑖0 − 𝑠∞ +
1

𝜎
ln

𝑠∞

𝑠0
= 0

𝑠 = 1/𝜎, 𝑖 = 𝑖𝑚

传染病蔓延

传染病不蔓延

𝑠 𝑡 单调减→相轨线的方向

𝑡 → ∞, 𝑖 → 0

P1


s0/1

im


s

P1: 𝑠0 > 1/𝜎 → 𝑖 𝑡 先升后降至0

P2: 𝑠0 < 1/𝜎 → 𝑖 𝑡 单调降至0

1/ 𝜎 ~阈值

P3

P4

P2

S0

SIR模型

模型4



𝜎 =
ln 𝑠0 − ln 𝑠∞

𝑠0 − 𝑠∞

预防传染病蔓延的手段

 (日接触率)  卫生水平

 (日治愈率)  医疗水平

传染病不蔓延的条件——𝑠0 < 1/

  的估计

𝑠0 + 𝑖0 − 𝑠∞ +
1

𝜎
ln

𝑠∞

𝑠0
= 0 忽略𝑖0

• 降低 s0 提高 r0 

𝑠0 + 𝑖0 + 𝑟0 = 1

•  提高阈值 1/ 降低 (= /)   ,    

群体免疫

SIR模型

模型4



被传染人数的估计

𝑠0 + 𝑖0 − 𝑠∞ +
1

𝜎
ln

𝑠∞

𝑠0
= 0

记被传染人数比例𝑥 = 𝑠0 − 𝑠∞

𝑥 1 −
1

𝑠0𝜎
−

𝑥

2𝑠0
2𝜎

≅ 0

𝑥 +
1

𝜎
ln( 1 −

𝑥

𝑠0
)  ≅ 0

𝑥 ≈ 2𝑠0𝜎 𝑠0 −
1

𝜎

𝑥 ≅ 2𝛿

𝑥 ≪ 𝑠0

𝑖

0 𝑠∞ 1/𝜎

P1

𝑠0 𝑠



𝑖0 
0, 𝑠0 

1

小, 𝑠0 
 1

提高阈值1/

→降低被传染人数比例𝑥

𝑠0 − 1/ =   

SIR模型

模型4



2. 经济增长模型



增加生产 发展经济 增加投资 增加劳动力 提高技术

• 建立产值与资金、劳动力之间的关系

• 研究资金与劳动力的最佳分配，使投资效益最大

• 调节资金与劳动力的增长率，使经济(生产率)增长

1. 道格拉斯(Douglas)生产函数

产值𝑄 𝑡

𝑄(𝑡) = 𝑓0𝐹(𝐾(𝑡), 𝐿(𝑡)) 𝐹为待定函数

资金𝐾 𝑡 劳动力𝐿 𝑡

技术𝑓 𝑡 = f0



𝑧 = 𝑄/𝐿 = 𝑓0𝑔(𝑦) 𝑔(𝑦) = 𝑦𝛼 , 0 < 𝛼 < 1

𝜕𝑄

𝜕𝐾
,
𝜕𝑄

𝜕𝐿
> 0

模型假设

静态模型 𝑄(𝐾, 𝐿) = 𝑓0𝐹(𝐾, 𝐿)

每个劳动
力的产值

𝑧 =
𝑄

𝐿

每个劳动
力的投资

𝑦 =
𝐾

𝐿

𝑧 随着 𝑦 的增加而增长，但增长速度递减

𝑦

𝑔 𝑦

0

1. 道格拉斯(Douglas)生产函数

𝜕2𝑄

𝜕𝐾2
,
𝜕2𝑄

𝜕𝐿2
< 0

𝑄 = 𝑓0𝐿(𝐾/𝐿)𝛼

Douglas生产函数𝑄(𝐾, 𝐿) = 𝑓0𝐾𝛼𝐿1−𝛼



 −= 1

0
),( LKfLKQ

QK ~ 单位资金创造的产值

QL ~ 单位劳动力创造的产值

 ~ 资金在产值中的份额 1- ~劳动力在产值中的份额

更一般的道格拉斯(Douglas)生产函数

0,1,0,),( 00 = fLKfLKQ 

1. Douglas生产函数

 −== 1,
Q

LQ

Q

KQ LK

QLQKQ LK =+



0,0 =



=





L

S

K

S

 −== 1,
Q

LQ

Q

KQ
LK

r

w

L

K





−
=

1

w ,  r ,      K/L 

求资金与劳动力的分配比例K/L(每个

劳动力占有的资金) ，使效益S最大

资金和劳动力创造的效益 wLrKQS −−=

资金来自贷款，利率 r 劳动力付工资 w

2）资金与劳动力的最佳分配（静态模型）





−
=

1K

L

Q

Q

L

K

w

r

Q

Q

L

K =



LyK
L

K
y == ,

3) 经济(生产率)增长的条件 (动态模型)

要使 Q(t) 或 Z(t)=Q(t)/L(t) 增长,  K(t), L(t)应满足的条件

模型
假设

• 投资增长率与产值成正比

(用一定比例扩大再生产)

• 劳动力相对增长率为常数
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成立A 0

产值Q(t)增长 dQ/dt > 03) 经济增长的条件
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



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成立B 0 成立时当 B
KK

,1
/

0
00







𝜇 <
ሶ𝐾0

𝐾0
, 劳动力增长率小于初始投资增长率

每个劳动力的产值 Z(t)=Q(t)/L(t)增长 dZ/dt > 0

3) 经济增长的条件

dt

dy
yf

dt

dZ 1

0

−= 



3. 正规战与游击战



战争分类：正规战争，游击战争，混合战争

只考虑双方兵力多少和战斗力强弱

兵力因战斗及非战斗减员而减少，因增援而增加

战斗力与射击次数及命中率有关

建模思路和方法为用数学模型讨论社会领域实际问题提供了可借鉴的示例

第一次世界大战Lanchester提出预测战役结局的模型







+−=

+−=

0),(),()(

0),(),()(





tvyyxgty

tuxyxftx





一般模型

• 每方战斗减员率取决于双方的兵力和战斗力

• 每方非战斗减员率与本方兵力成正比

• 甲乙双方的增援率为u(t), v(t)

f, g 取决于战争类型

x(t) ~甲方兵力，y(t) ~乙方兵力

模型
假设

模型







+−−=

+−−=

)(

)(

tvybxy

tuxayx









正规战争模型

• 甲方战斗减员率只取决于乙方的兵力和战斗力

双方均以正规部队作战

xx
prbbxg =−= ,

• 忽略非战斗减员

• 假设没有增援 







==

−=

−=

00
)0(,)0( yyxx

bxy

ayx





f(x, y)=−ay,  a ~ 乙方每个士兵的杀伤率

a=ry py, ry ~射击率， py ~命中率



)(ty

)(tx0

ak

0k

0=k

bk−

0k

正规战争模型
为判断战争的结局，不求x(t), y(t)

而在相平面上讨论 x 与 y 的关系









==

−=

−=

00
)0(,)0( yyxx

bxy

ayx





ay

bx
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游击战争模型 双方都用游击部队作战

• 甲方战斗减员率还随着甲方兵力的增加而增加

• 忽略非战斗减员

• 假设没有增援
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c = ry py

ry~射击率

py ~命中率

py=sry /sx

sx ~ 甲方活动面积

sry ~ 乙方射击有效面积
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4. 药物在体内的
分布与排除



• 药物进入机体形成血药浓度(单位体积血液的药物量)

• 血药浓度需保持在一定范围内——给药方案设计

• 药物在体内吸收、分布和排除过程——药物动力学

• 建立房室模型——药物动力学的基本步骤

• 房室——机体的一部分，药物在一个房室内均匀分布

(血药浓度为常数)，在房室间按一定规律转移

• 本节讨论二室模型——中心室(心、肺、肾等)和

周边室(四肢、肌肉等)
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5. 香烟过滤嘴的作用



• 过滤嘴的作用与它的材料和长度有什么关系

• 人体吸入的毒物量与哪些因素有关，其中哪

些因素影响大，哪些因素影响小。

模型

分析

• 分析吸烟时毒物进入人体的过程，建立吸

烟过程的数学模型。

• 设想一个“机器人”在典型环境下吸烟，

吸烟方式和外部环境认为是不变的。

问题



模型

假设

定性分析
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 ?, 1  Qlb ? Qu

1）l1~烟草长， l2~过滤嘴长， l = l1+ l2，

毒物量M均匀分布，密度w0=M/l1

2）点燃处毒物随烟雾进入空气和沿香烟

穿行的数量比是a´:a,  a´+a=1

3）未点燃的烟草和过滤嘴对随烟雾穿行的

毒物的(单位时间)吸收率分别是b和

4）烟雾沿香烟穿行速度是常数v，香烟燃

烧速度是常数u， v >>u

Q ~ 吸一支烟毒物进入人体总量
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t
v

txq
btxwttxw =−+

),(
),(),(









=

=


 −
−

0

)(

)0,(

),(

wxw

etutauw
v

b

t

w
v

utxb

aaae
a

w
tutw v

buta

−=







−


=

−

1,1),(
'

0

3) 求w(ut,t)
















−


=

−−−−
v

abut

v

but

v

l

v

bl

aeeee
a

auw
tlq

21

0),(
















−


==

−−

 v

bla

v

l
ul

ee
ba

vaw
dttlqQ

12
1

'
/

0

0 1),(



v

l

v

utlb

eetutauwtlq
21 )(

),(),(


−
−

−

=









−


=

−
v

buta

ae
a

w
tutw

'

0 1),(

r

e
r

v

bla
r

r−−
=


=

1
)(,1 ),(

2

raMeQ v

l




−

=

4) 计算 Q



11 


=
v

bla
r

结果
分析

),(
2

raMeQ v

l




−

=
r

e
r

v

bla
r

r−−
==

1
)(,

'
1 

2/1)( rr −=








 
−=

−

v

bla
aMeQ v

l

2
1 1

2



烟草为什么有作用?
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







−=

−−
v

bla

v

bl

ee
ba

vaw
Q

12 '

0

2
1

'

v

lb

e
Q

Q 2)(

2

1

−
−

=










−


=

−−
v

bla

v

l

ee
ba

vaw
Q

12 '

0

1
1



带过滤嘴

不带过滤嘴

21
QQb 

结果
分析

4) 与另一支不带过滤嘴的香烟比较，w0, b, 

a, v, l 均相同，吸至 x=l1扔掉

提高 -b 与加长l2，效果相同



6. 人口预测和控制
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4）老龄化指数

控制生育率
控制 N(t)不过大

控制 (t)不过高



7. 烟雾的扩散与消失



现象
和
问题

炮弹在空中爆炸，烟雾向四周扩散，形成圆形

不透光区域。

不透光区域不断扩大，然后区域边界逐渐明亮，

区域缩小，最后烟雾消失。

建立模型描述烟雾扩散和消失过程，分析消失

时间与各因素的关系。

问题
分析

无穷空间由瞬时点源导致的扩散过程，用二阶偏

微分方程描述烟雾浓度的变化。

观察的烟雾消失与烟雾对光线的吸收，以及仪

器对明暗的灵敏程度有关。



gradCkq −=
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模型
假设

1）烟雾在无穷空间扩散，不受大地和风

的影响；扩散服从热传导定律。

2）光线穿过烟雾时光强的减少与烟雾浓

度成正比；无烟雾的大气不影响光强。

3）穿过烟雾进入仪器的光线只有明暗之

分，明暗界限由仪器灵敏度决定。

模型
建立

1）烟雾浓度 的变化规律),,,( tzyxC

热传导定律：单位时间通过单位法

向面积的流量与浓度梯度成正比
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曲面积分的奥氏公式
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1）烟雾浓度 的变化规律),,,( tzyxC
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初始条件

Q~炮弹释放的烟雾总量  ~单位强度的点源函数

• 对任意t, C的等值面是球面 x2+y2+z2=R2;  R→C

• 仅当 t→, 对任意点(x,y,z), C→0

1）烟雾浓度 的变化规律),,,( tzyxC
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2）穿过烟雾光强的变化规律

光强的减少与烟

雾浓度成正比方向的烟雾浓度沿

方向的光强沿
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3）仪器灵敏度与烟雾明暗界限

烟雾浓度连续变化

烟雾中光强连续变化
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仪器
z

-



设光源在z=-, 仪器在z=,则观测到的明暗界限为

不透光区域有扩大、

缩小、消失的过程

穿过烟雾进入仪器的光线只有明暗之

分，明暗界限由仪器灵敏度决定。

~不透光区域边界
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4）不透光区域边界的变化规律
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对任意t, 不透光区域边界是圆周

不透光区域
边界半径
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观测到不透光区域边界达到最大的

时刻t1，可以预报烟雾消失的时刻t2
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