
第三章 双值量子系统

凡是可以用两维复空间描述的量子系统都称为双值量子系统. 包括自旋 1/2 的粒子, 两能级系统等

等. 双值指的是, 对这一类量子系统进行测量, 得到的结果有且仅有两个.

双值量子系统的量子态所在的空间是 C2. 纯态被表示为 C2 中的归一的向量, 混合态被表示为 C2

上的密度矩阵.

C2 中的纯态

纯态 |𝜓⟩ ∈ C2, 且 ⟨𝜓|𝜓⟩ = 1. 可以在自然基向量上表示为

|𝜓⟩ = 𝑐0 |0⟩ + 𝑐1 |1⟩ , 𝑐0, 𝑐1 ∈ C, |𝑐0|2 + |𝑐1|2 = 1

有三个独立的实参数.

|𝜓⟩ 又可以写为

|𝜓⟩ = 𝑒𝑖𝛾

⎛⎝cos 𝜃
2
𝑒−𝑖𝜑

2

sin 𝜃
2
𝑒𝑖

𝜑
2

⎞⎠
把 |𝜓⟩ 表示为密度矩阵的形式,

𝜓 = |𝜓⟩⟨𝜓| =

⎛⎝ cos2 𝜃
2

sin 𝜃
2

cos 𝜃
2
𝑒−𝑖𝜑

sin 𝜃
2

cos 𝜃
2
𝑒𝑖𝜑 cos2 𝜃

2

⎞⎠
进而用 𝜎0 = 1, 𝜎1 = 𝜎𝑥, 𝜎2 = 𝜎𝑦, 𝜎3 = 𝜎𝑧 展开, 有

𝜓 =
1

2
(1 + 𝜎𝑥 sin 𝜃 cos𝜑+ 𝜎𝑦 sin 𝜃 sin𝜑+ 𝜎𝑧 cos 𝜃)

=
1 + 𝜎 · 𝑛

2
=
1 + 𝜎𝑛

2

其中

𝑛 =
(︁

sin 𝜃 cos𝜑 sin 𝜃 sin𝜑 cos 𝜃
)︁

𝜎 · 𝑛 = 𝜎𝑛 = 𝜎𝑥 sin 𝜃 cos𝜑+ 𝜎𝑦 sin 𝜃 sin𝜑+ 𝜎𝑧 cos 𝜃
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• |𝜓⟩ 是 𝜎𝑛 的本征向量, 记作 |𝑛+⟩, 本征值为 +1. 𝜎𝑛 的另一个本征值为 −1 的本征向量是

|𝑛−⟩ =

⎛⎝− sin 𝜃
2
𝑒−𝑖𝜑

2

cos 𝜃
2
𝑒𝑖

𝜑
2

⎞⎠ , ⟨𝑛+ |𝑛−⟩ = 0

• 𝜎𝑛 可以表示为

𝜎𝑛 = |𝑛+⟩⟨𝑛+| − |𝑛−⟩⟨𝑛−|

|𝑛+⟩⟨𝑛+| 和 |𝑛−⟩⟨𝑛−| 可以表示为

|𝑛±⟩⟨𝑛±| =
1± 𝜎𝑛

2

• 形象地说, |𝑛+⟩⟨𝑛+| 对应于 R3 中的向量 𝑛, |𝑛−⟩⟨𝑛−| 对应于 R3 中的向量 −𝑛.

在 C2 空间中两个正交的向量对应于 R3 中两个方向相反的单位向量.

C2 中的混合态

考虑两个纯态 |𝜓1⟩ 和 |𝜓2⟩ 分别以几率 𝑝1 和 𝑝2 混合, 𝑝1 + 𝑝2 = 1.

𝜓1 = |𝜓1⟩⟨𝜓1| =
1

2
(1 + 𝜎 · 𝑛1), 𝜓2 = |𝜓2⟩⟨𝜓2| =

1

2
(1 + 𝜎 · 𝑛2)

𝜌 = 𝑝1𝜓1 + 𝑝2𝜓2 =
1

2

[︀
1 + 𝜎 · (𝑝1𝑛1 + 𝑝2𝑛2)

]︀
=

1

2
(1 + 𝜎 · 𝑟), |𝑟| < 1

进而可以知道, 任意的混合态都可以表示为

𝜌 =
1

2
(1 + 𝜎 · 𝑟), 𝑟 ∈ R3, |𝑟| 6 1

上式中的 𝑟 称为 Bloch 向量. Bloch 向量分布在 R3 中的单位球的表面及内部. 这个单位球称为

Bloch 球. 球面上的点对应于 C2 中的纯态, 球内部的点对应于混合态. 球心对应于最大混合态 1

2
.

球面上相对的两个点对应于两个正交的纯态.

对于 C2 上的混合态 𝜌, 它的 Bloch 向量位于单位球内, 有无穷多种分解形式. 可以分解为纯态的凸

和, 也可以分解为混合态的凸和. 本征分解是沿着 Bloch 向量 𝑟 的直径的分解.

图 1 画出了 Bloch 球在 𝑥𝑧 平面上的截面. 混合态对应于单位圆中的 𝑃 点, Bloch 向量为 𝑟. 通过

Bloch 向量的直径是 𝑃+𝑃−, 这条直径对应于 𝜌 的本征分解, 点 𝑃+ 和 𝑃− 分别表示 𝜌 的两个本征值

为 +1 和 −1 的本征向量. 另外, 可以通过点 𝑃 任意画一条弦 𝐶𝐷. 点 𝐶 和点 𝐷 虽然表示两个纯

态, 但是它们不是 𝜌 的本征向量. 又可以画一个凸多边形 (比如图中的 △𝐸𝐹𝐺), 𝑃 点在其内部, 这

个凸多边形的各个顶点以一定的权重进行平均之后, 得到点 𝑃 .

Bloch 向量 前面说过, 双值系统的量子态 𝜌 可以用 Bloch 向量表示, 𝜌 = 1
2
(1+ 𝑟 ·𝜎). Bloch 向量

的三个分量

𝑟𝑥 = Tr(𝜌𝜎𝑥), 𝑟𝑦 = Tr(𝜌𝜎𝑦), 𝑟𝑧 = Tr(𝜌𝜎𝑧)
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图 1

它们是 Pauli 矩阵在给定量子态 𝜌 上的期望值, 在实验上是可测的.

由 𝜌 的表示 𝜌 = 1
2
(1 + 𝜎 · 𝑟), 可以算出它的本征值和本征向量,

𝜌 =
1

2
1 +

1

2
𝑟𝜎𝑛, 𝑟 = 𝑟𝑛, 𝜎𝑛 = 𝜎 · 𝑛

𝜎𝑛 的本征分解形式 𝜎𝑛 = |𝑛+⟩⟨𝑛+| − |𝑛−⟩⟨𝑛−|

∴ 𝜌 的本征值是
1 + 𝑟

2
,

1 − 𝑟

2
,

相应的本征向量是 |𝑛+⟩ , |𝑛−⟩

𝜌 =
1 + 𝑟

2
|𝑛+⟩⟨𝑛+| − 1 − 𝑟

2
|𝑛−⟩⟨𝑛−|

还可以看到, 当 𝑟 = 1 时, 本征值为 1 和 0, 对应于纯态, 当 𝑟 = 0 时, 本征值是两个 1/2, 是最大混

合态. Bloch 向量的长度可以表征量子态的混合程度, 或者说混乱度, 或者说纯度 (purity).

对于 C2 上的两个纯态 𝜓1 和 𝜓2, 二者的内积的模方是

| ⟨𝜓1|𝜓2⟩ |2 = Tr(𝜓1𝜓2)

= Tr

[︂
1

2
(1 + 𝜎 · 𝑛1)

1

2
(1 + 𝜎 · 𝑛2)

]︂
=

1

2
+

1

4
Tr [(𝜎 · 𝑛1) (𝜎 · 𝑛2)]

=
1

2
+

1

2
𝑛1 · 𝑛2
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其中最后一步用到

(𝜎 · 𝑛1) (𝜎 · 𝑛2) = 1𝑛1 · 𝑛2 + 𝑖𝜎 · (𝑛1 × 𝑛2)

对于两个混合态 𝜌1 和 𝜌2, 有

Tr(𝜌1𝜌2) =
1

2
+

1

2
𝑟1 · 𝑟2 (1)

这对应于两个矩阵的 Hilbert-Schmidt (HS) 范数 (亦称为 Frobenius 范数) 以及相应的内积.

‖𝐴‖2 = ‖𝐴‖HS =
√︀

Tr(𝐴†𝐴)

(𝐴,𝐵) = Tr(𝐴†𝐵)

注注注 ‖𝐴‖2 中下标 2 的意思是这样的. 对于 C𝑛 上的某个矩阵 𝑋 (未必是厄密的), 矩阵 𝑋†𝑋 一定是

厄密的,而且 𝑋†𝑋 > 0. 将 𝑋†𝑋 的本征值记作 𝜆𝑖,它们都是非负的. 定义矩阵 𝑋 的 singular values

𝑠𝑖

𝑠𝑖 =
√︀
𝜆𝑖

以此定义矩阵 𝑋 的不同类型的范数

‖𝑋‖𝑝 =
(︁∑︁

𝑗

𝑠𝑝𝑗

)︁1/𝑝

例如 ‖𝑋‖1 =
∑︀

𝑗 𝑠𝑗, 又被称为 trace norm. 而 ‖𝑋‖2 =
(︀∑︀

𝑗 𝑠
2
𝑗

)︀1/2
就是上面说的 HS norm. �

对于两个纯态 |𝜓1⟩ 和 |𝜓2⟩, 它们的内积的模方 | ⟨𝜓1|𝜓2⟩ |2 表示这两个态之间的重叠程度: 如果二者

相同 (可以有整体相因子的差别), 那么 | ⟨𝜓1|𝜓2⟩ |2 = 1, 它们的重叠程度最大; 如果二者正交, 那么

| ⟨𝜓1|𝜓2⟩ |2 = 0, 二者没有重叠. 这种看法亦可用于混合态 𝜌1 和 𝜌2, 不过需要稍作修正: 当它们对应

的 Bloch 向量的长度给定的时候, 如果两个 Bloch 向量平行, 那么重叠最大, 如果反平行, 则重叠最

小. 对于后者, 不能说 𝜌1 和 𝜌2 正交, 因为两个正交的混合态应该满足 Tr(𝜌1𝜌2) = 0. 从 (1) 式可以

看出, 双值系统的混合态不可能正交 —— 当 𝑟1 和 𝑟2 都小于 1 时, 不可能有 𝑟1 · 𝑟2 = −1.

双值系统量子态的演化可以用 Bloch 向量形象地表示, 𝑟(𝑡). 需要注意的是, Bloch 向量只是量子态

的一种表示形式, 虽然 𝑟 ∈ R3, 但是这个 R3 与通常的三维欧氏空间 E3 有区别. 考虑正交向量的不

同描述就可以感受到二者的不同 —— 对于 Bloch 向量而言, 方向彼此相反的两个单位向量对应于

两个正交的量子纯态, 而在 E3 中, 正交的两个向量就是通常说的垂直, 夹角为 90∘. 因此, Bloch 向

量只是 C2 中的量子态的密度矩阵形式的形象描述. 而且, 还要指出的是, 在采用 Bloch 向量描述

|𝜓⟩ ∈ C2 的时候, 我们是不能知晓这个量子态的整体相位的. 在谈论测量结果的几率分布或者 Born

规则的时候, 量子态的整体相位不会对结果产生影响, 但是, 以后我们将会看到, 在量子态的演化过

程中, 会出现一类不能用动力学过程解释的相位, 是为几何相 (或者说拓扑相), 在讨论这一类问题

的时候, 整体相位不但是有意义的, 而且是很重要的.
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C2 上的厄密矩阵

厄密矩阵 𝐴 = 𝐴†, 假设它对应于某个力学量.

力学量 𝐴 被表示为 2 × 2 厄米矩阵, 可以在 1, 𝜎𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) 上展开, 且展开系数均为实数.

𝐴 = 𝑎01 + 𝑎1𝜎1 + 𝑎2𝜎2 + 𝑎3𝜎3,

𝑎0 =
1

2
Tr(𝐴), 𝑎𝑖 =

1

2
Tr(𝐴𝜎𝑖)

其中的单位矩阵意义不大, 可以略去, 从而

𝐴 = 𝑎1𝜎1 + 𝑎2𝜎2 + 𝑎3𝜎3 = 𝑎𝜎𝑛 (2)

这里 𝑎 =
√︀
𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23, 𝜎𝑛 是 𝑛 方向上的泡利矩阵, 即 𝜎𝑛 = 𝑛 · 𝜎, 而方向 𝑛 是

𝑛 =
(︁𝑎1
𝑎
,
𝑎2
𝑎
,
𝑎3
𝑎

)︁
或者用球坐标中的角度 𝜃 和 𝜑 表示,

𝑛 = (sin 𝜃 cos𝜑, sin 𝜃 sin𝜑, cos 𝜃)

于是被测力学量 𝐴 的两个本征值是 +𝑎 和 −𝑎, 相应的本征向量是 |𝑛+⟩ 和 |𝑛−⟩,

|𝑛+⟩ =

⎛⎝cos 𝜃
2
𝑒−𝑖𝜑

2

sin 𝜃
2
𝑒𝑖

𝜑
2

⎞⎠ , |𝑛−⟩ =

⎛⎝− sin 𝜃
2
𝑒−𝑖𝜑

2

cos 𝜃
2
𝑒𝑖

𝜑
2

⎞⎠
(2) 式的被测力学量又可以写为

𝐴 = 𝑎 |𝑛+⟩⟨𝑛+| − 𝑎 |𝑛−⟩⟨𝑛−|

这里看到这样一个事实, C2 中的任何一个向量都是某个厄密矩阵的本征向量.

通过上面的过程可以看到, 𝜎𝑛 是 C2 上的厄密矩阵 (或者说观测量) 的典型代表.

𝐴 的本征向量可以作为 C2 的基向量, 就是 A 表象. 可以另有 B 表象, C 表象等等. 在不同的表象

中量子态有不同的表示形式.

接着从酉变换的角度讨论酉矩阵. 复空间上的酉变换可以类比于实空间上的正交变换, 共同的特点

是保证向量的长度和两个向量的内积不变. 在量子力学中, 我们关心的不仅仅是两个态矢量的内积,

而且更注重它们的内积的模方 —— 这对应于几率或者两个量子态之间的重叠程度.
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C2 上的酉矩阵

酉变换的生成元 讨论生成元的目的是: 将酉变换的生成元对应于厄米算子; 生成元之间的对易关

系构成了 Lie 代数.

简单地, 设酉算子 𝑈 的参数是 𝑠, 即 𝑈(𝑠), 构成单参数 Lie 群. 有单位元, 满足乘法规则, 有逆元, 即

𝑈(0) = 1, 𝑈(𝑠1)𝑈(𝑠2) = 𝑈(𝑠1 + 𝑠2), 𝑈−1(𝑠) = 𝑈(−𝑠) = 𝑈 †(𝑠).

分析生成元就是考虑无穷小变换. 设 𝑠→ 0,

𝑈(𝑠) = 1 +
𝑑𝑈

𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
𝑠=0

𝑠+ · · · .

𝑈𝑈 † = 1 +

[︂
𝑑𝑈

𝑑𝑠
+
𝑑𝑈 †

𝑑𝑠

]︂⃒⃒⃒⃒
𝑠=0

𝑠+ · · · .

∴
𝑑𝑈

𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
𝑠=0

是反厄密的.

𝑑𝑈

𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
𝑠=0

= 𝑖𝐾, 𝐾 = 𝐾†.

(3)

𝐾 是 𝑈(𝑠) 的生成元. 有限大小的酉变换 𝑈(𝑠) 可以表示为

𝑈(𝑠) = 𝑒𝑖𝑠𝐾

在以后的讨论中, 𝐾 可以是 Hamiltonian, 动量, 角动量.

酉变换的参数可以不只一个.

以前说过, C2 上的 SU(2) 变换可以表示为

𝑈 =

⎛⎝ 𝑎 𝑏

−𝑏* 𝑎*

⎞⎠ , |𝑎|2 + |𝑏|2 = 1 (4)

而 U(2) 变换多了一个相因子 𝑒𝑖𝛾. 以下我们主要讨论 SU(2) 变换 (4). 将它重新表示为

𝑈 =

⎛⎝ cos𝛼𝑒𝑖𝜉 sin𝛼𝑒𝑖𝜂

− sin𝛼𝑒−𝑖𝜂 cos𝛼𝑒−𝑖𝜉

⎞⎠ , 𝛼 ∈
[︁
0,
𝜋

2

]︁
(5)

接着, 如果将 (3) 式所示过程用于上述形式的 𝑈 推导出生成元, 那么只能得到两个生成元 (自己算

一下). 原因在于, 在参数空间的某些区域, (5) 式的参数化形式与群操作不是一一对应的. 单位变换

对应于 𝛼 = 0, 𝜉 = 0, 0 6 𝜂 < 2𝜋. 因此, 不能从这一形式中得到变换的生成元.

为了得到 SU(2) 变换的生成元, 采用如下形式的参数表示. 在 (4) 式中, 𝑎 = 𝑎1 + 𝑖𝑎2, 𝑏 = 𝑏1 + 𝑖𝑏2,
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其中 𝑎1, 𝑎2, 𝑏1, 𝑏2 都是实数, 并且 𝑎21 + 𝑎22 + 𝑏21 + 𝑏22 = 1, 令

𝑎2 =
1

2
𝑥3, 𝑏1 =

1

2
𝑥2, 𝑏2 =

1

2
𝑥1

𝑎1 =

√︂
1 − 1

4
(𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23)

当然, 这些 𝑥𝑖 需满足 𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23 6 4. 单位变换唯一地对应于 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0.

接着可以得到如下三个生成元,

𝐺1 =
1

2

⎛⎝0 𝑖

𝑖 0

⎞⎠ , 𝐺2 =
1

2

⎛⎝ 0 1

−1 0

⎞⎠ , 𝐺3 =
1

2

⎛⎝𝑖 0

0 −𝑖

⎞⎠ ,

这几个生成元是反厄密的, 乘以 −𝑖, 变为厄密的, 对应于 Pauli 矩阵, 对易关系是[︁𝜎𝑥
2
,
𝜎𝑦
2

]︁
= 𝑖

𝜎𝑧
2
, · · · · · ·

C2 上的酉变换都可以视为旋转变换, 原因是:

• C2 上的任意一个厄密矩阵本质上是 𝑛 · 𝜎 = 𝜎𝑛.

• 酉变换 (5) 的三个生成元的对易关系满足角动量的三个分量之间的对易关系.

当空间的维数 > 2, 就没有这样的结论了.

C2 上的酉矩阵

前面说过, C2 上的酉变换可以表示为

𝑈 =

⎛⎝ cos𝛼𝑒𝑖𝜉 sin𝛼𝑒𝑖𝜂

− sin𝛼𝑒−𝑖𝜂 cos𝛼𝑒−𝑖𝜉

⎞⎠ , 𝛼 ∈
[︁
0,
𝜋

2

]︁
这是 SU(2) 变换, 如果再添上一个整体相因子, 就构成了 U(2) 变换.

前面还说过, 在 C2 空间中, 任意的厄密矩阵本质上都对应于某个 𝜎𝑛, 因此, C2 上的酉变换都可以

视为旋转变换, 变换的生成元是 1
2
𝜎𝑛.

首先考虑一个相对简单的变换, 绕 𝑧 轴转动角度 𝜑, 这句话的数学表示是 𝑈(𝑧, 𝜑) = 𝑒−𝑖𝜑𝜎𝑧
2 , 我们希

望将它写为容易计算的矩阵形式

𝑈(𝑧, 𝜑) = 𝑒−𝑖𝜑
2
𝜎𝑧

= 1 + (−𝑖)𝜑
2
𝜎𝑧 +

(−𝑖)2

2!

(︂
𝜑

2

)︂2

𝜎2
𝑧 +

(−𝑖)3

3!

(︂
𝜑

2

)︂3

𝜎3
𝑧 + · · ·
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= 1 cos
𝜑

2
− 𝑖𝜎𝑧 sin

𝜑

2

然后, 一般地, 绕 𝑛 方向旋转角度 𝛽,

𝑈(𝑛, 𝛽) = 𝑒−𝑖𝛽
2
𝜎𝑛 = 1 cos

𝛽

2
− 𝑖𝜎𝑛 sin

𝛽

2

这里, 注意到这样一个事实, 旋转角度 4𝜋 才是单位变换,

𝑈(𝑛, 4𝜋) = 1 cos
4𝜋

2
− 𝑖𝜎𝑛 sin

4𝜋

2
= 1

而旋转 2𝜋 的结果是 −1, 会对量子态带来 𝜋 的相位差. 这不同于刚体在 R3 空间中的旋转 —— 2𝜋

的旋转使其位置形态回到原初.

对量子态的变换 先是一个简单的例子. 让 𝑈(𝑧, 𝜑) 作用于 |0⟩,

𝑈(𝑧, 𝜑) |0⟩ =

⎛⎝𝑒−𝑖𝜑
2 0

0 𝑒𝑖
𝜑
2

⎞⎠⎛⎝1

0

⎞⎠ =

⎛⎝𝑒−𝑖𝜑
2

0

⎞⎠ = 𝑒−𝑖𝜑
2 |0⟩

变换前后, 有整体的相因子的差别. 如果写出密度矩阵的形式, 则看不出任何变化. 在密度矩阵的表

示中, |0⟩ 的 Bloch 向量是 𝑧 方向上的单位向量, 绕 𝑧 轴旋转, 不会有任何变化. 这也说明, Bloch 向

量不能反映一个纯态的全貌.

接着让 𝑈(𝑧, 𝜑) 作用于 |𝑥+⟩ = 1√
2
(|0⟩ + |1⟩), 结果是

𝑈(𝑧, 𝜑) |𝑥+⟩ =
1√
2

⎛⎝𝑒−𝑖𝜑
2

𝑒𝑖
𝜑
2

⎞⎠
写出结果的密度矩阵的形式, 容易看到, 它的 Bloch 向量位于 𝑥𝑦 平面内, 且与 𝑥 轴的夹角是 𝜑. 所

以, C2 上的酉变换可以形象地用 Bloch 向量在 R3 上的 SO(3) 变换来描述. 不过提请注意的是, 后

者不能体现整体相位的变化.

对矩阵的变换 在我们的叙述中, 矩阵的身份是算子, 对矩阵的变换应该就是超算子. 设 𝑥 是 C𝑛

上的一个矩阵, 那么对它的酉变换是

𝑋 −→ 𝑈𝑋𝑈 †

看一个简单的例子, 用 𝑈(𝑧, 𝜑) 作用于 𝜎𝑥,

𝑈(𝑧, 𝜑)𝜎𝑥𝑈
†(𝑧, 𝜑)

=

⎛⎝𝑒−𝑖𝜑
2 0

0 𝑒𝑖
𝜑
2

⎞⎠⎛⎝0 1

1 0

⎞⎠⎛⎝𝑒𝑖𝜑2 0

0 𝑒−𝑖𝜑
2

⎞⎠

=

⎛⎝ 0 𝑒−𝑖𝜑

𝑒𝑖𝜑 0

⎞⎠ = 𝜎𝑥 cos𝜑+ 𝜎𝑦 sin𝜑 (7)
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就像是将 𝑥 方向上的向量绕 𝑧 轴转动了角度 𝜑.

设 𝑚 是 R3 中的单位向量, 位于 𝑥𝑦 平面内,

𝑚 =
(︁

cos𝜑 sin𝜑 0
)︁

在 𝑚 方向上的 Pauli 矩阵是

𝜎𝑚 = 𝜎𝑥 cos𝜑+ 𝜎𝑦 sin𝜑

又可以写为

𝜎𝑚 = 𝜎𝑥(1 cos𝜑+ 𝑖𝜎𝑧 sin𝜑) = (1 cos𝜑− 𝑖𝜎𝑧 sin𝜑)𝜎𝑥

注意到

1 cos𝜑± 𝑖𝜎𝑧 sin𝜑 = 𝑒±𝑖𝜑𝜎𝑧

于是有

𝜎𝑚 = 𝜎𝑥𝑒
𝑖𝜑𝜎𝑧 = 𝑒−𝑖𝜑𝜎𝑧𝜎𝑥

再利用 𝜎𝑥 和 𝜎𝑧 之间的反对易关系, 有

𝜎𝑥𝑒
𝑖𝜑𝜎𝑧 = 𝑒−𝑖𝜑𝜎𝑧𝜎𝑥 = 𝑒−𝑖𝜑

2
𝜎𝑧𝜎𝑥𝑒

𝑖𝜑
2
𝜎𝑧

𝜎𝑚 可以表示为

𝜎𝑚 = 𝑒−𝑖𝜑
2
𝜎𝑧𝜎𝑥𝑒

𝑖𝜑
2
𝜎𝑧

其中酉变换 𝑒−𝑖𝜑
2
𝜎𝑧 的意思很明确: 绕 𝑧 轴转动角度 𝜑. 从 𝜎𝑥 到 𝜎𝑚 的变换就像是把 𝑥 方向上的单

位向量转到 𝑚.

更一般地, 考虑 𝜎𝑛 = 𝜎 · 𝑛, 其中方向矢量 𝑛 的球坐标是 𝜃 和 𝜑.

𝜎𝑛 = 𝑒−
𝑖
2
𝜑𝜎𝑧𝑒−

𝑖
2
𝜃𝜎𝑦 𝜎𝑧 𝑒

𝑖
2
𝜃𝜎𝑦𝑒

𝑖
2
𝜑𝜎𝑧 (8)

酉变换 𝑒−
𝑖
2
𝜑𝜎𝑧𝑒−

𝑖
2
𝜃𝜎𝑦 的操作过程也是很形象的: 先绕 𝑦 轴转动 𝜃, 然后绕 𝑧 轴转动 𝜑. 如果在 R3 空

间中, 这个变换将 𝑒𝑧 旋转到 𝑛.

(8) 式当然可以通过矩阵的相乘直接验证.

酉变换 𝑈 以超算子的身份作用于矩阵 𝑋, 形式是

𝑋 −→ 𝑈𝑋𝑈 †

如果换着向量的形式, 则是

|𝑋⟩ −→ (𝑈 ⊗ 𝑈*) |𝑋⟩

(︀
𝑈(𝑧, 𝜑) ⊗ 𝑈*(𝑧, 𝜑)

)︀
|𝜎𝑥⟩
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=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 𝑒−𝑖𝜑 0 0

0 0 𝑒𝑖𝜑 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0

1

1

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
将最后结果还原为矩阵形式, 就是 (7) 式给出的结果.

前面已经看到, 对于 C2 的厄密算子的典型代表 𝜎𝑛, 在酉矩阵的作用下, 变换过程有形象的几何描

述: 就像是与 𝜎𝑛 相关的单位向量 𝑛 在 R3 空间上的旋转变换. 由此可以给出 C2 中的量子态的密

度矩阵形式在酉变换下的几何描述, 即 Bloch 向量的旋转变换.

𝜌 =
1

2
(1 + 𝑟 · 𝜎)

→ 𝑈(𝑛, 𝛽)𝜌𝑈 †(𝑛, 𝛽)

∼ SO(3) rotation, 𝑅(𝑛, 𝛽)𝑟

一般地, Baker-Hausdorff 公式

𝑒𝐴𝐵𝑒−𝐴 = 𝐵 + [𝐴,𝐵] +
1

2!
[𝐴, [𝐴,𝐵]] +

1

3!
[𝐴, [𝐴, [𝐴,𝐵]]] + · · ·

注意 𝑒𝐴+𝐵 一般不等于 𝑒𝐴𝑒𝐵.

如果 [𝐴, [𝐴,𝐵]] = [𝐵, [𝐴,𝐵]] = 0, 那么有

𝑒𝐴+𝐵 = 𝑒𝐴𝑒𝐵𝑒−
1
2
[𝐴,𝐵].

最后强调指出, 虽然在 C2 上的酉变换可以当作旋转变换来考虑, 但是, 在更高维的空间中, 这种看

法是不成立的. 以 C3 空间为例. 特殊酉变换构成 SU(3) 群, 它有 9 个生成元, 可以表示为 3 × 3 的

厄密矩阵. 其中一种表示形式是 Gell-Mann 矩阵, 形成 su(3) 代数. 在这九个生成元中, 有三个构成

了其中的子代数, 它们之间的对易关系就是我们说的旋转变换的生成元应该满足的代数关系. 显然,

在这种情形下, 酉变换是更为一般的变换, 旋转变换虽然是酉变换, 但只是其中的一个子群.

在以后讨论自旋为 1 的粒子的时候, 会说到它的自旋角动量的表示. 三个分量的矩阵形式是

𝑆𝑥 =
~√
2

⎛⎜⎜⎝
0 1 0

1 0 1

0 1 0

⎞⎟⎟⎠ , 𝑆𝑦 =
~√
2

⎛⎜⎜⎝
0 −𝑖 0

𝑖 0 −𝑖
0 𝑖 0

⎞⎟⎟⎠ , 𝑆𝑧 = ~

⎛⎜⎜⎝
1 0 0

0 0 0

0 0 −1

⎞⎟⎟⎠ (9)

如果采用 Gell-Mann 矩阵, 则是

𝑆𝑥 = ~

⎛⎜⎜⎝
0 0 0

0 0 −𝑖
0 𝑖 0

⎞⎟⎟⎠ , 𝑆𝑦 = ~

⎛⎜⎜⎝
0 0 𝑖

0 0 0

−𝑖 0 0

⎞⎟⎟⎠ , 𝑆𝑧 = ~

⎛⎜⎜⎝
0 −𝑖 0

𝑖 0 0

0 0 0

⎞⎟⎟⎠ (10)

它们的形式不同, 原因是采用了不同的表象, 而且, 不论是 (9) 式还是 (10) 式的表示, 都满足

[𝑆𝑥, 𝑆𝑦] = 𝑖~𝑆𝑧, · · · · · ·
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C2 空间中的量子测量

这一节的内容是 Born 规则在对双值量子系统测量中的具体应用. 这里仍然不讨论量子测量的物理

过程, 只是提供数学形式上的计算.

双值量子系统的观测量可以表示为 C2 空间上的厄密矩阵, 这些厄密矩阵与 𝜎𝑛 并无本质上的差别,

所以我们只需要讨论对 𝜎𝑛 的测量.

设双值量子系统的状态为

|𝜓⟩ = 𝑐0 |0⟩ + 𝑐1 |1⟩

这里的 |0⟩ 和 |1⟩ 是自然基向量, 也是 𝜎𝑧 的本征向量.

如果被测力学量是 𝜎𝑧, 那么得到结果 ±1 (记作 𝜎𝑧 = ±1) 的几率是

𝑝(𝜎𝑧 = +1) = | ⟨0|𝜓⟩ |2 = |𝑐0|2, 𝑝(𝜎𝑧 = −1) = | ⟨1|𝜓⟩ |2 = |𝑐1|2

非选择测量后, 系统的状态是混合态

|𝑐0|2 |0⟩⟨0| + |𝑐1|2 |1⟩⟨1|

用密度矩阵的形式表示测量前后系统状态的变化,⎛⎝|𝑐0|2 𝑐0𝑐
*
1

𝑐*0𝑐1 |𝑐1|2

⎞⎠ −→

⎛⎝|𝑐0|2 0

0 |𝑐1|2

⎞⎠
测量后系统量子态的密度矩阵的非对角项变为零, 即所谓的退相干过程.

如果测量 𝜎𝑥, 那么有

𝑝(𝜎𝑥 = +1) = | ⟨𝑥+|𝜓⟩|2 =
1

2
|𝑐0 + 𝑐1|2, 𝑝(𝜎𝑥 = +1) = | ⟨𝑥−|𝜓⟩|2 =

1

2
|𝑐0 − 𝑐1|2

也可以在 𝜎𝑥 表象中表示 |𝜓⟩,

|𝜓⟩ = (|𝑥+⟩⟨𝑥+| + |𝑥−⟩⟨𝑥−|)(𝑐0 |0⟩ + 𝑐1 |1⟩)

=
𝑐0√

2
|𝑥+⟩ +

𝑐1√
2
|𝑥+⟩ +

𝑐0√
2
|𝑥−⟩ − 𝑐1√

2
|𝑥−⟩

=
𝑐0 + 𝑐1√

2
|𝑥+⟩ +

𝑐0 − 𝑐1√
2

|𝑥−⟩

展开系数的模方给出几率 𝑝(𝜎𝑥 = ±1).

测量后的状态是

𝑝(𝜎𝑥 = +1) |𝑥+⟩⟨𝑥+| + 𝑝(𝜎𝑥 = −1) |𝑥−⟩⟨𝑥−|

在 𝜎𝑥 表象中是对角的, 但是在 𝜎𝑧 表象中则不是对角的.
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再让我们用密度矩阵和投影算子的形式重新表示 𝑝(𝜎𝑥 = ±1).

𝑝(𝜎𝑥 = +1) = | ⟨𝑥+|𝜓⟩|2

= ⟨𝑥+|𝜓⟩ ⟨𝜓|𝑥+⟩

= Tr
(︀
|𝜓⟩⟨𝜓| |𝑥+⟩⟨𝑥+|

)︀
= Tr(𝜓Π𝜎𝑥

+ )

其中 𝜓 = |𝜓⟩⟨𝜓|, Π𝜎𝑥
+ = |𝑥+⟩⟨𝑥+|.

设 𝜓 的 Bloch 向量为 𝑛, 而 Π𝜎𝑥
+ 的 Bloch 向量是简单的 (1, 0, 0), 将几率 𝑝(𝜎𝑥 = +1) 用 Bloch 向量

表示, 结果是

𝑝(𝜎𝑥 = +1) = Tr

[︂
1

2
(1 + 𝑛 · 𝜎) · 1

2
(1 + 𝜎𝑥)

]︂
=

1

2
(1 + 𝑛𝑥)

这里 𝑛𝑥 是 𝑛 的 𝑥 分量.

一般地, 设量子态 𝜌 的 Bloch 向量是 𝑟, 系统的被测力学量是 𝜎𝑚 = 𝜎 ·𝑚, 其中 𝑚 是 R3 中的单位

向量, 测量结果为 ±1 的几率是

𝑝(𝜎𝑚 = ±1) =
1

2
(1 ± 𝑟 ·𝑚)

再来看看 Bloch 向量的意义. 三个分量可以表示为

𝑟𝑥 = Tr(𝜌𝜎𝑥) = 𝑝(𝜎𝑥 = +1) − 𝑝(𝜎𝑥 = −1)

𝑟𝑦 = Tr(𝜌𝜎𝑦) = 𝑝(𝜎𝑦 = +1) − 𝑝(𝜎𝑦 = −1)

𝑟𝑧 = Tr(𝜌𝜎𝑧) = 𝑝(𝜎𝑧 = +1) − 𝑝(𝜎𝑧 = −1)

这表明 Bloch 向量的本质是测量结果的几率分布.

在实际的 SG 实验中, 不论梯度磁场指向什么方向, 观测到的实验现象都是沿磁场梯度的正反方向

分为两束, 据此可以认为, 银原子的内禀状态可以用最大混合态 1
2
1 描述.

分析一个实验序列. 实验过程如图 2 所示. 自旋为 1/2 的粒子的初态是 𝜓 = |𝜓⟩⟨𝜓|, 先后经过
SG(z), SG(n) 和 SG(x) 测量仪器, 每一次测量都给出了明确的实验现象.

SG(z) SG(n) SG(x)y

图 2
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将纯态形式的初态表示为

|𝜓⟩ = 𝛼 |𝑧+⟩ + 𝛽 |𝑧−⟩ = 𝛼 |0⟩ + 𝛽 |1⟩

将三次测量的观测量分别记作 𝐴 = 𝜎𝑧, 𝐵 = 𝜎𝑛, 𝐶 = 𝜎𝑥. 将它们的测量结果分别记作 𝑎, 𝑏, 𝑐, 它们

的可能取值均为 ±1.

粒子经过了 SG(z) 装置后, 得到结果 𝑎 的几率是

𝑝(𝑎) = ⟨𝜓|Π𝐴
𝑎 |𝜓⟩ = Tr(𝜓Π𝐴

𝑎 )

这里 Π𝐴
𝑎 = |𝑎⟩⟨𝑎|, 而 |𝑎⟩ 是 𝐴 的对应于本征值 𝑎 的本征向量.

第一次测量得到结果 𝑎, 第二次测量得到结果 𝑏, 这两件事情的联合几率是

𝑝(𝑎, 𝑏) = ‖Π𝐵
𝑏 Π𝐴

𝑎 |𝜓⟩ ‖2

这里 Π𝐵
𝑏 = |𝑏⟩⟨𝑏| 是对应于测量结果 𝑏 的投影算子. 或者将上式写为更易懂的形式,

𝑝(𝑎, 𝑏) = ⟨𝜓|Π𝐴
𝑎 Π𝐵

𝑏 Π𝐴
𝑎 |𝜓⟩ (11)

下面我们来解释并推导这个结果.

联合几率 𝑝(𝑎, 𝑏) 可以表示

𝑝(𝑎, 𝑏) = 𝑝(𝑏|𝑎)𝑝(𝑎)

其中 𝑝(𝑏|𝑎) 是条件几率: 在第一次测量得到结果 𝑎 的条件下, 第二次测量得到结果 𝑏 的几率. 这相

对于将对应于第一次测量结果 𝑎 的量子态作为初态输入到测量仪器 SG(n) 中, 并计算测量结果 𝑏

出现的几率.

对应于结果 𝑎 的量子态是 |𝑎⟩, 又可以写作 |𝑧±⟩, 或者写作 |0⟩, |1⟩. 但是, 我们不想采用这些形式,

而是用初态和投影算子表示, 其目的是为了使推导过程具有一般性.

未归一的态矢量是 Π𝐴
𝑎 |𝜓⟩, 归一化之后的态矢量是

1√︀
𝑝(𝑎)

Π𝐴
𝑎 |𝜓⟩

然后, 对如此形式的量子态测量力学量 𝐵, 得到结果 𝑏 的几率就是条件几率

𝑝(𝑏|𝑎) =

⃒⃒⃒⃒
⃒
⟨
𝑏

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1√︀

𝑝(𝑎)
Π𝐴

𝑎

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜓

⟩⃒⃒⃒⃒
⃒
2

=
1

𝑝(𝑎)

⃒⃒
⟨𝑏|Π𝐴

𝑎 |𝜓⟩
⃒⃒2

=
1

𝑝(𝑎)
⟨𝜓|Π𝐴

𝑎 |𝑏⟩ ⟨𝑏|Π𝐴
𝑎 |𝜓⟩

=
1

𝑝(𝑎)
⟨𝜓|Π𝐴

𝑎 Π𝐵
𝑏 Π𝐴

𝑎 |𝜓⟩
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于是联合事件 (𝑎, 𝑏) 发生的几率是

𝑝(𝑎, 𝑏) = 𝑝(𝑏|𝑎)𝑝(𝑎) = ⟨𝜓|Π𝐴
𝑎 Π𝐵

𝑏 Π𝐴
𝑎 |𝜓⟩

从操作的角度说, 系统的初态 𝜓 = |𝜓⟩⟨𝜓| 经历了如下演化过程,

𝜓 −→ Π𝐴
𝑎 𝜓Π𝐴

𝑎 −→ Π𝐵
𝑏 Π𝐴

𝑎 𝜓Π𝐴
𝑎 Π𝐵

𝑏

对最后结果求迹得到 (11) 式.

类似地, 考虑最后一次测量得到结果 𝑐, 联合事件 (𝑎, 𝑏, 𝑐) 发生的几率是

𝑝(𝑎, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝜓|Π𝐴
𝑎 Π𝐵

𝑏 Π𝐶
𝑐 Π𝐵

𝑏 Π𝐴
𝑎 |𝜓⟩

从联合几率可以到边缘几率∑︁
𝑐

𝑝(𝑎, 𝑏, 𝑐) = Tr

(︂
𝜓Π𝐴

𝑎 Π𝐵
𝑏

∑︁
𝑐

Π𝐶
𝑐 Π𝐵

𝑏 Π𝐴
𝑎

)︂

= Tr
(︀
𝜓Π𝐴

𝑎 Π𝐵
𝑏 Π𝐵

𝑏 Π𝐴
𝑎

)︀
= 𝑝(𝑎, 𝑏)

类似地, 有 ∑︁
𝑏,𝑐

𝑝(𝑎, 𝑏, 𝑐) = 𝑝(𝑎)

以上过程给出的计算结果不仅仅局限于两维复空间, 可以用于一般情况下的有限维复空间. 现在回

到 C2 情形. 第一次测量给出 ±1 的几率是

𝑝(𝑎) = ⟨𝜓|Π𝐴
𝑎 |𝜓⟩ =

⎧⎪⎨⎪⎩
|𝑎|2 𝑎 = +1

|𝛽|2 𝑎 = −1

接着考虑第二次测量. 当 𝑎 = +1 时, 系统的测量后的状态是 |𝑧+⟩, 或者说 |0⟩. 测量 𝐵 = 𝜎𝑛, 这里

假设 𝑛 的方向是 𝑛 = (sin 𝜃, 0, cos 𝜃). 得到结果 𝑏 = +1 的几率是

𝑝(𝑏 = +1|𝑎 = +1) = | ⟨𝑛+| 𝑧+⟩|2 = cos2
𝜃

2

联合事件 (𝑎 = +1, 𝑏 = +1) 的几率是

𝑝(𝑎 = +1, 𝑏 = +1) = |𝛼|2 cos2
𝜃

2

这个结果来自于 𝑝(𝑎, 𝑏) = 𝑝(𝑏|𝑎)𝑝(𝑎). 如果直接利用 (11) 式, 有

𝑝(𝑎 = +1, 𝑏 = +1) = ⟨𝜓|Π𝐴
+Π𝐵

+Π𝐴
+|𝜓⟩
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= ⟨𝜓|𝑧+⟩ ⟨𝑧+|𝑛+⟩ ⟨𝑛+| 𝑧+⟩ ⟨𝑧+|𝜓⟩

= |𝛼|2 cos2
𝜃

2

结论是一样的.

考虑最后测量 𝐶 = 𝜎𝑥, 得到结果 𝑐 = +1 的几率. 需要注意的是, 这个结果有四个来源, 如图 3 所示.

�

a=�1

a=�1

a=�1,b=�1

a=�1,b=�1

a=�1,b=�1

a=�1,b=�1

a=�1,b=�1,c=�1

a=�1,b=�1,c=�1

a=�1,b=�1,c=�1

a=�1,b=�1,c=�1

a=�1,b=�1,c=�1

a=�1,b=�1,c=�1

a=�1,b=�1,c=�1

a=�1,b=�1,c=�1

P

P

P

P

图 3

分别计算上图中的四个几率.

𝑝(+1,+1,+1) =
1

2
|𝛼|2(1 + sin 𝜃) cos2

𝜃

2

𝑝(+1,−1,+1) =
1

2
|𝛼|2(1 − sin 𝜃) sin2 𝜃

2

𝑝(−1,+1,+1) =
1

2
|𝛽|2(1 + sin 𝜃) sin2 𝜃

2

𝑝(−1,−1,+1) =
1

2
|𝛽|2(1 − sin 𝜃) cos2

𝜃

2

将上面四个几率相加, 得到

𝑝(𝑐 = +1) =
1

2

[︀
1 + (|𝛼|2 − |𝛽|2) sin 𝜃 cos 𝜃

]︀
(12)

如果没有前两次测量, 而是直接对 |𝜓⟩ 测量 𝐶, 那么得到 𝑐 = +1 的几率是

| ⟨𝑥+|𝜓⟩|2 =
1

2
|𝛼 + 𝛽|2

这与 (12) 有大不同.

分析以前提到过的 SG 测量序列, 如图 4. 正如图中虚线所示, 前两个 SG 装置并没有实现真正意义

上的测量, 只有最后的 SG(z) 给出了明确的实验结果: 粒子在屏上的落点集中分布在 4 行 2 列共 8

个区域中. 下面来解释这个现象. 计算过程涉及两体量子系统.
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SG(z)

SG(x)
SG(z)

x

y

z

图 4

设粒子的内禀量子态是 |𝜓⟩ = 𝛼 |𝑧+⟩ + 𝛽 |𝑧−⟩, 粒子的空间位置量子态是 |𝜙⟩. 前者是被测对象, 视

作系统; 后者是测量仪器. 经过 SG(z) 装置之后, 系统和仪器需要达到如下状态,

|𝜓⟩ ⊗ |𝜙⟩ −→ 𝛼 |𝑧+⟩ ⊗ |up⟩ + 𝛽 |𝑧−⟩ ⊗ |down⟩

这里的 |up⟩ 和 |down⟩ 描述在位置空间中粒子的运动. 用波函数来说, |up⟩ 对应的波函数分布在 𝑧

的正半轴, |down⟩ 对应的波函数分布在 𝑧 的负半轴. 理想情形下, 它们彼此正交. 类似地, 粒子经过

SG(x) 之后, 我们分别用 |left⟩ 和 |right⟩ 表示分布在 𝑥 的负半轴和正半轴的量子态. 粒子依次经过

三个 SG 装置, 其间过程如下.

|𝜓⟩ ⊗ |𝜙⟩ −→𝛼 |𝑧+⟩ ⊗ |up⟩ + 𝛽 |𝑧−⟩ ⊗ |down⟩

=
𝛼√
2

(|𝑥+⟩ + |𝑥−⟩) |up⟩ +
𝛽√
2

(|𝑥+⟩ − |𝑥−⟩) |down⟩

−→ 𝛼√
2
|𝑥+⟩ |up, right⟩ +

𝛼√
2
|𝑥−⟩ |up, left⟩

+
𝛽√
2
|𝑥+⟩ |down, right⟩ − 𝛽√

2
|𝑥−⟩ |down, right⟩

=
𝛼

2
(|𝑧+⟩ + |𝑧−⟩) |up, right⟩ +

𝛼

2
(|𝑧+⟩ − |𝑧−⟩) |up, left⟩

+
𝛽

2
(|𝑧+⟩ + |𝑧−⟩) |down, right⟩ +

𝛽

2
(|𝑧+⟩ − |𝑧−⟩) |down, left⟩

−→𝛼

2
|𝑧+⟩ |up, right, up⟩ +

𝛼

2
|𝑧−⟩ |up, right, down⟩

+
𝛼

2
|𝑧+⟩ |up, left, up⟩ − 𝛼

2
|𝑧−⟩ |up, left, down⟩

+
𝛽

2
|𝑧+⟩ |down, right, up⟩ +

𝛽

2
|𝑧−⟩ |down, right, down⟩

− 𝛽

2
|𝑧+⟩ |down, left, up⟩ +

𝛽

2
|𝑧−⟩ |down, left, down⟩ (13)

理想情况下, 上述描述空间位置的量子态 (如 |up, right, up⟩ 等等) 是彼此正交的, 这导致了 8 个可

以严格区分的现象, 即屏上有 8 个互不重叠的落点集中的区域.
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如果没有 SG(x) 装置, 那么在表示粒子的空间位置的量子态中就不会出现 right 和 left, 因此 (13)

简化为

𝛼 |𝑧+⟩ |up, up⟩ + 𝛽 |𝑧−⟩ |down, down⟩

这不过就是粒子经过了两个 SG(z) 装置后的量子态.

如果逐渐减弱 SG(x) 装置中的磁场强度, 那么两列落点集中的区域将相互靠近, 直至重叠, 并且

看到, 第一行和第四行的重叠部分是加强的, 而第二行和第三行的重叠部分是减弱的. 实际上, 在

SG(x) 的磁场减弱的过程中, 粒子的空间位置量子态中的 right 和 left 不再是彼此正交的, 而是有

重叠的, |right⟩ + |left⟩ 和 |right⟩ − |left⟩ 将给出不同的空间位置的几率分布, 于是观测到重叠部分

有加强, 有减弱.
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