
第四章 量子系统随时间的演化

Schrödinger 方程

Hamilton 量是时间演化的生成元

经典力学中关于这方面的讨论见 Goldstein 书, Classical Mechanics, 9.6 节.

在量子力学中, 孤立的系统随时间的演化是一个酉变换过程, 时间演化算子是

𝑈(𝑡) = 𝑒−𝑖𝐻𝑡/~ (1)

这里, 𝐻 是系统的哈密顿量, 暂且假设 𝐻 不显含时间.

时间演化算子作用于量子态, 使其从初始时刻 𝑡 = 0 演化到 𝑡 时刻, 即

|𝜓(0)⟩ −→ |𝜓(𝑡)⟩ = 𝑈(𝑡) |𝜓(0)⟩ = 𝑒−𝑖𝐻𝑡/~ |𝜓(0)⟩ .

为了得到 |𝜓(𝑡)⟩ 满足的方程, 对上式求时间的导数, 有

𝑖~
d |𝜓(𝑡)⟩

d𝑡
= 𝐻 |𝜓(𝑡)⟩ (2)

即 Schrödinger 方程.

几点说明.

• 从量子理论的发展历史来说, Schrödinger 首先提出了描述粒子空间波函数的具有波动形式的

方程, 然后 Heisenberg 提出了矩阵形式, 再然后 Dirac 将这两种形式统一在变换理论中. 我们

采用的是 Dirac 的从变换理论出发的叙述方式, 这与历史的发展顺序正好相反.

• 在方程 (2) 中, 我们并没有指明描述量子系统的 Hilbert 空间是怎样的, 这是抽象形式的

Schrödinger 方程. 对于具体的问题, 需要赋以相应的空间 —— 有限维的或是无限维的, 并选

择特定的表象, 然后才能将 (2) 式表示为明确的形式 —— 关于时间的微分方程组或是关于时

间和空间的偏微分方程.
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• 在上述讨论中, 我们假设系统的哈密顿量不显含时间, 在这种情况下, 方程 (1) 和方程 (2) 是

等价的. 而在一般情况下, 系统的哈密顿量可以显含时间, 那么我们应该求解 Schrödinger 方

程,而不是直接运用时间演化变换 (1),实际上,在这种情况下, 𝑈(𝑡)不易得到. 关于这一点,以

后在讨论含时问题的时候会给出具体的例子, 不过, 可以先看看 Sakurai 书 Modern quantum

mechanics 72 页的内容.

对于孤立量子系统量子态随时间的演化 (即酉演化), Schrödinger 方程是比时间演化算子 𝑈(𝑡) 更为

基本的描述方式.

(2) 式是右矢形式, 相应的左矢形式是

−𝑖~d ⟨𝜓(𝑡)|
d𝑡

= ⟨𝜓(𝑡)|𝐻

用密度矩阵表示 |𝜓(𝑡)⟩, 记作 𝜓(𝑡) = |𝜓(𝑡)⟩⟨𝜓(𝑡)|, 容易得到,

𝑖~
d𝜓(𝑡)

d𝑡
= [𝐻,𝜓(𝑡)].

对于混和态, 有相同的形式, 即

𝑖~
d𝜌(𝑡)

d𝑡
= [𝐻, 𝜌(𝑡)]

类似于经典力学中的 Liouville 方程.

能量表象

现在, 在具体的表象中写出方程 (2) 的形式. 设描述某个量子系统的 Hilbert 空间是有限维的

C𝑛. 该系统的一个观测量是 𝐴 =
∑︀

𝑖 𝑎𝑖 |𝛼𝑖⟩⟨𝛼𝑖|. 在 𝐴 表象中, H 的基向量是
{︀
|𝛼𝑖⟩

}︀
. 哈密顿量

𝐻 =
∑︀

𝑖,𝑗 ℎ𝑖𝑗 |𝛼𝑖⟩⟨𝛼𝑗|. 𝑡 时刻的量子态 |𝜓(𝑡)⟩ =
∑︀

𝑖 𝑐𝑖(𝑡) |𝛼𝑖⟩. Schrödinger 方程写为

𝑖~

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑐̇1(𝑡)

𝑐̇2(𝑡)
...

𝑐̇𝑛(𝑡)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ℎ11 ℎ12 · · · ℎ1𝑛

ℎ21 ℎ22 · · · ℎ2𝑛
...

...
...

...

ℎ𝑛1 ℎ𝑛2 · · · ℎ𝑛𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑐1(𝑡)

𝑐2(𝑡)
...

𝑐𝑛(𝑡)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

这是 𝑛 个一阶微分方程组成的方程组. 各个微分方程之间有耦合, 很难解.

考虑选择 𝐻 表象, 即能量表象 (惯用的说法). 在 𝐻 表象中, 𝐻 是对角的, 表示为

𝐻 =
∑︁
𝑗

𝐸𝑗 |𝑒𝑗⟩⟨𝑒𝑗|

𝐸𝑗 是 𝐻 的本征值, 相应的本征向量是 |𝑒𝑗⟩. 在能量表象中, 量子态在 |𝑒𝑗⟩ 上展开, 展开系数仍用 𝑐𝑗

表示. 这时 Schrödinger 方程中的耦合被去除了. 容易求得

𝑐𝑗(𝑡) = 𝑐𝑗(0)𝑒−𝑖𝐸𝑗𝑡/~
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实际上, 由于目前我们讨论的是不含时的 𝐻, 求解 Schrödinger 方程等价于计算

|𝜓(𝑡)⟩ = 𝑈(𝑡) |𝜓(0)⟩ = 𝑒−𝑖𝐻𝑡/~ |𝜓(0)⟩ ,

或者用密度矩阵表示, 系统从初态 (纯态或者混合态) 𝜌(0) 演化到 𝑡 时刻的 𝜌(𝑡),

𝜌(𝑡) = 𝑈(𝑡)𝜌(0)𝑈 †(𝑡).

在能量表象中, 时间演化算子 𝑈(𝑡) 也是对角的,

𝑈(𝑡) = 𝑒−𝑖𝐻𝑡/~ =
∑︁
𝑗

𝑒−𝑖𝐸𝑗𝑡/~ |𝑒𝑗⟩⟨𝑒𝑗|

= diag
(︁
𝑒−𝑖𝐸1𝑡/~, 𝑒−𝑖𝐸2𝑡/~, · · · , 𝑒−𝑖𝐸𝑛𝑡/~

)︁
如果系统的初态 |𝜓(0)⟩ 碰巧是 𝐻 的某个本征态, 对应的本征值为 𝐸, 即 𝐻 |𝜓(0)⟩ = 𝐸 |𝜓(0)⟩, 那么
𝑡 时刻的量子态是

|𝜓(𝑡)⟩ = 𝑒−𝑖𝐻𝑡/~ |𝜓(0)⟩ = 𝑒−𝑖𝐸𝑡/~ |𝜓(0)⟩

容易看到, 𝐻 |𝜓(𝑡)⟩ = 𝐸 |𝜓(𝑡)⟩, 也就是说, 系统在以后任意时刻的量子态都是 𝐻 的本征态, 且本征

值仍然是 𝐸, 量子态的变化只是体现在相位上, 这就是所谓的定态 (stationary state).

如果初态 |𝜓(0)⟩ 不是 𝐻 的本征态, 那么, 在 𝐻 表象中, 系统的初态

|𝜓(0)⟩ =
∑︁
𝑗

𝑐𝑗(0) |𝑒𝑗⟩ .

在 𝑡 时刻,

|𝜓(𝑡)⟩ =
∑︁
𝑗

𝑒−𝑖𝐸𝑗𝑡/~𝑐𝑗(0) |𝑒𝑗⟩ .

如果在某个时刻 𝑡, 测量系统的哈密顿量, 那么得到结果 𝐸𝑗 的几率是

|𝑐𝑗(𝑡)|2 = |𝑒−𝑖𝐸𝑗𝑡/~𝑐𝑗(0)|2 = |𝑐𝑗(0)|2

系统处于某个能级的几率没有改变. 当然, 系统的哈密顿量的期望值也没有改变.

注注注 如果看到了 |𝜓⟩ =
∑︀

𝑗 𝑐𝑗 |𝑒𝑗⟩, 很可能说这样的话: 系统以几率 |𝑐0|2 处于基态, 以几率 |𝑐1|2 处于
第一激发态, 如此等等. 如果这么说, 那么就应该把相应的量子态表示为混和态,

𝜌 =
∑︁
𝑗

|𝑐𝑗|2 |𝑒𝑗⟩⟨𝑒𝑗| .

从 |𝜓⟩ 到 𝜌 暗含了对哈密顿量的测量过程.

3



观测量的期望值

知道了态的演化, 接下来需要知道力学量的一些事情. 我们能说力学量也随时间变化么?

• 主动观点和被动观点只能选择其一.

• 目前知道的事实是:

∘ 量子态随时间的演化, |𝜓(0)⟩ −→ |𝜓(𝑡)⟩.

∘ 力学量是用来观测的, 观测结果是力学量的本征值, 以一定的几率出现.

那么, 测量结果的几率是如何随时间变化的?

在时刻 𝑡 = 0, 测量力学量 𝐴 得到结果 𝑎𝑖 的几率是

𝑝𝑖(0) = |⟨𝛼𝑖|𝜓(0)⟩|2

在时刻 𝑡, 得到结果 𝑎𝑖 的几率

𝑝𝑖(𝑡) = |⟨𝛼𝑖|𝜓(𝑡)⟩|2

测量结果的几率随时间变化.

𝑝𝑖(𝑡) =
⃒⃒
⟨𝛼𝑖|𝑈(𝑡)|𝜓(0)⟩

⃒⃒2
酉变换 𝑈(𝑡) 或者向右作用于 |𝜓(0)⟩, 或者向左作用于 ⟨𝛼𝑖|. 这也就是说, 或者选择主动观点, 或者

选择被动观点. 目前选择了主动观点, 于是, 力学量 𝐴 不随时间变化.

在主动观点下, 可以说力学量的期望值随时间的变化. 𝑡 时刻的态 |𝜓(𝑡)⟩. 力学量 𝐴 在 𝑡 时刻的期

望值 ⟨𝐴⟩ (𝑡) = ⟨𝜓(𝑡)|𝐴|𝜓(𝑡)⟩. 期望值满足的方程是

d

d𝑡
⟨𝐴⟩ (𝑡) =

1

𝑖~
⟨[𝐴,𝐻]⟩ +

⟨
𝜕𝐴

𝜕𝑡

⟩
(3)

这里,
⟨︀
𝜕𝐴
𝜕𝑡

⟩︀
的来源是, 力学量 𝐴 可能显含时间, 它的形式中可能包含随时间变化的参数. 例如, 对

于自旋 1/2 粒子, 假设有一个形如 𝑓(𝑡)𝜎𝑧 的观测量, 其中 𝑓(𝑡) 是时间的函数; 再比如, 含时谐振子

的势能是 1
2
𝑚𝜔(𝑡)2𝑥2, 其中频率 𝜔 随时间变化.

下面证明 (3) 式.

d⟨𝐴⟩
d𝑡

=
d

d𝑡
Tr(𝜌(𝑡)𝐴)

= Tr

(︂
d𝜌(𝑡)

d𝑡
𝐴+ 𝜌(𝑡)

𝜕𝐴

𝜕𝑡

)︂

= Tr

(︂
1

𝑖~
[𝐻, 𝜌(𝑡)]𝐴+ 𝜌(𝑡)

𝜕𝐴

𝜕𝑡

)︂

= Tr

(︂
1

𝑖~
(︀
𝐻𝜌(𝑡)𝐴− 𝜌(𝑡)𝐻𝐴

)︀
+ 𝜌(𝑡)

𝜕𝐴

𝜕𝑡

)︂
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= Tr

(︂
1

𝑖~
(︀
𝜌(𝑡)𝐴𝐻 − 𝜌(𝑡)𝐻𝐴

)︀
+ 𝜌(𝑡)

𝜕𝐴

𝜕𝑡

)︂

= Tr

(︂
1

𝑖~
𝜌(𝑡)[𝐴,𝐻] + 𝜌(𝑡)

𝜕𝐴

𝜕𝑡

)︂

=
1

𝑖~
⟨[𝐴,𝐻]⟩ +

⟨
𝜕𝐴

𝜕𝑡

⟩
设 𝑡 时刻系统处于纯态 |𝜓(𝑡)⟩, 可以写出观测量 𝐴 的期望值的具体形式. 选择 𝐻 表象, 将 |𝜓(𝑡)⟩ 表
示为

|𝜓(𝑡)⟩ =
∑︁
𝑗

𝑐𝑗(𝑡) |𝑒𝑗⟩ , 𝑐𝑗(𝑡) = 𝑐𝑗(0)𝑒−𝑖𝐸𝑗𝑡/~.

在 𝑡 时刻 𝐴 的期望值为

⟨𝐴⟩(𝑡) =
∑︁
𝑛,𝑚

𝑐𝑛(0)𝑐*𝑚(0) ⟨𝑒𝑚|𝐴 |𝑒𝑛⟩ 𝑒𝑖(𝐸𝑚−𝐸𝑛)𝑡/~

若 𝐴 不显含时间, 矩阵元 ⟨𝑒𝑚|𝐴 |𝑒𝑛⟩ 不依赖于时间. ⟨𝐴⟩(𝑡) 随时间的变化由一系列振荡项相加组
成, 各个振荡项的频率是

𝜔𝑚𝑛 =
𝐸𝑚 − 𝐸𝑛

~
.

频率 𝜔𝑚𝑛 仅仅与 𝐻 有关, 与力学量 𝐴 无关, 与初态无关. 频率 𝜔𝑚𝑛 被称为 Bohr 频率.

如果矩阵元 ⟨𝑒𝑚|𝐴 |𝑒𝑛⟩ (𝑚 ̸= 𝑛) 为零, 那么就没有相应的振荡现象. 力学量 𝐴 的期望值不随时间

变化, 是守恒量. 实际上, 既然矩阵元 ⟨𝑒𝑚|𝐴 |𝑒𝑛⟩ (𝑚 ̸= 𝑛) 为零, 表明 𝐴 在能量表象中是对角的,

[𝐴,𝐻] = 0, 这是守恒量应该满足的条件. 所有与哈密顿量对易的力学量在能量表象中具有对角矩阵

的形式, 它们的期望值不随时间变化. 量子态的演化在守恒量的期望值的意义上具有 “稳定” 的表

现.

如果矩阵元 ⟨𝑒𝑚|𝐴 |𝑒𝑛⟩ 不为零, 或者说 [𝐴,𝐻] ̸= 0, 那么 𝐴 的期望值随时间变化. 量子态 |𝜓(𝑡)⟩ 的
变化相对于力学量 𝐴 而言不是 “稳定” 的. 在 |𝜓(𝑡)⟩ 观测 𝐴, 得到某个结果 𝑎𝑘 (对应的本征向量是

|𝛼𝑘⟩) 的几率是
𝑝(𝑎𝑘) = | ⟨𝛼𝑘|𝜓(𝑡)⟩ |2 =

⃒⃒⃒∑︁
𝑗

𝑐𝑗(0)𝑒−𝑖𝐸𝑗𝑡/~ ⟨𝛼𝑘|𝑒𝑗⟩
⃒⃒⃒2

这个几率随时间改变. 我们说, 对于力学量 𝐴 而言, 可以观测到跃迁现象 —— 不同时刻观测到 𝑎𝑘

的几率是不同的.

自旋 1/2 粒子在磁场中的运动

本节讨论最简单的量子系统随时间的演化: 自旋 1/2 粒子处于磁场 𝐵 中.

先考虑电磁学中说的磁矩. 面积为 𝐴 的电流环产生的磁矩

𝜇 = 𝐴𝐼
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而电流强度可以表示为

𝐼 =
𝑞

𝑇
=

𝑞𝑣

2𝜋𝑎

令 𝑠 = 𝑟 ×𝑚𝑣, 𝑠 = 𝑟𝑚𝑣 = 𝑎𝑚𝑣. 电流强度可以重写为

𝐼 =
𝑞𝑠

2𝐴𝑚
, 𝐴 = 𝜋𝑎2

磁矩

𝜇 =
𝑞𝑠

2𝑚

量子情形下, 角动量用算子表示, 记作 𝑆.

对于电子, 𝑞 = 𝑒 < 0. 还要考虑电子的 𝑔 因子 𝑔𝑒.

𝜇𝑒 = 𝑔𝑒
𝑒𝑆

2𝑚𝑒

= −𝑔𝑒𝜇𝐵
~

𝑆

其中 𝜇𝐵 是 Bohr 磁子

𝜇𝐵 =
|𝑒|~
2𝑚𝑒

因子 𝑔𝑒 的近似值为 2, 代入 𝜇𝑒, 并且把角动量 𝑆 写为 ~
2
𝜎,

𝜇𝑒 =
𝑒𝑆

𝑚𝑒

=
𝑒~

2𝑚𝑒

𝜎

在磁场 𝐵 中, 电子的自旋部分的哈密顿量是

𝐻 = −𝜇𝑒 ·𝐵 = − 𝑒~
2𝑚𝑒

𝜎 ·𝐵

不含时情形

令 𝐵 = 𝐵𝑛, 𝜔0 = |𝑒|𝐵
𝑚𝑒

,

𝐻 =
1

2
~𝜔0𝑛 · 𝜎 =

1

2
~𝜔0𝜎𝑛 = 𝜔0 𝑆𝑛 = 𝜔0𝑛 · 𝑆.

𝐻 的本征值是 ±1
2
~𝜔0. 基态是 |𝑛−⟩, 激发态是 |𝑛+⟩. |𝑛±⟩ 是 𝜎𝑛 的本征向量, 当然也是 𝐻 的本征

向量.

设 𝐵 = 𝐵𝑒𝑧, 𝐻 = 1
2
~𝜔0𝜎𝑧. 设系统的初态

|𝜓(0)⟩ =

⎛⎜⎜⎝
𝑒−𝑖

𝜑
2 cos 𝜃

2

𝑒𝑖
𝜑
2 sin 𝜃

2

⎞⎟⎟⎠ .

|𝜓(0)⟩ 的 Bloch 向量是

𝑟(0) = (sin 𝜃 cos𝜑, sin 𝜃 sin𝜑, cos 𝜃).
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求解 Schrödinger 方程

𝑖~

⎛⎝𝑐̇0(𝑡)
𝑐̇1(𝑡)

⎞⎠ =
1

2
~𝜔0

⎛⎝1 0

0 −1

⎞⎠ ⎛⎝𝑐0(𝑡)
𝑐1(𝑡)

⎞⎠ .

立即有

|𝜓(𝑡)⟩ =

⎛⎝cos 𝜃
2
𝑒−𝑖

𝜑+𝜔0𝑡
2

sin 𝜃
2
𝑒𝑖

𝜑+𝜔0𝑡
2

⎞⎠
或者, 直接计算

|𝜓(𝑡)⟩ = 𝑈(𝑡) |𝜓(0)⟩ .

从初态和末态的形式, 可以构造出 𝑈(𝑡) 的矩阵. 实际上,

𝑈(𝑡) = 𝑒−𝑖
𝜔0𝑡
2
𝜎𝑧 = 1 cos

𝜔0𝑡

2
− 𝑖𝜎𝑧 sin

𝜔0𝑡

2

又可以用密度矩阵表示,

𝑖~
𝑑𝜌(𝑡)

𝑑𝑡
= [𝐻, 𝜌(𝑡)],

𝜌(𝑡) = 𝑈(𝑡)𝜌(0)𝑈 †(𝑡).

𝜌(0) =
1

2
(1 + 𝑟(0) · 𝜎).

考虑 𝑈(𝑡)𝜎𝑖𝑈
†(𝑡), 𝑖 = 𝑥, 𝑦, 𝑧, 可以得到

𝑟1(0)𝜎𝑥 + 𝑟2(0)𝜎𝑦 + 𝑟3(0)𝜎𝑧
𝑈(𝑡)−−−−→

𝜎𝑥
[︀
𝑟1(0) cos𝜔0𝑡− 𝑟2(0) sin𝜔0𝑡

]︀
+𝜎𝑦

[︀
𝑟1(0) sin𝜔0𝑡+ 𝑟2(0) cos𝜔0𝑡

]︀
+𝜎𝑧 𝑟3(0)

于是获得 Bloch 向量的变换,

𝑟(0) −→ 𝑟(𝑡) = 𝑅(𝑧, 𝜔0𝑡)𝑟(0).

力学量的期望值, ⟨𝑆⟩,
⟨𝑆𝑥⟩ = ~

2
sin 𝜃 cos(𝜑+ 𝜔0𝑡),

⟨𝑆𝑦⟩ = ~
2

sin 𝜃 sin(𝜑+ 𝜔0𝑡),

⟨𝑆𝑧⟩ = ~
2

cos 𝜃.

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ (4)

与 Bloch 向量一样, 绕 𝑧 轴旋转. 旋转的角速度是 𝜔0, 与磁感应强度的大小 𝐵 有关.

还可以注意到, 在 (4) 中, 𝑆𝑧 的期望值不随时间变化, 而 𝑆𝑥 和 𝑆𝑦 的期望值是随时间变化的 ——

它们与 𝐻 不对易.
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Bloch 向量的三个分量对应于 (实际上是正比于) 自旋角动量的三个分量的期望值. 上述结果可以类

比于经典电磁学中的磁矩在匀强磁场中的运动行为, 即 Larmor 进动, 我们可以将 𝜔0 称为 Larmor

频率.

含时情形

考虑随时间变化的磁场 𝐵(𝑡),

𝐵(𝑡) = 𝐵0𝑒𝑧 +𝐵1(cos𝜔𝑡𝑒𝑥 + sin𝜔𝑡𝑒𝑦)

自旋 1/2 粒子的哈密顿量是

𝐻(𝑡) = −𝜇 ·𝐵 =
1

2
~𝜔0𝜎𝑧 +

1

2
~𝜔1(𝜎𝑥 cos𝜔𝑡+ 𝜎𝑦 sin𝜔𝑡)

其中

𝜔0 =
|𝑒|𝐵0

𝑚
, 𝜔1 =

|𝑒|𝐵1

𝑚

哈密顿量显含时间, 它的瞬时本征向量与时间有关, 不能作为 Hilbert 空间的基向量. 需要直接求解

Schrödinger 方程.

这种情形下的 Schrödinger 方程是两个彼此间有耦合的微分方程, 直接求解并不困难, 不过, 可以考

虑一下旋转坐标系. 𝐵(𝑡) 绕 𝑧 轴旋转, 在一个绕 𝑧 轴旋转的参考系看来, 磁场的旋转角速度会发生

变化. 在绕 𝑧 轴以角速度 𝜔 旋转的参考系中, 磁场不旋转.

我们用酉矩阵 𝑉 (𝑡) 表示绕 𝑧 轴旋转 𝜔𝑡 的酉变换, 其形式是

𝑉 (𝑡) = exp

{︂
−𝑖𝜔𝑡

2
𝜎𝑧

}︂
.

参考系的变化, 视作表象的变换. 通过 𝑉 (𝑡), 变换到旋转参考系中.

𝐻̃(𝑡) = 𝑉 †(𝑡)𝐻(𝑡)𝑉 (𝑡) =
1

2
~𝜔1𝜎𝑥 +

1

2
~𝜔0𝜎𝑧,

|𝜓(𝑡)⟩ = 𝑉 †(𝑡) |𝜓(𝑡)⟩ .

变换后哈密顿量将不再显含时间.

变换前的 Schrödinger 方程

𝑖~
d |𝜓(𝑡)⟩

d𝑡
= 𝐻(𝑡) |𝜓(𝑡)⟩

将 |𝜓(𝑡)⟩ = 𝑉 |𝜓(𝑡)⟩ 代入, 有

𝑖~
d |𝜓(𝑡)⟩

d𝑡
= 𝑖~𝑉

𝑑 |𝜓(𝑡)⟩
𝑑𝑡

+
1

2
~𝜔𝜎𝑧 |𝜓(𝑡)⟩ = 𝐻(𝑡) |𝜓(𝑡)⟩

在第二个等号的两端左乘 𝑉 †(𝑡), 在最右端将出现 𝐻̃(𝑡), 再将 𝐻̃(𝑡) 的形式代入, 得到在旋转参考系

中的方程,

𝑖~
d |𝜓(𝑡)⟩

d𝑡
=

[︂
1

2
~𝜔1𝜎𝑥 +

1

2
~(𝜔0 − 𝜔)𝜎𝑧

]︂
|𝜓(𝑡)⟩
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令 ∆ = 𝜔 − 𝜔0

𝐻eff =
1

2
~𝜔1𝜎𝑥 −

1

2
~∆𝜎𝑧 =

1

2
~Ω𝑛 · 𝜎

Ω =
√︁
𝜔2
1 + ∆2, 𝑛 = (sin 𝜃, 0, cos 𝜃)

sin 𝜃 =
𝜔1√︀

𝜔2
1 + ∆2

, cos 𝜃 =
−∆√︀
𝜔2
1 + ∆2

𝑈eff(𝑡) = exp

{︂
− 𝑖

~
𝐻eff 𝑡

}︂
= 1 cos

Ω𝑡

2
− 𝑖𝜎𝑥

𝜔1

Ω
sin

Ω𝑡

2
+ 𝑖𝜎𝑧

∆

Ω
sin

Ω𝑡

2

最终,

|𝜓(𝑡)⟩ = exp

{︂
−𝑖𝜔𝑡

2
𝜎𝑧

}︂
𝑈eff(𝑡) |𝜓(0)⟩ (5)

这里, 时间演化算子 𝑈(𝑡) 的形式不能简单地表示为

exp

{︂
− 𝑖

~

∫︁ 𝑡

0

𝐻(𝑡′) d𝑡′
}︂

这是因为, 不同时刻的 𝐻(𝑡) 不对易. 需要求解 Schrödinger 方程.

可以从 (5) 式写出时间演化算子 𝑈(𝑡),

𝑈(𝑡) = exp

{︂
−𝑖𝜔𝑡

2
𝜎𝑧

}︂
𝑈eff(𝑡)

但是, 需要注意的是, 上述形式的酉变换并不满足 𝑈(𝑡1)𝑈(𝑡2) = 𝑈(𝑡1 + 𝑡2), 原因在于, 作为生成元的

哈密顿量 𝐻(𝑡) 是含时的.

• 从 |𝜓(0)⟩ 到 |𝜓(𝑡)⟩ 的酉变换的形式不再具有简单的形式.

• 最好从 Schrödinger 方程出发求解 𝑡 时刻的态.

下面讨论这样两个问题:

1. 跃迁几率.

2. 绝热过程.

假设粒子的初态是 |𝜓(0)⟩ = |0⟩, 即初始时刻粒子的自旋方向指向 +𝑧. 如果在 𝑡 时刻测量 𝜎𝑧 (或者

说自旋角动量的 𝑧 分量), 那么得到 −1 的结果 (或者说得到自旋向下) 的几率是多少? 这个几率就

是跃迁几率, 记作 𝑝+1→−1.

𝑝+1→−1 = | ⟨1|𝜓(𝑡)⟩ |2
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内积

⟨1|𝜓(𝑡)⟩ = ⟨1| exp

{︂
−𝑖𝜔𝑡

2
𝜎𝑧

}︂
𝑈eff(𝑡) |𝜓(0)⟩

= 𝑒𝑖
𝜔𝑡
2 ⟨1|𝑈eff(𝑡) |0⟩

= 𝑒𝑖
𝜔𝑡
2

(︁
− 𝑖

𝜔1

Ω
sin

Ω𝑡

2

)︁
所以, 跃迁几率是

𝑝+1→−1 =
𝜔2
1

Ω2
sin2 Ω𝑡

2

当 Ω𝑡
2

= 𝜋
2
, 3𝜋

2
, · · · 时, 跃迁几率达到最大, 最大值为

𝜔2
1

𝜔2
1 + ∆2

6 1

如果 ∆ = 0, 那么跃迁几率为 1. 我们称这种情况为共振. 在共振时刻, 粒子的自旋指向发生翻转.

此时 Ω = 𝜔1. 注意到 𝜔1 ∝ 𝐵1. 足够强的横向磁场可以在短时间内实现翻转.

下图显示的是非共振情形, 参数选择为

𝜃 =
𝜋

6
, 𝜔0 = 1, 𝜔 = 0.8, 𝜔1 = 1, ∆ = −0.2

接近共振的时候, Bloch 向量描绘的路径就不是很混乱了. 下图对应的的参数是

𝜃 =
𝜋

6
, 𝜔0 = 1, 𝜔 = 0.99, 𝜔1 = 1, ∆ = −0.01
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当初态为 |0⟩ 的时候, Bloch 向量的变化如下图所示.

再考虑绝热过程. 在以后讨论近似方法的时候会对绝热过程进行更详细的分析, 这里只给出一个形

象的图像.

逐步减小横向磁场绕 𝑧 转动的频率, 即减小 𝜔. 而且, 在 𝑡 = 0 时刻, 我们让粒子初态的 Bloch 方向

与磁场 𝐵(0) 一致, 此时它们都位于 𝑥𝑧 平面内, 与 𝑧 轴的夹角为 𝜃.
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选择如下参数

𝜃 =
𝜋

4
, 𝜔0 = 1, 𝜔 = 0.1, 𝜔1 = 1, 𝐵 = 1.1

在下图中可以看出, 磁场绕 𝑧 轴旋转的频率设为 𝜔 = 0.1. 我们看到, 随着磁场的进动, Bloch 向量

在磁场方向周围晃动, 并大体上跟随进动. 如果把 𝜔 设置得更小, 那么 Bloch 向量基本上与磁场同

步进动.

稍作进一步的说明. 哈密顿量 𝐻(𝑡) 显含时间. 在任意某个时刻 𝑡, 瞬时本征值和本征向量分别记作

𝐸𝑗(𝑡) 和 |𝜙𝑗(𝑡)⟩, 𝑗 = 0, 1,

𝐻(𝑡) |𝜙𝑗(𝑡)⟩ = 𝐸𝑗(𝑡) |𝜙𝑗(𝑡)⟩

注意, 这里的 |𝜙𝑗(𝑡)⟩ 并不描述系统量子态随时间的演化, 而只是求解 𝐻(𝑡) 的本征态得到的结果.

量子态随时间的演化是由 Schrödinger 方程 𝑖~d|𝜓(𝑡)⟩
d𝑡

= 𝐻(𝑡) |𝜓(𝑡)⟩ 决定的. 我们当然可以把 |𝜓(𝑡)⟩
表示为

|𝜓(𝑡)⟩ =
∑︁
𝑗

𝑐𝑗(𝑡) |𝜙𝑗(𝑡)⟩

然后把上述表达式代入 Schrödinger 方程, 接着求解 𝑐𝑗(𝑡). 这种做法留待讨论绝热近似的时候再说.

在这里我们只是形象地描述一下绝热过程.

当 𝜔很小的时候,如果初态 |𝜓(0)⟩ = |𝜙0(0)⟩,那么在以后某个时刻 𝑡,有 |𝜓(𝑡)⟩⟨𝜓(𝑡)| ≃ |𝜙0(𝑡)⟩⟨𝜙0(𝑡)|.
这体现在, 𝑡 时刻的量子态 |𝜓(𝑡)⟩ 对应的 Bloch 向量基本上与该时刻的磁场方向重合, 而该时刻的

磁场方向就是 |𝜙0(𝑡)⟩ 的 Bloch 向量的方向.

表象的变换会改变 Schrödinger 方程的形式么?
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如果只是形式上的变换, 即数学运算意义上的, 不涉及时间的变换, 那么有

𝑖~
d |𝜓(𝑡)⟩

d𝑡
= 𝐻 |𝜓(𝑡)⟩

⇓

|𝜓(𝑡)⟩ = 𝑈 |𝜓(𝑡)⟩ , 𝐻 = 𝑈𝐻̃𝑈 †

𝑖~
d |𝜓(𝑡)⟩

d𝑡
= 𝐻̃ |𝜓(𝑡)⟩

这时, Schrödinger 方程的形式不变. 但是, 上面的含时问题中用到的表象变换与时间有关, 方程的形

式因之发生改变.

Heisenberg 图像

考虑测量力学量 𝐴 得到结果 𝑎𝑗 的几率随时间的变化,

𝑝𝑗(𝑡) =
⃒⃒
⟨𝛼𝑗|𝑈(𝑡)|𝜓(0)⟩

⃒⃒2 (6)

主动观点: 将酉变换 𝑈(𝑡) 作用于初始时刻的态矢量 |𝜓(0)⟩, 使之变化到 𝑡 时刻的 |𝜓(𝑡)⟩. 主动观点
对应于 Schrödinger 图像.

被动观点: 在 (6) 式中, 将酉变换 𝑈(𝑡) 向左作用于 ⟨𝛼𝑗|, 令

⟨𝛼𝑗(𝑡)| = ⟨𝛼𝑗|𝑈(𝑡)

或者

|𝛼𝑗(𝑡)⟩ = 𝑈 †(𝑡) |𝛼𝑗⟩ (7)

(7) 式描述的是 |𝛼𝑗⟩ 的变换.

在几率 𝑝𝑗(𝑡) 的表达式 (6) 中, 对于内积 ⟨𝛼𝑗|𝑈(𝑡)|𝜓(0)⟩ 就有了两种看法. 可以说是 |𝜓(𝑡)⟩ 和 |𝛼𝑗⟩
的内积, 而且 |𝜓(𝑡)⟩ 是量子态向着时间的正方向演化的结果; 也可以说是 |𝜓(0)⟩ 和 |𝛼𝑗(𝑡)⟩ 的内积,

不过 |𝛼𝑗(𝑡)⟩ 是 𝐴 的本征向量 |𝛼𝑗⟩ 向着时间的负方向演化的结果. 结合在经典力学中对刚体运动的

研究方式, 很自然地把后一种看法说成是被动观点.

在被动观点中, 系统的量子态不再改变, 随时间变化的是观测量. 观测量 𝐴 随时间的变化是

𝐴(𝑡) = 𝑈 †(𝑡)𝐴𝑈(𝑡) (8)
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这里, 需要对 𝐴 显含时间的情形作些说明. 以 C2 上的力学量为例. 设系统的哈密顿量为

𝐻 = 1
2
~𝜔𝜎𝑧, 有待考察的观测量是 𝐴(𝑡) = 𝑓(𝑡)𝜎𝑥, 其中 𝑓(𝑡) 时间 𝑡 的函数, 这就是说, 观测量

𝐴 显含时间. 系统的初态是 |𝜓⟩.

在主动观点中, 或者在 Schrödinger 图像中, 量子态随时间演化, 力学量没有随时间的动力学

演化, 但是, 由于 𝑓(𝑡) 是时间的函数, 观测量 𝐴(𝑡) 有其自身的随时间的变化, 从 𝑡 = 0 时刻的

𝑓(0)𝜎𝑥 变化到 𝑡 时刻的 𝑓(𝑡)𝜎𝑥.

在被动观点中,量子态不再变化,观测量 𝐴随时间的变化来自于两方面: 一是时间的函数 𝑓(𝑡)

随时间的变化, 这不属于动力学演化过程; 一是力学量 𝜎𝑥 随时间的演化, 这属于动力学演化

过程. 观测量 𝐴(𝑡) 随时间的变化由下式给出,

𝐴(0) = 𝑓(0)𝜎𝑥 −→ 𝐴𝐻(𝑡) = 𝑓(𝑡)𝜎𝑥(𝑡)

其中 𝑈(𝑡) = 𝑒−𝑖𝐻𝑡/~, 并且 𝜎𝑥(𝑡) = 𝑈 †(𝑡)𝜎𝑥𝑈(𝑡), 上标 𝐻 表示 Heisenberg 图像.

接着考虑 𝐴𝐻(𝑡) 满足的微分方程, 即计算 𝐴𝐻(𝑡) 关于时间的导数. 显然, 在 d
d𝑡
𝐴𝐻(𝑡) 的表达式

中, 有一项是
d𝑓(𝑡)

d𝑡
𝑈 †(𝑡)𝜎𝑥𝑈(𝑡)

我们把这一项记作 𝜕
𝜕𝑡
𝐴𝐻(𝑡), 即

𝜕

𝜕𝑡
𝐴𝐻(𝑡) =

d𝑓(𝑡)

d𝑡
𝑈 †(𝑡)𝜎𝑥𝑈(𝑡) = 𝑈 †(𝑡)

𝜕𝐴(𝑡)

𝜕𝑡
𝑈(𝑡) (9)

其中 𝜕𝐴(𝑡)
𝜕𝑡

:= d𝑓(𝑡)
d𝑡
𝜎𝑥, 而 d

d𝑡
𝐴𝐻(𝑡) 的其余部分来自于 𝑈(𝑡) 和 𝑈 †(𝑡) 关于时间的导数.

一般地, 当观测量显含时间的时候, 将 (8) 式写为更一般的形式,

𝐴𝐻(𝑡) = 𝑈 †(𝑡)𝐴(𝑡)𝑈(𝑡) (10)

然后关于时间求导, 有

d𝐴𝐻(𝑡)

d𝑡
=

d𝑈 †(𝑡)

d𝑡
𝐴(𝑡)𝑈(𝑡) + 𝑈 †(𝑡)𝐴(𝑡)

d𝑈(𝑡)

d𝑡
+
𝜕𝐴𝐻(𝑡)

𝜕𝑡
(11)

其中 𝜕𝐴𝐻(𝑡)
𝜕𝑡
实际上就是 𝑈 †(𝑡)𝜕𝐴(𝑡)

𝜕𝑡
𝑈(𝑡). 为了给出 d𝑈(𝑡)

d𝑡
和 d𝑈†(𝑡)

d𝑡
的形式, 考虑 Schrödinger 方程,

𝑖~
d |𝜓(𝑡)⟩

d𝑡
= 𝐻 |𝜓(𝑡)⟩

考虑到 |𝜓(𝑡)⟩ = 𝑈(𝑡) |𝜓(0)⟩, 将 Schrödinger 方程改写为

𝑖~
d𝑈(𝑡)

d𝑡
|𝜓(0)⟩ = 𝐻𝑈(𝑡) |𝜓(0)⟩

上述方程对于任意初态 |𝜓(0)⟩ 均成立, 所以有

𝑖~
d𝑈(𝑡)

d𝑡
= 𝐻𝑈(𝑡)
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这便是 𝑈(𝑡) 满足的方程1, 对方程的两端作厄密共轭, 得到 𝑈 †(𝑡) 满足的方程. 回到 (11) 式, 有

d𝐴𝐻(𝑡)

d𝑡
= − 1

𝑖~
𝑈 †(𝑡)𝐻𝐴(𝑡)𝑈(𝑡) +

1

𝑖~
𝑈 †(𝑡)𝐴(𝑡)𝐻𝑈(𝑡) + 𝑈 †(𝑡)

𝜕𝐴(𝑡)

𝜕𝑡
𝑈(𝑡)

= − 1

𝑖~
𝑈 †(𝑡)𝐻𝑈(𝑡) 𝑈 †(𝑡)𝐴(𝑡)𝑈(𝑡) +

1

𝑖~
𝑈 †(𝑡)𝐴(𝑡)𝑈(𝑡) 𝑈 †(𝑡)𝐻𝑈(𝑡) + 𝑈 †(𝑡)

𝜕𝐴(𝑡)

𝜕𝑡
𝑈(𝑡)

在上式右端, 出现了 𝑈 †(𝑡)𝐻𝑈(𝑡) 和 𝑈 †(𝑡)𝐴(𝑡)𝑈(𝑡), 它们分别是被动观点中 𝑡 时刻的哈密顿量和观

测量, 也就是

𝐻𝐻(𝑡) = 𝑈 †(𝑡)𝐻𝑈(𝑡), 𝐴𝐻(𝑡) = 𝑈 †(𝑡)𝐴(𝑡)𝑈(𝑡)

当哈密顿量不显含时间的时候, 才有 𝐻𝐻(𝑡) = 𝐻.

至此得到 Heisenberg 运动方程

𝑑𝐴𝐻(𝑡)

𝑑𝑡
=

1

𝑖~
[𝐴𝐻(𝑡), 𝐻𝐻 ] +

(︂
𝜕𝐴(𝑡)

𝜕𝑡

)︂𝐻

(12)

其中 (︂
𝜕𝐴(𝑡)

𝜕𝑡

)︂𝐻

= 𝑈 †(𝑡)
𝜕𝐴(𝑡)

𝜕𝑡
𝑈(𝑡)

这也就是我们在 (9) 式中写过的 𝜕𝐴𝐻(𝑡)
𝜕𝑡

.

可以将 Heisenberg 运动方程 (12) 与力学量的期望值的方程 (3) 比较.

守恒量, 运动常数

从 Heisenberg 运动方程 (12) 可以看出, 如果 𝑑𝐴𝐻(𝑡)
𝑑𝑡

= 0, 那么力学量 𝐴 是守恒量.

特别地, 如果观测量不显含时间, 即 𝜕𝐴(𝑡)
𝜕𝑡

= 0, 那么

[𝐴𝐻 , 𝐻𝐻 ] = 0 =⇒ 𝐴 是守恒量

如果进一步地, 𝐻 不显含时间, 即 𝐻𝐻(𝑡) = 𝐻, 那么 [𝐴𝐻(𝑡), 𝐻] = 0 就意味着 𝐴 是守恒量, 注意到

[𝐴𝐻(𝑡), 𝐻] = [𝑈 †(𝑡)𝐴𝑈(𝑡), 𝐻] = 𝑈 †(𝑡)[𝐴,𝐻]𝑈(𝑡)

上式的第二个等号用到了 (当哈密顿量不显含时间的时候) 𝑈(𝑡) = 𝑒−𝑖𝐻𝑡/~ 以及 [𝑈(𝑡), 𝐻] = 0, 于是,

𝜕𝐴(𝑡)

𝜕𝑡
= 0 & [𝐴,𝐻] = 0 =⇒ 𝐴 是守恒量

也可以在主动观点的 Schrödinger 绘景中说守恒量. 如果对于任意量子态 𝜌,

𝑑⟨𝐴⟩𝜌
𝑑𝑡

=
1

𝑖~
⟨[𝐴,𝐻]⟩𝜌 +

⟨
𝜕𝐴

𝜕𝑡

⟩
𝜌

= 0

那么 𝐴 在任意时刻的期望值都不随时间改变, 𝐴 是守恒量.

不论在经典力学还是在量子力学中, 系统的守恒量都具有重要意义. Noether 定理从经典力学一直

延伸到量子场论.
1 当哈密顿量 𝐻 显含时间的时候, 该方程很难求解.
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Heisenberg 图像, C2 空间

以自旋 1/2 粒子在磁场中运动为例. 令

𝑈(𝑡) = 𝑒−𝑖
𝜔𝑡
2
𝜎𝑧 = 1 cos

𝜔𝑡

2
− 𝑖𝜎𝑧 sin

𝜔

2
= diag

(︁
𝑒−𝑖

𝜔𝑡
2 𝑒𝑖

𝜔𝑡
2

)︁
初态 |𝜓(0)⟩ = 𝑒−𝑖

𝜑
2 cos 𝜃

2
|0⟩ + 𝑒𝑖

𝜑
2 sin 𝜃

2
|1⟩, 在 𝑡 时刻,

|𝜓(𝑡)⟩ = 𝑒−𝑖
𝜑+𝜔𝑡

2 cos
𝜃

2
|0⟩ + 𝑒𝑖

𝜑+𝜔𝑡
2 sin

𝜃

2
|1⟩

或者, 用密度矩阵和 Bloch 向量表示,

𝜌(0) =
1

2
(1 + 𝜎𝑥 sin 𝜃 cos𝜑+ 𝜎𝑦 sin 𝜃 sin𝜑+ 𝜎𝑧 cos 𝜃)

⇓

𝜌(𝑡) =
1

2

[︀
1 + 𝑈(𝑡)𝜎𝑥𝑈

†(𝑡) sin 𝜃 cos𝜑+ 𝑈(𝑡)𝜎𝑦𝑈
†(𝑡) sin 𝜃 sin𝜑+ 𝑈(𝑡)𝜎𝑧𝑈

†(𝑡) cos 𝜃
]︀

𝑈(𝑡)𝜎𝑥𝑈
†(𝑡) = 𝜎𝑥 cos𝜔𝑡+ 𝜎𝑦 sin𝜔𝑡

𝑈(𝑡)𝜎𝑦𝑈
†(𝑡) = −𝜎𝑥 sin𝜔𝑡+ 𝜎𝑦 cos𝜔𝑡

𝑈(𝑡)𝜎𝑧𝑈
†(𝑡) = 𝜎𝑧

⇓⃦
𝜌(𝑡) =

1

2
(1 + 𝜎𝑥 sin 𝜃 cos(𝜑+ 𝜔𝑡) + 𝜎𝑦 sin 𝜃 sin(𝜑+ 𝜔𝑡) + 𝜎𝑧 cos 𝜃)

𝑟(0) =
(︁

sin 𝜃 cos𝜑 sin 𝜃 sin𝜑 cos 𝜃
)︁

𝑟(𝑡) =
(︁

sin 𝜃 cos(𝜑+ 𝜔𝑡) sin 𝜃 sin(𝜑+ 𝜔𝑡) cos 𝜃
)︁

在上述计算中, 出现了对 𝜎𝑥 的变换, 𝑈(𝑡)𝜎𝑥𝑈
†(𝑡), 以及类似的对 𝜎𝑦 的变换. 但这只是数学推导中遇

到的一个计算过程, 并不意谓着 𝜎𝑥 或 𝜎𝑦 作为力学量将随时间发生改变. 实际上, 在用 Bloch 向量

表示密度矩阵的时候, 表达式一端的密度矩阵表示的是量子态, 另一端虽然出现了 Pauli 矩阵, 但不

能把它们看作力学量 —— 量子态和力学量是全然不同的概念.

在考虑 𝑡 时刻的量子态 𝜌 的具体形式的时候, 我们应该将它表示为

𝜌(𝑡) =
1

2
[1 + 𝑟𝑥(𝑡)𝜎𝑥 + 𝑟𝑦(𝑡)𝜎𝑦 + 𝑟𝑧(𝑡)𝜎𝑧] (13)
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在这种表示中, 三个 Pauli 矩阵前面的系数随时间变化, 可以类比于纯态情形下的演化过程:

|𝜓(0)⟩ =
∑︁
𝑗

𝑐𝑗(0) |𝛼𝑗⟩ −→ |𝜓(𝑡)⟩ =
∑︁
𝑗

𝑐𝑗(𝑡) |𝛼𝑗⟩

共同点是, 随时间的变化体现在态的展开系数上, 纯态的右矢形式在基向量 |𝛼𝑗⟩ 展开, 密度矩阵在

单位阵和三个 Pauli 矩阵上展开.

在 (13) 中, 随时间变化的展开系数 𝑟𝑥,𝑦,𝑧(𝑡) 是力学量 𝜎𝑥,𝑦,𝑧 在 𝑡 时刻的量子态 𝜌(𝑡) 中的期望值, 即

𝑟𝑥,𝑦,𝑧(𝑡) = ⟨𝜓(𝑡)|𝜎𝑥,𝑦,𝑧 |𝜓(𝑡)⟩. 它们与初始时刻的 Bloch 向量的分量之间的关系是⎛⎜⎜⎝
𝑟𝑥(𝑡)

𝑟𝑦(𝑡)

𝑟𝑧(𝑡)

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
cos𝜔𝑡 − sin𝜔𝑡 0

sin𝜔𝑡 cos𝜔𝑡 0

0 0 1

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝
𝑟𝑥(0)

𝑟𝑦(0)

𝑟𝑧(0)

⎞⎟⎟⎠
这也就是

𝑟(𝑡) = Rotation(𝑧, 𝜔𝑡)𝑟(0)

另一方面, 期望值又可以写为

𝑟𝑥(𝑡) = ⟨𝜓(0)|𝑈 †(𝑡)𝜎𝑥 𝑈(𝑡) |𝜓(0)⟩ = ⟨𝜓(0)|𝜎𝑥(𝑡)|𝜓(0)⟩

这里, 在 Heisenberg 绘景中, 𝜎𝑥 变为 𝜎𝑥(𝑡) = 𝑈 †(𝑡)𝜎𝑥 𝑈(𝑡). 可以看到⎛⎜⎜⎝
𝜎𝑥(𝑡)

𝜎𝑦(𝑡)

𝜎𝑧(𝑡)

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
cos𝜔𝑡 − sin𝜔𝑡 0

sin𝜔𝑡 cos𝜔𝑡 0

0 0 1

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝
𝜎𝑥(0)

𝜎𝑦(0)

𝜎𝑧(0)

⎞⎟⎟⎠
表现出与 Bloch 向量相同的变换关系.

几何相

两个量子态, |𝜓1⟩, |𝜓2⟩, 二者的相位差定义为2.

𝛾 = arg ⟨𝜓1|𝜓2⟩ (14)

这是总的相位差, 可以在干涉仪中观察到.

内积的模 | ⟨𝜓1|𝜓2⟩ | 衡量了两个量子态的重叠程度, 内积的幅角 arg ⟨𝜓1|𝜓2⟩ 给出了两个量子态的相
位差.

当两个量子态正交的时候, 即 ⟨𝜓1|𝜓2⟩ = 0, 相位差无法确定.
2S. Pancharatnam, Generalized theory of interference, and its applications. Proc. Indian Acad. Sci. 44, 247-262

(1956).
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例例例 设 |𝜓(0)⟩ = cos 𝜃
2
|0⟩ + sin 𝜃

2
|1⟩, 经历酉变换 𝑈(𝑡) = 𝑒−𝑖

𝜔𝑡
2
𝜎𝑧 , 在 𝑡 时刻的量子态是

|𝜓(𝑡)⟩ = 𝑈(𝑡) |𝜓(0)⟩ = 𝑒−𝑖
𝜔𝑡
2 cos

𝜃

2
|0⟩ + 𝑒𝑖

𝜔𝑡
2 sin

𝜃

2
|1⟩ (15)

|𝜓(0)⟩ 和 |𝜓(𝑡)⟩ 的内积是

⟨𝜓(0)|𝜓(𝑡)⟩ = cos
𝜔𝑡

2
− 𝑖 cos 𝜃 sin

𝜔𝑡

2
= 𝑤𝑒𝑖𝛾,

𝑤 =

√︂
cos2

𝜔𝑡

2
+ cos2 𝜃 sin2 𝜔𝑡

2
,

𝛾 = − arctan
[︁

cos 𝜃 tan
𝜔𝑡

2

]︁
.

几何相

系统的量子态从 𝑡 = 0时的初态 |𝜓(0)⟩演化到 𝑡时刻的 |𝜓(𝑡)⟩,相位的变化是 𝛾(𝑡) = arg ⟨𝜓(0)|𝜓(𝑡)⟩.
我们知道, 量子态随时间的演化是一个动力学过程, 系统的哈密顿量是演化的生成元. 考虑动力学

演化带来的相位的改变, 称之为动力学相, 记作 𝛾𝑑(𝑡).

动力学相 𝛾𝑑(𝑡) 能否等于 𝛾(𝑡)?�� ��

�� ��

所谓动力学相, 顾名思义, 就是系统的动力学演化导致的相位改变.

先考虑无穷小过程, 从 𝑡 到 𝑡+ d𝑡. |𝜓(𝑡)⟩ −→ |𝜓(𝑡+ d𝑡)⟩. 动力学相位的改变是

d𝛾𝑑 = arg ⟨𝜓(𝑡)|𝜓(𝑡+ d𝑡)⟩

注意到

|𝜓(𝑡+ d𝑡)⟩ = |𝜓(𝑡)⟩ + |𝜓̇(𝑡)⟩ d𝑡, (16)

⟨𝜓(𝑡)|𝜓(𝑡+ d𝑡)⟩ = 1 + ⟨𝜓(𝑡)|𝜓̇(𝑡)⟩ d𝑡 (17)

而 ⟨𝜓(𝑡)|𝜓̇(𝑡)⟩ 是纯虚数, 这是因为

⟨𝜓(𝑡)|𝜓(𝑡)⟩ = 1,

⟨𝜓(𝑡)|𝜓̇(𝑡)⟩ + ⟨𝜓̇(𝑡)|𝜓(𝑡)⟩ = 0.

所以

d𝛾𝑑(𝑡) = arctan
(︀
− 𝑖 ⟨𝜓(𝑡)|𝜓̇(𝑡)⟩ d𝑡

)︀
≈ −𝑖 ⟨𝜓(𝑡)|𝜓̇(𝑡)⟩ d𝑡,

𝛾̇𝑑 = −𝑖 ⟨𝜓(𝑡)|𝜓̇(𝑡)⟩
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从 𝑡 = 0 到 𝜏 时刻的动力学相就是

𝛾𝑑(𝜏) = −𝑖
∫︁ 𝜏

0

⟨𝜓(𝑡)|𝜓̇(𝑡)⟩ d𝑡 = −1

~

∫︁ 𝜏

0

⟨𝜓(𝑡)|𝐻(𝑡) |𝜓(𝑡)⟩ d𝑡

但是, 总相位 𝛾(𝜏) 却不一定等于总的动力学相, 二者的差是几何相,

𝛾𝑔(𝜏) = 𝛾(𝜏) − 𝛾𝑑(𝜏) (18)

例例例 对于 𝑡 时刻的量子态 (15),

|𝜓(𝑡)⟩ = 𝑈(𝑡) |𝜓(0)⟩ = 𝑒−𝑖
𝜔𝑡
2 cos

𝜃

2
|0⟩ + 𝑒𝑖

𝜔𝑡
2 sin

𝜃

2
|1⟩

动力学相是

𝛾𝑑(𝜏) = −𝑖
∫︁ 𝜏

0

(︁
− 𝑖

𝜔

2

)︁
cos 𝜃 d𝑡 = −𝜔𝜏

2
cos 𝜃

几何相 𝛾𝑔(𝜏),

𝛾𝑔(𝜏) =𝛾(𝜏) − 𝛾𝑑(𝜏)

= − arctan
[︁

cos 𝜃 tan
𝜔𝜏

2

]︁
+
𝜔𝜏

2
cos 𝜃

特别地, 对于循环演化 (cyclic evolution), 𝜔𝑇 = 2𝜋,

𝜓(0) = |𝜓(0)⟩⟨𝜓(0)| = |𝜓(𝑇 )⟩⟨𝜓(𝑇 )| = 𝜓(𝑇 ),

但是 |𝜓(𝑇 )⟩ = − |𝜓(0)⟩, 总的相位差是 𝛾(𝑇 ) = 𝜋, 动力学相 𝛾𝑑(𝑇 ) = −𝜋 cos 𝜃,

𝛾𝑔(𝑇 ) = 𝜋(1 + cos 𝜃) mod 2𝜋.

形象地说, 几何相等于路径围成的立体角的一半. 对于非循环的演化, 用测地线连接起点和终点, 构

成立体角, 仍然有 “立体角的一半” 的结论.

Hilbert 空间和投影空间

这部分内容尚在整理中.
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