
第六章 无限维 Hilbert 空间

彼此互补的基向量

在 Cn 空间中, 两个观测量对应的厄密矩阵分别是 A 和 B, 本征向量分别是 j˛ii 和
ˇ̌
ˇj

˛
, 如果对于任意的 i 和 j ,

总有
ˇ̌
h˛i jˇj i

ˇ̌
= 1

p
n
, 那么这两个观测量是互补观测量, 两组基向量 fj˛iig 和 f jˇj ig 是互补的基向量. 例如 C2

空间中的 �x, �y 和 �z 是两两彼此互补的观测量.

一个关于互补基向量的基本定理

B1 =
˚
j'1i ; j'2i ; � � � ; j'ni

	
是 Cn 的基. 酉变换 U 作用于基向量

ˇ̌
'j

˛
, 使其以如下方式循环平移,

U
ˇ̌
'j

˛
= ˇj

ˇ̌
'j+1

˛
; jˇj j = 1; j'n+1i = j'1i

酉变换 U 的正交归一的本征向量的集合记作

B2 =
˚
j 1i ; j 2i ; � � � ; j ni

	
那么, B1 和 B2 是互补基向量.

设 U 的本征值为 uk, 即 U j ki = uk j ki, 当然, jukj = 1. 对于每一个 k = 1; 2; � � � ; n, 有

jh kj'1ij =
ˇ̌
u�
k h kjU j'1i

ˇ̌
= jˇ1 h kj'2i j

= j h kj'2i j

于是有

j h kj'1i j = j h kj'2i j = � � � = j h kj'ni j

再考虑
P
j

ˇ̌˝
 k

ˇ̌
'j

˛ˇ̌2, 一方面, X
j

ˇ̌˝
 k

ˇ̌
'j

˛ˇ̌2
=

X
j

˝
 k

ˇ̌
'j

˛ ˝
'j

ˇ̌
 k

˛
= 1

另一方面, X
j

ˇ̌
h kj'j i

ˇ̌2
= njh kj'mij

2
; m = 1; 2; � � � ; n

所以, jh kj'mij = 1
p
n
, 说明 B1 和 B2 是互补基向量.
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Cn 上的循环平移变换

构造一个酉变换 U 以及一组 n 个单位向量 j˛ki, k = 1; � � � ; n, 它们满足如下条件, 构造一个酉变换 U 以及一组

n 个单位向量 j˛ki, k = 1; � � � ; n, 它们满足如下条件,

� U n = 1,

� U j˛ki = j˛k+1i, k = 1; � � � ; n � 1,
U j˛ni = j˛1i.
即, U 的作用效果是传递的, 循环的.

实际上, 我们将看到, 这样一组 j˛ki 是正交归一的, 可以用作 Cn 的基.

首先看看酉矩阵 U 的一些性质. U 的本征值记作 uk, 相应的本征向量记作 j ki, 即 U j ki = uk j ki. 酉矩阵的
本征值为单位复数, 又根据 U n = 1 可知,

uk = ei2�
k
n ; k = 1; � � � ; n

显然, un
k
= 1.

证明一个要用到的等式:

j ki h kj =
1

n

nX
`=1

�
U

uk

�`
(1)

将 Cn 的基向量选择为 U 的本征向量, 则 U 具有对角形式, 即

U =

nX
j=1

uj j j i h j j

U ` 仍然是对角的

U ` =

nX
j=1

u`j j j i h j j

可以把
Pn
`=1

�
U
uk

�`
表示为

nX
`=1

�
U

uk

�`
=

nX
j=1

cj juj i huj j

当然可以把 cj 写得更具体一些, 但这并不必要. 还需要一个能够体现
Pn
`=1

�
U
uk

�`
的方程, 注意到 U n = 1, 有下

面的过程, �
U

uk

�n
� 1 = 0

�
U

uk
� 1

� n�1X
`=0

�
U

uk

�`
= 0

(U � uk1)
n�1X
`=0

�
U

uk

�`
= 0

可以改作从 ` = 1 到 ` = n 求和,

(U � uk)

nX
`=1

�
U

uk

�`
= 0
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这里省去了与 uk 相乘的单位矩阵.

将 (U � uk)
Pn
`=1

�
U
uk

�`
= 0 改写为� nX

m=1

um j mi h mj � uk

� nX
j=1

cj juj i huj j = 0

由正交归一性得到
nX
j=1

uj cj j j i h j j � uk

nX
j=1

cj j j i h j j = 0

这也就是
nX
j=1

(uj cj � ukcj ) j j i h j j = 0

这要求每一项的系数 (uj cj � ukcj ) 均为零, 所以有

(uj � uk)cj = 0 H)

8<: 当 j ¤ k 时, cj = 0

当 j = k 时, cj ¤ 0

如果当 j = k 时, cj = 0, 那么
Pn
`=1

�
U
uk

�`
= 0, 而且对于所有的 k = 1; � � � ; n 都成立, 这将导致 U = 0. 于是我

们得到
nX
`=1

�
U

uk

�`
= ck j ki h kj

由
�
j ki h kj

�
j ki = j ki 可以确定 ck = n. 综上所述, 有 (1) 式.

下一步, 构造 j˛mi, m = 1; � � � ; n. 用 j ki 展开 j˛mi,

j˛mi =

nX
k=1

h kj˛mi j ki

对于展开系数, 作如下设定.

� 对于 j˛ni, 令
h kj˛ni =

1
p
n
; k = 1; � � � ; n (2)

� 对于 j˛mi, m = 1; � � � ; n � 1, 令

h kj˛mi =
1
p
n
ei2�

km
n ; k = 1; � � � ; n (3)

如果在 (3) 中令 m = n, 则是 (2) 式的结果.

重写各个 j˛ki:

j˛ni =
1
p
n

nX
k=1

j ki (4)

j˛mi =
1
p
n

nX
k=1

ei2�
km
n j ki ; m = 1; � � � ; n � 1 (5)

实际上, 这已经表明 j˛ki 是归一的并且彼此正交的. 而且, 容易验证 U j˛ki = j˛k+1i.
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离散 Fourier 变换

下面, 我们要将 j˛ki 用作另一个酉变换 V 的本征向量.

设酉变换 V 有如下性质,

V n = 1

h kjV = h k+1j

h kjV
n = h k+nj = h kj

将 V 的本征值记作 v` = ei2�
`
n , 相应的本征向量记作 j'`i, 将看到 j'`i = j˛`i.

与 (1) 类似, 有

j'`i h'`j =
1

n

nX
k=1

�
V

v`

�k
考虑 h'kj 和 h kj 之间的关系,

h kj =

nX
`=1

h kj'`i h'`j

计算其中的一项 h nj'`i h'`j,

h nj'`i h'`j =
1

n

nX
k=1

h nj

�
V

v`

�k

=
1

n

nX
k=1

h n+kj v
�k
`

=
1

n

nX
k=1

e�i2� k`
n h kj (6)

用 j ni 右乘上式, 给出
j h nj'`i j

2 =
1

n

对所有的 `, 选择内积 h nj'`i 为正实数, 有

h nj'`i =
1
p
n
; ` = 1; � � � ; n (7)

将 (7) 代入 (6), 有
1
p
n
h'`j =

1

n

nX
k=1

e�i2� k`
n h kj

也就是

j'`i =
1
p
n

nX
k=1

ei2�
k`
n j ki (8)

与前面的 j˛ki 的形式 (4) 和 (5) 比较,
j'`i = j˛`i ; ` = 1; � � � ; n
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而且 j ki 和 j'`i 之间的内积也就是由 (3) 式给出的结果,

h kj'`i =
1
p
n
ei2�

k`
n (9)

稍作小结

� 在 H = Cn 空间中构造了两组基向量, fj kig 和 fj'`ig, 满足

j h kj'`i j =
1
p
n

fj kig 和 fj'`ig 被称为两组彼此互补的基向量.

� 酉矩阵 U 和 V 的本征向量分别是 j ki 和 j'`i, 相应的本征值分别是 ei2�
k
n 和 ei2�

`
n .

� 酉矩阵 U 使 j'`i 循环平移; 酉矩阵 V 使 h kj 循环平移.

对于 j i 2H , 现在有两种展开方式,

j i =
X
k

j ki h kj i =
X
`

j'`i h'`j i

实际上就是表象的变换.

j i =
X
k

h X
`

h kj'`i h'`j i
i
j ki

h kj i =
X
`

h kj'`i h'`j i =

nX
`=1

1
p
n
ei2�

k`
n h'`j i

量子态在这两个表象之间的联系是离散 Fourier 变换.

与连续 Fourier 变换的比较 (令 „ = 1):

Fourier 变换

连续情形 离散情形

hxjpi = 1
p
2�
eixp h kj'`i =

1
p
n
ei2�

k`
n

可以有这样的类比 r
2�

n
k � x;

r
2�

n
` � p (10)

酉矩阵 U 和 V 之间的联系

接着考虑酉变换 U 和 V 的一些性质.

U =
X
k

uk j ki h kj ; uk = ei2�
k
n
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U � =
X
k

u�
k j ki h kj

U �
j ki = u�

k j ki ; h kjU = h kjuk

h kjV U = h k+1jU = ei2�
k+1

n h k+1j

类似地, 有
h kjUV = ei2�

k
n h k+1j

所以

V U = ei2�
1
nUV

继续推广, 可得
V `U k = ei2�

k`
n U kV ` (11)

由 U 和 V 构成的 U kV ` 可以作为 Cn 上的矩阵的基

选择 Cn 的基向量为 j ki, k = 1; � � � ; n. 任意的 Cn 上的 n � n 的矩阵 X 可以写为

X =
X
jk

xjk j j i h kj

先考虑对角项. 已有结论 (1),

j ki h kj =
1

n

nX
`=1

�
U

uk

�`
=

1

n

nX
`=1

e�i2� k`
n U `

对于非对角项, 有

j ki h mj = j ki h kjV
m�k =

1

n

nX
`=1

e�i2� k`
n U `V m�k

于是上述结论成立.

考虑 n!1

设 n 是一个很大的素数. 令
�2 =

2�

n

当 n 很大的时候, � 很小.

U 的本征值 uk

uk = ei2�
k
n = ei�

2k; k = 1; 2; � � � ; n

本征值 uk 是单位复数, 均匀分布在单位圆上. 当 n 很大时, uk 分布得非常密集.

设 U 的生成元是 Q, 它是厄密的, Q = Q�.
U = ei�Q

考虑 U 的本征方程 U j ki = ei�
2k j ki, 并注意到 � 很小,

(1 + i�Q) j ki = (1 + i�2k) j ki
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w�
Q j ki = k� j ki

表明 j ki 是 Q 的本征向量, 本征值是 k� = k
q

2�
n

.

再设 v 的生成元是 P ,
V = ei�P ; P = P �

类似地有

V j'`i = ei2�
`
n j'ki = ei�

2`
j'`i

P j'`i = `� j'`i

即 j'`i 是 P 的本征向量, 本征值是 `� =
q

2�
n
`.

将 Q 和 P 的本征值与类比关系 (10) 式对照, 可以看出, Q 和 P 将被分别解释为位置算子和动量算子.

可以将 Q 和 P 的本征值画在半径为 1
�
的圆周上. 以 Q 的本征值为例说明这件事. 首先考虑 Q 的本征值的分

布范围. 当 k 的值从 1 取到 n 时, Q 的本征值从 � =
q

2�
n
增大到 n� =

p
2n� . 显然, 当 n 增大时, Q 的本征值

分布的范围也变得越来越大. 不过, 还应该注意到酉变换 U 的特征. 局部看来, 它是平移变换, U 将 j'`i ‘‘向前
平移” 到 j'`+1i, 平移量是 �; U 2 将 j'`i ‘‘向前平移” 到 j'`+2i, 平移量是 2�; � � � � � � . 但是, 整体看来是一个循环
置换, 所谓的 ‘‘向前平移” 不可能无止境地走下去, 当平移量达到 n� 的时候, 酉变换是

ein�Q =

nX
k=1

ein�k� j kih kj =

nX
k=1

eink�
2

j kih kj =

nX
k=1

ei2k� j kih kj = 1

其中的第一个等式用到了 Q 的本征分解形式 Q =
Pn
k=1 k� j kih kj. 上式也就是引入生成元之后重新描述

U n = 1 这一性质. 实际上, 有限维空间中的酉变换不可能将该空间中的向量 ‘‘变出” 这个空间. 我们在这里讨论
的 U 或者 U k 也不可能实现任意大的平移, 当平移量超过 n� 之后, 就开始了新一轮的循环, 所以, 应该将所有可
能的平移量 k� 描绘在一个周长为 n� 的圆周上, 这个圆的半径是

n�

2�
=

2�

�2
�

2�
=

1

�

如图 1 所示.

酉变换 U 和 V 对 Q 和 P 的变换

将酉变换 V 作用于算子 Q, 将得到
e�iq`PQeiq`P = Q � q`1 (12)

将酉变换 U 作用于算子 P , 将得到
eipkQPe�ipkQ = P � pk1 (13)

为了得到上面两个结果, 回顾已知的性质 (11),

V `U k = ei2�
k`
n U kV `
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2�

n�
(n−1)�

n�1
�

�

�

n�1
�

�

�
�

图 1

由此可以推出

V �`U kV ` = e�i2� k`
n U k

U kV `U �k = e�i2� k`
n V `

注意到 �2 = 2�/n, 将以上两式改写为

e�i`�P eik�Qei`�P = e�ik�`�eik�Q = exp
˚
ik�(Q � `�1)

	
(14)

eik�Qei`�P e�ik�Q = e�ik�`�ei`�P = exp
˚
i`�(P � k�1)

	
(15)

在 (14) 和 (15) 两式中令 `� = q`, k� = pk, 有

e�iq`P eipkQeiq`P = exp
˚
ipk(Q � q`1)

	
(16)

eipkQeiq`P e�ipkQ = exp
˚
iq`(P � pk1)

	
(17)

我们将由此得到关于 Q 和 P 的变换规则. 注意到

U �1AkU = (U �1AU )k

U �1f (A)U = f (U �1AU )

因此, (16) 式的左侧可以写为
exp

n
ipk

�
e�iq`PQeiq`P

�o
与其右侧比较后有

e�iq`PQeiq`P = Q � q`1

类似地, 考虑 (17) 式, 可以得到
eipkQPe�ipkQ = P � pk1
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这就像是对位置和动量的平移变换. 但是, 需要注意, 本质上还是循环变换.

前面我们令 U = ei�Q, V = ei�P , 当 � 很小的时候, 这实际上是无穷小变换. 为了实现有限大小的变换, 我们可以
让 U 或 V 作用多次, 也就是 U k = eipkQ 或 V ` = eiq`P . 当空间维数越来越大, � 越来越小, pk 和 q` 越来越接

近连续分布. 与此同时, 图 1 中的圆也变得越来越大.

为了体现真正的平移而不是循环平移, 我们修改 k 的取值范围. 原先 k 的取值范围是从 1 到 n, 现在将其修改为

k = 0;˙1;˙2; � � � ;˙
n � 1

2

这一修改并不影响已有的计算结果, 但是可以更好地体现平移变换的效果. 当 k = 0;+1;+2; � � � ;+n�1
2
时, 向右

平移; 当 k = 0;�1;�2; � � � ;�n�1
2
时, 向左平移.

k� 或 `� 的取值是

0;˙�;˙2�; � � � ;˙
n � 1

2
�

n � 1

2
� =

�

2

�2�
�2
� 1

�
=
�

�
�
�

2

2�

n�1
�

�

�

n�1
�

�

�
�

�
��

�2�

�

图 2

随着 � ! 0, 图 2 中的圆的半径趋于无穷大. 无穷大的圆上的一段有限长度的圆弧可以近似地当作直线看待. 而
且, 就物理问题而言, 平移量不至于无限大. 我们所考虑的波函数也不至于扩展到无限远处. 所以, 我们面临的只
是从图 2 中的位置 0 出发向右或向左平移一段有限大小的距离, 这只是无限大的圆周上的有限长度的圆弧, 在这
圆弧上的有限大小的平移不会出现循环平移的效果, 因而也就基本上接近真正的平移过程了.

于是将 pk 记作 p0, 将 q` 记作 q0, 并把它们视为连续变量. 将 (12) 和 (13) 表示为真正意义上的平移关系,

e�iq0PQeiq
0P = Q � q01

eip
0QPe�ip0Q = P � p01

展开, 保留到一级项, 有对易子

[Q;P ] = i1
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再考虑对基向量的改变. 已知

h kjV
` = h k+`j (18)

U k
j'`i = j'`+ki (19)

先考虑 (18) 式,

uk = ei�k� = ei�q
0

; q0 = k�

uk+` = ei�(k+`)� = ei�(q
0+q00); q00 = `�

V ` = ei`�P = eiq
00P

注意到 h kj 对应的本征值是 uk, 而 uk 主要依赖于 q0 = k�, 所以把 h kj 记作 hq0j, 类似地, 把 h k+`j 记作
hq0 + q00j. 改写 h kjV ` = h k+`j, ˝

q0
ˇ̌
eiq

00P =
˝
q0 + q00

ˇ̌
(20)

也就是

e�iq00P
ˇ̌
q0

˛
=

ˇ̌
q0 + q00

˛
类似地从 (19) 式可以得到

eip
00Q

ˇ̌
p0

˛
=

ˇ̌
p0 + p00

˛
讨论在 Q 表象中 P 的表示. 在 Q 表象中, 基向量是 jq0i, 某个 j i 在 jq0i 上的分量是 hq0j i =  (q0). 考虑对
j i 作平移变换, 变换后的态是 eiq

00P j i, 它在 jq0i 上的分量是˝
q0

ˇ̌
eiq

00P
ˇ̌
 

˛ cf. (20)
==========

˝
q0 + q00

ˇ̌
 

˛
=  (q0 + q00)

当 q00 很小时, 展开至一阶项, ˝
q0

ˇ̌
1 + iq00P

ˇ̌
 

˛
=  (q0) + q00

d (q0)

dq0

w�
˝
q0

ˇ̌
P

ˇ̌
 

˛
= �i

d (q0)

dq0

对这个结果的理解是: 算子 P 作用于向量 j i, 将它变为 P j i, 在 Q 表象中, 该结果在基向量 jq0i 上的分量是

�i
d (q0)

dq0 ; 另一方面, 向量 j i 在基向量 jq0i 上的分量是  (q0), 这表明 P 在 Q 表象中的表示是

P �! �i
d
dq

类似地可以有 ˝
p0

ˇ̌
Q

ˇ̌
 

˛
= i

d (p0)

dp0
; 其中  (p0) =

˝
p0

ˇ̌
 

˛
表明在 P 表象中 Q 被表示为 i d

dp
.

讨论完备性和正交归一性. 在有限维空间中, 完备性体现为
nX
k=1

j ki h kj = 1
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我们曾用 jq0i 表示 j ki, 其中 q0 = qk = k�. 现在想把求和指标换成 q0.

在求和式
Pn
k=1 j ki h kj 中, k 的取值的间隔是 ∆k = 1. 现在改作对 q0 求和, q0 的间隔是

∆q0 = ∆qk = �

所以 X
k

j ki h kj = 1 �!
X
q0

� jq0
i hq0
j = 1 (21)

这就相当于变换

j ki �!
p
�

ˇ̌
q0

˛
(22)

当空间维数增大, � ! 0, 而且 q0 呈连续分布, (21) 式过渡到积分形式,Z +1

�1

jq0
i hq0
j dq0 = 1

这就是完备性在 Q 表象中的表示. 在 P 表象中的完备性有类似的形式.

至于连续情形下 jq0i 与 jq00i 的正交, 来自如下分析,

h k0 j k00i = ık0k00

q0 = k0�; q00 = k00�

j k0i �!
p
�

ˇ̌
q0

˛
; j k00i �!

p
�

ˇ̌
q00

˛
cf. Eq. (22)

˝
q0

ˇ̌
q00

˛
=
h k0 j k00i

�
=
ık0k00

�

�!0
�������! ı(q0

� q00)

最后, 讨论 Q 表象和 P 表象的基向量之间的内积. 这个内积决定了这两个表象之间的变换关系.

h kj'`i =
1
p
n
ei2�

k`
n

Let q0 = k�, p0 = `�

�
˝
q0

ˇ̌
p0

˛
=

1p
2�/�2

eiq
0p0

;
˝
q0

ˇ̌
p0

˛
=

1
p
2�
eiq

0p0

至此, 完成了从有限维情形到连续情形的过渡.

Hilbert 空间

在以前的章节中, 讨论了量子力学的基本假设在有限维空间中的表示. 有限维的空间用来描述有限个观测结果的
量子系统. 但是, 我们一直说的观测结果或者实验现象最终是要体现在我们身处其中的这个三维的欧氏空间 E3

中 —— 而不是描述量子态的 Hilbert 空间, 而且, 需要用 ‘‘在 E3 中某个区域看到某种现象的几率是多少” 这样
一类叙述来描述观测结果. 为了实现这样的描述, 必须在与此相关的表象中表示量子态. 这就是位置表象, 将位置
x 看作力学量 X , 它的本征值和对应的本征向量分别是 x 和 jxi, 即 X jxi = x jxi. 然后, 就像在有限维空间中的
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做法一样, 将 jxi 当作空间的基向量, 用来展开任意某个量子态 j i. 接着就可以利用 Born 规则分析在 E3 空间

中的某个区域内得到观测结果的几率.

然而, 现在面临的问题是, x 的值是连续的而不是离散的, 是无限的而不是有限的. 对于基向量 jxi 也是如此. 对
于有限维情形, 我们可以去除 ‘‘量子系统的状态表示为 Hilbert 空间中的向量” 这条基本假设中对于态空间的要
求 —— Hilbert 空间. 但是, 在无限维情形中, 我们不能省去这个对态空间的基本要求.

Hilbert 空间它的数学的定义很简单: 具有内积的完备空间.

我们已经讨论过内积的定义和内积的各种形式, 这里不再重复. 如果 H 是一个复的 (或实的) 的线性空间, (�; �)
是 H 上的内积, 那么, H =

�
H; (�; �)

�
就是一个 pre-Hilbert 空间. 在 pre-Hilbert 空间 H 中, 可以根据内积定义

范数, 设 f 2H , 范数定义为
kf k =

q
(f; f )

接着定义空间中两个点之间的距离. 对于 f; g 2H , 二者间的距离是

kf � gk =
q
(f � g; f � g)

为了从 pre-Hilbert 空间过渡到 Hilbert 空间, 需要考虑 H 中的序列 (sequence). 序列中的成员是抽象的 ‘‘点”,
它们可以是向量, 可以是算子, 可以是函数.

关注序列的收敛性. 将某个序列记作 (fn), 其中 fn 2 H . 如果存在某个 f 2 H , 使得当 n ! 1 时, 有
kfn � f k ! 0, 那么序列 (fn) 是收敛的, 记作 fn ! f .

� 如果 fn ! f , 那么序列 (kfnk) 也是收敛, 且 kfnk ! kf k.

� 如果两个序列 (fn) 和 (gn) 都收敛, fn ! f , gn ! g, 那么 (fn; gn)! (f; g).

存在一些看似收敛序列. 对于 H 中的一个序列 (fn), 如果对于任意一个 � > 0, 总存在某个自然数 n0 2 N, 使得
对于任何的 n;m > n0, kfn � fmk 6 � 总能成立, 这样的序列就是 Cauchy 序列.

� 如果 (fn) 是 Cauchy 序列, 那么 (kfnk) 是收敛序列.

� 如果 (fn) 和 (gn) 是两个 Cauchy 序列, 那么
�
(fn; gn)

�
是收敛序列.

显然, 收敛的序列一定是 Cauchy 序列, 但反过来不一定成立. 如果 pre-Hilbert 空间 H 中所有的 Cauchy 序列
都收敛, 那么 H 是 Hilbert 空间.

Hilbert 空间的两个例子:

`2 空间 这个空间中的元素是一个个序列, f 2 `2, f = (fn),
P1

n=1 jfnj
2 < 1. 直观的看法是, `2 中的每一个元

素 f 是 C1 (无限维复空间) 中的一个长度 (即范数) 有限的向量, 而每一个 fn 视作向量 f 的一个分量.
定义了加法和数乘以后构成一个线性空间, 而且是 Hilbert 空间. 这个空间上的内积是

(f; g) =

1X
n=1

f �
n gn

`2 上的内积可以类比于有限维空间上的内积, 差别在于求和的上限.

L2 空间 (模) 平方可积的函数空间. 对于 f; g 2 L2, 有

(f; g) =

Z +1

�1

f �(x)g(x)dx
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Z +1

�1

jf (x)j2dx <1

这样一类函数构成了 L2 空间, 它是 Hilbert 空间 1. 我们将要讨论的波函数属于 L2 空间.

对于 Hilbert 空间, 存在一组 (可以是无限多个) 可列的 (countable) 基向量. 以下事实有助于理解这一结论:

� 有理数序列未必收敛于有理数, 可能收敛于某个无理数. 有理数集不能构成 Hilbert 空间, 但是实数集构成
Hilbert 空间. 任何一个无理数可以用有理数的无穷序列表示, 这是实数空间完备性的体现.

� 可以用周期函数 (正弦函数或余弦函数) 展开任意某个函数, 即 Fourier 展开. 这些正弦或余弦函数具有不
同的周期, 它们构成一组无穷多个离散的可列的基函数.

� 还可以用其它类型的更复杂的函数来展开任意给定的函数, 例如, 我们将要遇到的谐振子的哈密顿量的本征
函数构成一组无穷多个可列的正交归一的函数集, 可以用作 Hilbert 的空间的基.

将以上的数学内容用于量子系统的描述. 现在, 我们讨论的量子系统不再是像以前那样只有有限个观测结果, 而
是有无穷多个观测结果, 需要在无限维 Hilbert 空间中描述. 暂且假设量子系统的某个观测量 H (例如系统的哈
密顿量) 的本征值有这无限多个, 而且它们是观分立的、离散的、可列的 2.

H juki = hk juki ; k = 1; 2; � � �

这无穷多个 juki 是正交归一的,
huj juki = ıjk

空间的完备性体现在
1X
k=1

juki hukj = 1 (23)

其中 1 表示单位算子, identity, 可以将它想象为一个无穷维的单位阵.

系统的量子态 j i 可以表示为

j i =

1X
k=1

juki hukj i =

1X
k=1

ck jki ; ck = hukj i (24)

位置表象

至此, 虽然有了无限维 Hilbert 空间的定义, 但是仍然没有回答物理上的问题: 在具体的实验中, 微观粒子在我们
周围的空间中的某个地方表现出特定的现象, 这些现象出现的几率是多少? 这也就是本章开始的时候提出的问
题. 我们需要在位置表象中回答这个问题, 而前面关于 Hilbert 空间的定义和讨论并没有考虑位置表象.

在位置表象中, Hilbert 空间的基向量是位置算子 X 的本征向量 jxi. 这里暂且只考虑一维情形, 就是说, 只关
心在 x 轴上的某个区间内观测到量子现象的几率. 如果用 jxi 来展开量子态 j i, 那么仿照 (24) 式, 有 j i =P
x hxj i jxi. 但是, 需注意到这里的 x 是连续分布的, 于是应该写为X

x

�!

Z
dx

1这里的叙述较为简单, 更详细而严格的讨论见 J. Weidmann, Linear Operators in Hilbert Space. (Springer-Verlag, 1980).
2典型的例子是谐振子的能级.
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j i =

Z +1

�1

dx hxj i jxi

其中 hxj i 是关于 x 的复函数, 令  (x) = hxj i, 这就是通常说的波函数 (wave function).

j i =

Z +1

�1

dx  (x) jxi (25)

关于波函数的解释:

� hxj i 可类比于以前谈到的 h˛i j i, 它们是量子态 j i 在特定的某个表象中的表示, 或者更严格地说, 它们
是在特定的表象中基向量上的坐标或分量. 不同之处在于, 对于离散的基向量 j˛ii, 分量 h˛i j i 易于理解.
而对于连续的基向量 jxi, 所谓的分量 hxj i 暂时缺乏数学上的支持. 这也正是 ‘‘不好” 的 ı 函数的由来.

� 现在设想把测量结果标记在横轴上. 对于有限个测量结果 ai , 它们分布在横轴上的不同位置. 对应于每一个
ai , 有一个复数 h˛i j i. 把这个复数画在纵轴上. 当然, 我们不能在一维数轴上表示复数, 但是可以作这样的
想象. 于是, 就可以看到一些列离散分布的点, 每一个点的 ‘‘坐标” 是 (ai ; h˛i j i). 转而在位置表象中做这
件事. 横轴上的点表示位置 x, 它是位置算子 X 的本征值, 同时也是测量微观粒子的位置所能得到的结果 3.
纵轴上是想象中的复数 hxj i. 由于 x 是连续地从 �1 到 +1 变化, 我们将 ‘‘看到” 一条关于 x 的连续函

数曲线  (x), 也就是波函数的图像. 当然, 如果波函数是实函数 (例如谐振子和氢原子的能量本征函数), 那
么确实可以画出它的函数图像.

� 在有限维情形中, j h˛i j i j2 是得到观测结果 ai 的几率. 在位置表象中, j hxj i j2 是几率幅, j hxj i j2 是几
率密度, j hxj i j2dx 是在 x 的领域 (x; x + dx) 内观测到微观粒子的几率. 在区间 [a; b] 内观测到粒子的几

率是 Z b

a

j (x)j2dx

在整个空间 (目前我们讨论的只是一维空间) 内观测到粒子的几率应该为 1,Z +1

�1

j (x)j2dx = 1

即量子态应该是归一化的. 这便是将 Born 规则应用于位置表象所得到的结论, 即波函数在统计意义上的几
率诠释. 很多时候, 人们把波函数称为几率波, 从约定俗成的意义上说并无不可, 但是, 如同我们再三强调的
那样, 量子系统不能等同于量子现象, 量子态不能等同于几率, 波函数也不是关于几率的函数. 只有针对表
现在经典层面上的观测结果才能说它们的几率分布. 我们说, 波函数无非是量子态在位置表象中的表示, 表
示形式是位置坐标的函数, 之所以被冠以 ‘‘波” 这个称谓, 仅仅是出于历史原因.

� 波函数  (x) 是平方可积函数, 属于 L2 空间. 但是, 平方可积这个条件对于波函数而言还显得不够, 我们还
希望波函数是连续的, 可导的, 甚至无穷可导的, 而且波函数的支撑 (support) 是有限的. 所以, 我们讨论的
波函数实际上属于 L2 空间的一个子空间

4.

既然 jxi 构成了位置表象中的基, 一个自然的问题是, 它的表示形式是什么?

在有限维空间中, 我们也问过这个问题. 例如, 对于 C2 空间, 有两个归一的彼此正交的基向量, 记作 j0i 和 j1i.
虽然我们说过, 追问基向量的表示形式有些不妥 —— 基向量就是用来表示向量的, 但是, 这并不妨碍我们在运算

3这是粗糙的说法. 观测连续分布的变量, 我们不可能得到某个值, 不可能得到 ‘‘点” 事件, 只能观测到某个值的邻域. 不过, 我们不准备再引入有关测度
论的讨论, 于是采用了不严格的描述.

4参看 Cohen-Tannoudji 书 Quantum Mechanics 卷 1, 第二章.
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和推导过程中用具体的形式表示它们. 实际上, 我们把 j i 2 C2 写为 j i = c0 j0i+ c1 j1i, 并进而表示为列向量
j i = ( c0c1 ),

这也就意谓着可以把基向量 j0i 和 j1i 分别表示为 ( 1
0 ) 和 ( 0

1 ).

现在, 考虑位置表象的基向量 jxi. 假设我们已经知道了 j i 在位置表象中的表示形式, 即波函数  (x). 对于给
定的某个 x0, 波函数的函数值是  (x0).  (x0) 来自于 hx0j i. 这是量子态 j i 在基向量 jx0i 上的分量. 不过, 为
了看出 jx0i 的具体形式, 我们从内积的角度来分析: hx0j i 是 jx0i 和 j i 的内积, 在位置表象中, j i 的表示形式
是波函数  (x), 而 jx0i 的表示形式就是我们希望知道的, 设为 fx0(x). 于是有˝

x0
ˇ̌
 

˛
=  (x0) =

Z +1

�1

fx0(x) (x)dx (26)

上式的特点是, 从连续函数  (x) 中挑选出对应于 x0 的函数值  (x0). 因此, fx0(x) 的作用就相对于一个筛子, 非
常理想的但是实际上不存在的筛子, 竟然能滤出某个点上的函数值. 这样的筛子不可能对应于真实的实验仪器,
而且也不能表示为 Hilbert 空间中的函数, 这就是 ı 函数.

fx0(x) = ı(x � x0) (27)

(26) 重写为

 (x0) =

Z +1

�1

 (x)ı(x � x0)dx (28)

注 关于 ı 函数. 首先, 它不是传统意义上的函数, Dirac 引入 ı 函数是为了在统一框架中 (有限维的或连续的
Hilbert 空间) 表示量子态. 现代数学逐步承认了这样一类 ‘‘不好” 的函数, 并把它们成为 distribution. ı 函数的
定义也确实体现了 ‘‘分布” 的意义, 这就是Z +1

�1

f (x)ı(x � x0)dx = f (x0)

ı 函数的性质也是需要借助积分过程才能体现.

ı(�x) = ı(x)

ı(ax) =
1

jaj
ı(x); a 2 R

xı(x � x0) = x0ı(x � x0)Z +1

�1

ı(x � y)ı(x � z)dx = ı(y � z)

ı(x � x0) =
1

2�

Z +1

�1

eik(x�x0)dk

ı 函数可以表示为一些正规函数的渐近形式, 例如, 当 � ! 0 时, 以下函数渐近地趋于 ı 函数.
1
p
��
e�x2/�2 ;

1

2�
e�jxj/�;

1

�

�

x2 + �2

1

�

sin x
�

x
;

�

�

sin2 x
�

x2

以上讨论说明, 位置表象的基向量 jxi 可以表示为 ı 函数. 基向量的正交归一性可以写为ˇ̌
x0

˛
 ! ı(x � x0);

ˇ̌
x00

˛
 ! ı(x � x00)
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˝
x0

ˇ̌
x00

˛
=

Z +1

�1

ı(x � x0)ı(x � x00)dx = ı(x0
� x00)

ı 函数不是平方可积的函数, 不属于 L2 空间.

Hilbert 空间完备性的表示

有两种表示形式.

用可列的基向量表示

X
k

juki hukj = 1 (29)

用连续的基向量表示 (位置表象)Z +1

�1

jxi hxj dx = 1 (30)

考虑在位置表象中表示 juki 的正交归一性.
uk(x) = hxjuki

juki 的正交归一性写为 ˝
uj

ˇ̌
uk

˛
=

Z +1

�1

u�
j (x)uk(x)dx = ıjk (31)

再来在位置表象中表示 (29), 先用 juki 展开 j i,

j i =
X
j

cj
ˇ̌
uj

˛
; cj =

˝
uj

ˇ̌
 

˛
在位置表象中, 上式写为

 (x) =
X
j

cjuj (x)

=
X
j

h Z +1

�1

u�
j (x

0) (x0)dx0
i
uj (x)

=

Z +1

�1

h X
j

u�
j (x

0)uj (x)
i
 (x0)dx0

而我们又知道

 (x) =

Z +1

�1

 (x0)ı(x � x0)dx0

所以有 X
j

u�
j (x

0)uj (x) = ı(x � x0)

这就是在位置表象中 juki 的完备性.

也可以换一种看法. 考虑
P
j juki hukj 的 ‘‘第 x0 行第 x00 列的矩阵元”, 这就是˝

x0
ˇ̌� X

k

juki hukj
�ˇ̌
x00

˛
=

X
k

u�
k(x

00)uk(x
0)
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而另一方面, 将
P
j juki hukj = 1 在位置表象中表示, 即˝

x0
ˇ̌� X

k

juki hukj
�ˇ̌
x00

˛
=

˝
x0

ˇ̌
1
ˇ̌
x00

˛
=

˝
x0

ˇ̌
x00

˛
= ı(x0

� x00)

于是得到 X
k

u�
k(x

00)uk(x
0) = ı(x0

� x00)

我们还可以把 (30) 式在离散基向量 juki 上表示, 这就相当于写出
R +1

�1
jxi hxj dx 的第 j 行第 k 列的矩阵元,

˝
uj

ˇ̌� Z +1

�1

jxi hxj dx
�ˇ̌
uk

˛
=

Z +1

�1

u�
j (x)uk(x)dx = ıjk

这就是 (31) 式.

动量表象

动量是平移变换的生成元. 考虑简单的一维情形, 我们要说明, 动量可以表示为微分算子 �i„ @
@x

.

将某个函数 f (x) 沿 x 方向向右平移一端距离 a. 设平移后的函数是 g(x).

如同在讨论旋转变换的时候说的那样, 首先需要明确变换的对象是什么. 针对不同的对象, 变换有不同的表示. 目
前我们希望知道的是空间平移变换如何改变函数的形式, 而容易知道的是平移变换如何改变了一维空间中各个点
的坐标, 这就是

x �! x + a

其中 a 是平移量. 把这个变换记作 T, 上面的变换就是

x �! x0 = Tx = x + a

一个显然的事实是 f (x) = g(x0), 这也就是
f (x) = g(Tx)

可以将上式中的 x 替换为 T�1x, 这里 T�1 是变换平移变换 T 的逆变换, T �1x = x � a.

f (T�1x) = f (x � a) = g(x)

简单地说, 将函数 f (x) 中的自变量 x 代之以 x � a, 就得到了平移后的函数表达式 g(x).

现在考虑无穷小变换, 令 a! 0, 在某个点 x0 附近展开 g(x0),

g(x0) = f (x0) � a
df

dx

ˇ̌̌
x0

+ � � �

这表明, 对于函数而言, 平移变换的生成元是 � d
dx

. 有限大小的针对函数的平移变换可以表示为

T (a) = e�a d
dx

f (x) �! g(x) = T (a)f (x)
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稍后会看到, 微分算子 � d
dx
不是厄密算子, 乘以 i 以后成为一个厄密算子, 令

Px = �i„
d

dx

对函数的平移变换表示为

T (a) = e�a d
dx = e�iaPx/„

动量是平移变换的生成元

动量作为力学量, 表示为厄密算子

9>=>; H) Px  ! �i„
@

@x
(32)

这时动量算子在位置表象中的表示.

动量的本征方程 (以下暂时省略下标 x)
P jpi = p jpi

在动量表象中, 动量的本征态满足正交归一性和完备性,˝
p0

ˇ̌
p00

˛
= ı(p0

� p00)Z +1

�1

dp jpi hpj = 1

与位置表象类似, 对于任意的量子态 j i, 可以表示为

j i =

Z +1

�1

dp hpj i jpi

令 '(p) = hpj i, 这是量子态在动量表象中的表示, 或者说, 这是动量空间波函数.

对量子态的空间平移变换

j i �!
ˇ̌
 0

˛
= T (a) j i = e�iaP/„

j i

在位置表象中的表示

hxj i �!
˝
x

ˇ̌
 0

˛
= hxje�iaP/„

j i (33)

平移后的波函数的具体形式一定是 5

 0(x) =  (x � a) (34)

为了说明这一点, 先考虑 hxjP j i. 最直接的做法是, 在位置表象中, 量子态表示为波函数  (x), 动量算子表示为
�i„ d

dx
, 所以有

hxjP j i = �i„
d (x)

dx

进而有

hxjP n
j i = (�i„)n

dn (x)

dxn

于是

hxje�iaP/„
j i = hxj

�
1 +
�ia

„
P +

1

2!

�
�ia

„

�2

P 2 + � � �

�
j i

=  (x) + (�a)
d (x)

dx
+

(�a)2

2!

d 2 (x)

dx2
+ � � �

5如果考虑以前得到的 hq0j eiq00P = hq0 + q00j, 那么有 hxj e�iaP/„ = hx � aj, 立即可以得到
˝
x

ˇ̌
e�iaP/„j 

˛
=  (x � a).
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=  (x � a) (35)

在得到 (32) 式的推导过程中, 是从有限大小的酉变换出发, 通过考虑无穷小变换提炼出生成元. 而 (35) 式的过
程则是相反的, 从生成元出发实现有限大小的酉变换.

还可以这样考虑 hxjP j i,

hxjP j i =

Z +1

�1

dp hxjP jpi hpj i =

Z +1

�1

p hxjpi'(p)dp (36)

这涉及位置表象和动量表象之间的变换.

又可以这样,

hxjP j i =

Z +1

�1

˝
x

ˇ̌
P

ˇ̌
x0

˛ ˝
x0

ˇ̌
 

˛
dx0 =

Z +1

�1

˝
x

ˇ̌
P

ˇ̌
x0

˛
 (x0)dx0

这相当于考虑在位置表象中 P 的 ‘‘第 x 行第 x0 列的矩阵元”.

P =

Z
p jpi hpj dp

Z +1

�1

˝
x

ˇ̌
P

ˇ̌
x0

˛
 (x0)dx0 =

Z +1

�1

�Z +1

�1

p hxjpi
˝
p

ˇ̌
x0

˛
dp

�
 (x0)dx0 (37)

还是涉及表象的变换.

位置表象和动量表象之间的变换

考虑动量的本征态在位置表象中的函数形式, 也就是要计算 hxjpi, 记作 vp(x).

P
ˇ̌
p0

˛
= p0

ˇ̌
p0

˛
˝
x

ˇ̌
P

ˇ̌
p0

˛
= p0

˝
x

ˇ̌
p0

˛
* hxjP j i = �i„

d (x)

dx

)
˝
x

ˇ̌
P

ˇ̌
p0

˛
= �i„

dvp0(x)

dx
= p0vp0(x)

vp0(x) = Ceip
0x/„

其中 C 是归一化尝试, 稍后确定. 对 vp0(x) 的解释:

� 它是 jp0i 在位置表象中的表示.

� 此时 p0 是固定的, vp0(x) 是 x 的函数.

� vp0(x) 的形式是平面波, 波矢 k0 = p0

„
, 是固定的. 平面波不是平方可积的, 与 ı 函数一样, 不属于通常的可

分的 Hilbert 空间. 它们的价值体现在分析和计算过程中, 分析和计算的结果应该有明确物理意义.

将 vp0(x) 归一, 计算常数 C . 如果直接写 jvp0(x)j2 = jC j2 并做积分, 那么得到分散的结果.

利用 jxi 的正交归一性和 jpi 的完备性,

ı(x0
� x00) =

˝
x0

ˇ̌
x00

˛
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=

Z +1

�1

dp0
˝
x0

ˇ̌
p0

˛ ˝
p0

ˇ̌
x00

˛
=

Z +1

�1

dp0
jC j2 exp

h ip0(x0 � x00)

„

i
= 2�„jC j2ı(x � x00)

选择 C 为正实数, C = 1
p
2�„

, 有

vp0(x) =
˝
x

ˇ̌
p0

˛
=

1
p
2�„

eip
0x/„

复共轭给出 hp0jxi, ˝
p0

ˇ̌
x

˛
=

1
p
2�„

e�ip0x/„

现在可以看到, 量子态 j i 在位置表象和动量表象中的两种表示形式  (x) 和 '(p) 之间的联系是 Fourier 变换,

j i =

Z
dx hxj i jxi =

Z
dx  (x) jxi

=

Z
dx

Z
dp  (x) jpi hpjxi

=
1

p
2�„

Z
dp

�Z
dx  (x)e�ipx/„

�
jpi

=
1

p
2�„

Z
dp '(p) jpi

即

'(p) =
1

p
2�„

Z +1

�1

dx  (x)e�ipx/„

反过来, 有

 (x) =
1

p
2�„

Z +1

�1

dp '(p)eipx/„

再回头看 (36) 和 (37) 式. 在 (36) 中,

hxjP j i =

Z +1

�1

p hxjpi'(p)dp

=
1

p
2�„

Z +1

�1

peipx/„'(p)dp

=
�i„
p
2�„

d

dx

Z +1

�1

'(p) eipx/„dp

= � i„
d (x)

dx

在 (37) 中, 所谓的 P 的 ‘‘矩阵元”, Z +1

�1

p hxjpi
˝
p

ˇ̌
x0

˛
dp

=
1

2�„

Z +1

�1

peip(x�x0)/„ dp
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=
�i„

2�„

d

dx

Z +1

�1

eip(x�x0)/„ dp

= � i„
d

dx
ı(x � x0)

这涉及到对 ı 函数的求导, 不易处理.

对易子

[X;Px] = i„

期望值

h jX j i =

Z
x �(x) (x)dx

h jPxj i = �i„

Z
 �(x)

d (x)

dx

h jP 2
x j i = �„

2

Z
 �(x)

d 2 (x)

dx2

厄密性. 证明 �i d
dx
是厄密算子 (令 „ = 1).

证明 h'jPxj i = h jPxj'i
�

h'jPxj i = �i

Z
'�(x)

d (x)

dx
dx = i

Z
 (x)

d'�(x)

dx

h jPxj'i = �i

Z
 �(x)

d'(x)

dx

Gauss 波包
 G(x) =

1

(2��2)1/4
exp

n
�
x2

4�2

o
在 Gauss 波包中的期望值

h G jX j Gi = h G jPxj Gi = 0

h G jX
2
j Gi = �2

h G jP
2
x j Gi =

„2

4�2

不确定关系, 谐振子的基态满足最小不确定关系.

平移变换作用于位置算子

e�iaPx/„XeiaPx/„

=X +
�
�ia

„

�
[Px; X ]

=X � a1

如果我们不用 Baker-Hausdorff 公式, 那么我们需要用到如下两个事实或条件,
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� X 的本征向量 jxi 在空间平移变换下以如下方式变换,

jxi �! e�iaPx/„
jxi = jx + ai

这是因为 (回顾 (33) 和 (34) 两式),

hxjeiaPx/„
j i =  (x + a) = hx + aj iw�

hxj eiaPx/„ = hx + aj ; or e�iaPx/„
jxi = jx + ai

� X 的本征值在空间平移变换下是不变的, 即

X 0
ˇ̌
x0

˛
= x

ˇ̌
x0

˛
:

这里, X 0 的形式是未知的, 但是 x0 却是知道的, 即 jx0i = jx + ai.

X 0
jx + ai = x jx + ai :

于是问题变为, 怎样形式的向量算子 X 0 能够满足上式? 可以直接看出

(X � a) jx + ai = (x + a) jx + ai � a jx + ai = x jx + ai :

也就是说

X 0 = X � a1

推广到三维运动

位置表象中的基

jxi ˝ jyi ˝ jzi

选择不同的坐标系: 直角坐标系, 柱坐标系, 球坐标系等等.


