
第七章 粒子在位置空间中的运动 IV

几率流密度矢量

三维位置空间的基向量是 jri,满足正交归一关系

hrjr 0
i = ı3(r � r 0)

以及完备性的表示 Z
全空间

jrihrj d3r = 1

在直角坐标系中,有

jri = jx; y; ´i = jxi ˝ jyi ˝ j´i

量子态 j i在位置表象中被表示为波函数

hrj i =  (r) =  (x; y; ´)

动量算子 P = (Px ; Py ; P´),在位置表象中表示为

P �! �i„r

Px = �i„
@

@x
; Py = �i„

@

@y
; P´ = �i„

@

@´

P的三个分量是彼此对易的. 与位置算子R = (X; Y;Z)的对易关系

[Rj ; Pk ] = i„1ıj;k

Schrödinger方程

i„
@Ψ(r; t)

@t
=

�
�

„2

2m
r

2 + V (r; t)

�
Ψ(r; t)

设 t 时刻量子系统的波函数是Ψ(r; t). 几率密度为 jΨ(r; t)j2. 在全空间的积分等于 1,Z
jΨ(r; t)j2d3r = 1

即量子态的归一化. 粒子在三维空间R3中的某个体积 � 中被观测到的几率是
R

�
jΨ(r; t)j2d3r .

假设势能不随时间变化,考虑这个几率随时间的变化率,

@

@t

Z
�

Ψ�Ψd3r =

Z
�

�
Ψ� @Ψ

@t
+Ψ

@Ψ�

@t

�
d3r

=
i„

2m

Z
�

�
Ψ�

r
2 � Ψr

2Ψ�
�
d3r

=
i„

2m

Z
�

r �
�
Ψ�

rΨ � ΨrΨ�
�
d3r:
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因为体积 � 是任意的,于是有
@

@t
jΨ(r; t)j2 + r � J(r; t) = 0 (1)

其中

J(r; t) = �
i„

2m

�
Ψ�

rΨ � ΨrΨ�
�
=

„

m
Im

�
Ψ�

rΨ
�
: (2)

J 是几率流矢量.

体积 � 的表面记作 � ,
@

@t

Z
�

jΨ(r; t)j2d3r = �

—
�

J(r; t) � ds:

即,粒子在空间区域 � 中被探测到的几率随时间的减少率等于单位时间内粒子穿过区域的表面 � 流出该区域的流量.

可以把几率流矢量表示为 “速度”的形式. 令

V =
P
m

= �
i„

m
r:

J 可以写为

J(r; t) = Re
�
Ψ�(r; t)VΨ(r; t)

�
(3)

在以前 (Chapter 7-2)讨论过的一维阶梯势中,粒子的散射几率和透射几率实际上是几率流的比值.

入射波函数  in(x) = A1e
ik1x

反射波函数  r(x) = A0
1e

�ik1x

透射波函数  t (x) = A2e
ik2x

相应的几率流密度是

Jin � jA1j
2k1; Jr � jA0

1j
2k1; Jt � jA2j

2k2

反射几率和透射几率分别是

R =
jA0

1j2

jA1j2
; T =

k2jA2j2

k1jA1j2

考虑带电粒子在电磁场中的哈密顿量. 在经典情形下,哈密顿量是

H =
1

2m

h
p � qA(r; t)

i2
+ q�(r; t)

其中 q是粒子的带电量, �是电场的电势, A是磁场的矢量势. p是正则动量,机械动量是

mv = p � qA(r)

在量子情形中,将各个力学量视作算子,哈密顿量是

H =
1

2m

h
P � qA(R; t)

i2
+ q�(R; t)

=
1

2m

h
P 2 + q2A2

� qP � A � qA � P
i
+ q�(R; t)

为了化简上式,注意到

A � P � P � A
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=[Ax ; Px ] + [Ay ; Py ] + [A´; P´]

=i„
@Ax

@x
+ i„

@Ay

@y
+ i„

@A´

@´
= i„r � A (4)

在这里, A � P � P � A的结果实际上是 (i„r � A)1,其中 r � A不再是一个算子,而是关于向

量函数A的散度.

接着可以把 A � P + P � A表示为

A � P + P � A = 2A � P � i„r � A

将它代入哈密顿量的表达式,并在位置表象中表示,有

H = �
„2

2m
r

2 +
i„q

m
A � r +

i„q

2m
r � A +

q2A2

2m
+ q�

注意到上式中的 r � A在位置表象中具有函数的形式,而不是算子.

重新计算空间区域 � 内的几率随时间的变化率,

@

@t

Z
�

jΨ(r; t)j2d3r

=
1

i„

Z
�

Ψ�

�
�

„2

2m
r

2Ψ+
i„q

m
A � rΨ+

i„q

2m
(r � A)Ψ +

q2A2

2m
Ψ+ q�Ψ

�
d3r

�
1

i„

Z
�

Ψ

�
�

„2

2m
r

2Ψ�
�
i„q

m
A � rΨ�

�
i„q

2m
(r � A)Ψ� +

q2A2

2m
Ψ� + q�Ψ�

�
d3r

=
1

i„

�
�

„2

2m

� Z
�

�
Ψ�

r
2Ψ � Ψr

2Ψ�
�
d3r

+
1

i„

�
i„q

m

� Z
�

�
Ψ� A � rΨ+Ψ A � rΨ�

�
d3r +

1

i„

�
i„q

2m

� Z
�

�
Ψ�(r � A)Ψ + Ψ(r � A)Ψ�

�
d3r

=
i„

2m

Z
�

r �
�
Ψ�

rΨ � ΨrΨ�
�
d3r +

q

m

Z
�

r �
�
Ψ�AΨ

�
d3r

Let J = �
i„

2m

�
Ψ�rΨ � ΨrΨ�

�
� Ψ� qA

m
Ψ

= �

Z
�

r � Jd3r = �

—
�

J � ds

由此得到与 (1)相同的结果
@

@t
jΨ(r; t)j2 + r � J(r; t) (5)

差别在于 J 的定义有所不同. (5)中的几率流矢量是

J = �
i„

2m

�
Ψ�

rΨ � ΨrΨ�
�

� Ψ� qA

m
Ψ (6)

与 (1)相比,多了一项 �Ψ� qA
m
Ψ. 不过,它们都可以用速度算子表示. 对于在电磁场的带电粒子,定义它的速度算子

V =
机械动量

m
=

P � qA
m

(6)式可以写为

J = Re[Ψ�(r; t)VΨ(r; t)]

与 (3)式是一致的.
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球坐标与球谐函数

在位置表象中,可以根据实际情况选用不同的坐标系.

如果选用直角坐标系,那么将动量算子表示为

P �! �i„r = �i„
�

@
@x

@
@y

@
@´

�
动能算子

P 2

2m
�! �

„2

2m

�
@2

@x2
+

@2

@y2
+
@2

@´2

�
如果势能 V (R) ! V (r)碰巧是可以变量分离的,即

V (r) = V (x) + V (y) + V (´)

那么哈密顿量可以表示为

H =
P 2

2m
+ V (R) = Hx +Hy +H´

Hx =
P 2

x

2m
+ V (X); Hy =

P 2
y

2m
+ V (Y ); H´ =

P 2
´

2m
+ V (Z)

于是三维问题简化为三个一维问题. 哈密顿量的本征波函数可以表示为

 (r) =  (x) (y) (´) (7)

例如,三维各向同性谐振子,

H =
P 2

2m
+

1

2
m!2R2 =

P 2

2m
+

1

2
m!2

�
X2 + Y 2 +Z2

�
能级

Enx ;ny ;n´
=

�
n+

1

2

�
„!; n = nx + ny + n´; nx ; ny ; n´ = 0; 1; � � �

H 的本征态需要用三个量子数 nx , ny 和 n´表示.

jnx ; ny ; n´i = jnxi ˝ jnyi ˝ jn´i

基态没有简并,激发态有简并. 例如,第一激发态, n = 1,三重简并.

如果势能 V (r)不可以在三个正交的方向上进行变量分离,那么哈密顿量的本征函数就不能写为 (7)式的形式,定态

Schrödinger方程未必有解析解.

但是,如果势能是中心对称的,那么就应该选用球坐标. 直角坐标与球坐标的关系如下,

x = r sin � cos�

y = r sin � sin�

´ = r cos �

从图 1中可以看出两种坐标系中基向量之间的关系.

er = sin � cos� ex + sin � cos� ey + cos � e´
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7.3 Orbital Angular Momentum 167

Fig. 7.1 Rectangular and spherical coordinates, showing unit vectors in both systems [see
Eq. (7.24)].

where the unit vectors of the spherical coordinate system are given by

êr = sin θ cosφ êx + sin θ sinφ êy + cos θ êz , (7.26a)

êθ = cos θ cosφ êx + cos θ sinφ êy − sin θ êz , (7.26b)

êφ = − sinφ êx + cosφ êy , (7.26c)

in terms of the unit vectors of the rectangular system. The orbital angular

momentum operator then has the form

L = rêr × (−i�∇)

= (−i�)

[
êφ

∂

∂θ
− êθ 1

sin θ

∂

∂φ

]
. (7.27)

As in the calculation of Sec. 7.1, we shall seek the eigenvectors of the two

commuting operators L2 = L·L and Lz, where

Lz = êz·L = −i�
∂

∂φ
. (7.28)

In evaluating L·L we must remember that the unit vectors êθ and êφ are

not constant, and so the action of the differential operators on them must be

included. The result can be written as

L2 = L·L = −�2
[
1

sin θ

∂

∂θ
(sin θ

∂

∂θ
) +

1

(sin θ)2
∂2

∂φ2

]
. (7.29)

图 1

e� = cos � cos� ex + cos � sin� ey � sin � e´

e� = � sin� ex + cos� ey

在球坐标中,

r = er

@

@r
+ e�

1

r

@

@�
+ e�

1

r sin �
@

@�
(8)

接着写出 r2在球坐标中的形式

r
2 =

1

r2
@

@r

�
r2
@

@r

�
+

1

r2 sin �
@

@�

�
sin �

@

@�

�
+

1

(r sin �)2
@2

@�2

算子 r2由两部分组成.径向部分是
1

r2
@

@r

�
r2
@

@r

�
对于角向部分,我们令

L2 = �„
2

�
1

sin �
@

@�

�
sin �

@

@�

�
+

1

sin2 �

@2

@�2

�
(9)

于是,

r
2 =

1

r2
@

@r

�
r2
@

@r

�
�

1

r2
L2

„2
(10)

这里,并没有立即指出 L是轨道角动量. 下面,专门讨论一下轨道角动量,我们将看到, (9)式确实是轨道角动量算子 L的

平方在位置表象中的表示.

轨道角动量

直接来自于经典力学的类比,

L = R � P

在直角坐标系中

Lx = YP´ �ZPy ; � � �
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有对易关系

[Lx ; Ly ] = i„L´; � � �

简写为

L � L = i„L

注意其它对易关系,如 [Li ; Rj ], [Li ; Pj ].

再注意到

[L2; Lx ] = [L2; Ly ] = [L2; L´] = 0

因此,可以考虑 (L2; L´)的共同本征函数.

在球坐标中表示 L.

L = rer � (�i„r) = (�i„)

�
e�

@

@�
� e�

1

sin �
@

@�

�
继续写出各个分量.

L´ = �i„(e´ � e�)
@

@�
+ i„(e´ � e� )

1

sin �
@

@�
= �i„

@

@�
: (11)

类似地,

Lx = �i„

�
� sin�

@

@�
� cot � cos�

@

@�

�
;

Ly = �i„

�
cos�

@

@�
� cot � sin�

@

@�

�
:

然后,根据上述形式,写出 L2
x , L2

y 和 L2
´的表达式,最后给出

L2 = �„
2

�
1

sin �
@

@�

�
sin �

@

@�

�
+

1

sin2 �

@2

@�2

�
(12)

与 (9)一致,也就是说, r2的角向部分与 L2有关.

球谐函数 将 L2和 L´的本征方程表示为

L2
j`;mi = `(`+ 1)„2

j`;mi ;

L´ j`;mi = m„ j`;mi :

L2是（半）正定算子,所以 ` > 0,除此以外,目前尚不知道 `和m应该满足怎样的条件.

在位置表象中,采用球坐标, j`;mi被表示为波函数 Y`;m(�; �),称为球谐函数,可以记作 h�; �j`;mi = Y`;m(�; �).

在位置表象中,角动量平方算子 L2的形式已经由 (12)式给出,角动量 ´方向的分量 L´的形式是 L´ = �i„ @
@�

.

考察 (12),可以看到,在求解 L2的本征函数的时候,可以进行变量分离,球谐函数 Y (�; �)可以分解为 � 的函数 Θ(�)和

�的函数 Φ(�)的乘积形式,即 Y (�; �) = Θ(�)Φ(�). 其中 Φ(�)可以通过求解 L´的本征函数得到.

� i„
@Φ(�)

@�
= m„Φ(�) H) Φ(�) = eim� (13)

再考虑 L2的本征方程

�„
2

�
1

sin �
@

@�

�
sin �

@Θ(�)

@�

��
eim� +

m2„2

sin2 �
Θ(�)eim� = `(`+ 1)„2Θ(�)eim�
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其中用到了 @2

@�2 e
im� = �m2eim� . 于是Θ(�)由如下方程确定,

sin �
@

@�

�
sin �

@

@�

�
Θ(�) +

�
`(`+ 1) sin2 � �m2

�
Θ(�) = 0: (14)

Y (�; �)的 � 部分 Θ(�)满足的方程 (14)被称为缔合 Legendre方程 (associated Legendre equation). 它的解记作

P`;m(cos �),所以

Y (�; �) = eim�P`;m(cos �) �归一化因子:

至此,还没有涉及 `和m的任何限制条件,下面来讨论这个问题.

如果要求波函数是单值的,那么,绕 ´的 2� 角度的旋转应该给出相同形式的波函数,

Y (�; � + 2�) = Y (�; �) H) m一定是整数.

再根据数理方程理论中关于缔合 Legendre方程的讨论,当 � = 0或 � = � 的时候, P`;m(cos �)可能是奇异函数. 如果

我们希望 Y (�; �)作为波函数不是奇异的,那么就有条件:

`是非负整数,并且 ` > jmj:

于是 `和m就必须满足

`是非负整数;

当 `一定的时候,m = �`;�`+ 1; � � � ; ` � 1; `:

Y`;m(�; �)的最终形式是

Y`;m(�; �) = (�1)(m+jmj)/2

�
(2`+ 1)(` � jmj)!

4�(`+ jmj)!

�1/2

eim� P`;jmj(cos �): (15)

几点说明:

• 这里出现的 P`;m(u) (m > 0, u 2 [�1; 1])是缔合 Legendre函数,它来自于 Legendre多项式 P`(u),

P`(u) = (2``!)�1

�
d

du

�`

(u2 � 1)`;

P`;m(u) = (1 � u2)m/2

�
d

du

�m

P`(u):

• Y`;˙m有如下关系,

Y`;�m(�; �) = (�1)m
�
Y`;m(�; �)

��

这个关系满足以后提到用升降算子作用后的结果.

• Y`;m的表达式中出现了与m有关的正负号 (�1)
m+jmj

2 ,也就是说,当m > 0时,有正负号的变化 (�1)m,而当m < 0

时,只能是正号. 这个相位差存在的合理性将体现在关于角动量理论的一般性讨论中.

• 正交归一关系 Z 2�

0

Z �

0

�
Y`;m(�; �)

��
Y`0;m0(�; �) sin � d� d� = ı`;`0ım;m0 :

考虑形如
p

sin � ei�/2 (未归一)的函数. 虽然它满足方程 (13)和 (14) (` = m = 1
2

),并且在空间的任意点都是有界的,但

是它不能作为轨道角动量的本征函数. 以后我们将讨论关于角动量的升降算子,会发现在升降算子的作用下,如此形式

的函数是不能作为波函数的.
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还可以从另一个角度考虑 L´的量子数m必须为整数. 在直角坐标系中,

L´ = XPy � YPx

进行如下正则变换 (暂且设 „ = 1),

X1 =
X + Py

p
2

; X2 =
X � Py

p
2

P1 =
Px � Y

p
2

; P1 =
Px + Y

p
2

对易关系

[X1;X2] = [P1;P2] = 0; [Xj ;Pk ] = iıj;k

变换后, L´表示为

L´ =
1

2
(P2

1 + X 2
1 ) �

1

2
(P2

2 + X 2
2 )

这是两个谐振子的哈密顿量的相减,

L´ � H1 �H2:

其中H1和H2是两个不同的谐振子的 Hamilton量. 而谐振子的 Hamilton量的本征值是整数,相减之后仍然是整数.

所以, L´的本征值只能是整数 („的整数倍).

球谐函数的宇称 空间反射变换, r ! �r ,用求坐标表示,

r �! r; � �! � � �; � �! � + �

在这个变换下,

eim�
�! (�1)meim� ; P`m(cos �) �! (�1)`+mP`m(cos �)

所以

Y`;m(�; �) �! (�1)`Y`;m(�; �)

也就是说,球谐函数的宇称是 (�1)`.

实形式的球谐函数 还可以定义球谐函数的实形式.

Y r
`;m =

†
ip
2

�
Y`;m � (�1)mY`;�m

�
ifm < 0

Y`;0 ifm = 0

1p
2

�
Y`;�m + (�1)mY`;m

�
ifm > 0

=

†
ip
2

�
Y`;�jmj � (�1)mY`;jmj

�
ifm < 0

Y`;0 ifm = 0

1p
2

�
Y`;�jmj + (�1)mY`;jmj

�
ifm > 0

=

†
p
2(�1)mIm

�
Y`;jmj

�
ifm < 0

Y`;0 ifm = 0
p
2(�1)mRe

�
Y`;m

�
ifm > 0

实形式的球谐函数同样具有正交归一性. m > 0 (m < 0)的实形式球谐函数又被称为余弦 (正弦)类型的球谐函数. 在量

子化学中经常用到实形式的球谐函数.
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径向动量

在经典力学中,我们可以把动能表示为
p2

r

2m
+

L2

2mr2
; pr =

r � p

r

其中的 pr 被称作径向动量.

类比到量子情形,定义

Pr =
1

2

�
1

R
(R � P) + (P � R)

1

R

�
在位置表象中, �

1

R
(R � P)

�
f (x; y; ´) = �i„

�
1

r

�
x
@

@x
+ y

@

@y
+ ´

@

@´

��
f (x; y; ´) = �i„

1

r
r � rf

�
(P � R)

1

R

�
f (x; y; ´) = �i„

��
@

@x
x +

@

@y
y +

@

@´
´

�
1

r

�
f (x; y; ´)

= �i„

�
@

@x

�
xf

r

�
+

@

@y

�
yf

r

�
+
@

@´

�
´f

r

��

= �i„

�
2f

r
+

1

r
r � rf

�
所以 Pr 可以表示为

Pr = �i„

�
r � r +

1

r

�
= �i„

�
@

@r
+

1

r

�
注意,上述 Pr 是厄密的,但是 �i„ @

@r
却不是厄密的.

计算径向动量算子的平方,

P 2
r = �„

2

�
@

@r
+

1

r

�2

= �„
2

�
@2

@r2
+

2

r

@

@r

�
这个结果又可以写为

P 2
r = �„

2 1

r2
@

@r

�
r2
@

@r

�
与 (10)式中的径向部分比较之后,可以把哈密顿量中的动能项表示为

P 2

2m
=
P 2

r

2m
+

L2

2mr2

可以把上式看作径向动能和角向动能的和. 在经典力学中有相同的处理过程.

中心对称势场

只考虑 Schrödinger方程的空间部分. 回顾 r2在球坐标中的形式,写出 Schrödinger方程的空间部分,

�
„2

2m

1

r2
@

@r

�
r2
@

@r

�
 (r) +

L2

2mr2
 (r) + V (r) (r) = E (r): (16)

下面,设势能 V (r)是球对称的势能,即 V = V (r).
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对 (16)式进行变量分离,令

 (r) =径向部分 �角向部分

径向部分仅仅是 r 的函数,记作 R(r). 而角向部分实际上就是 L2和 L´的共同本征函数,即球谐函数 Y` m(�; �). 将径向

波函数 R(r)表示为 R(r) = u(r)
r

,代入 (16)式,有

�
„2

2m

d2u(r)

dr2
+

�
`(`+ 1)„2

2mr2
+ V (r)

�
u(r) = Eu(r): (17)

变换R(r) = u(r)
r
的好处在于,变换后的径向方程 (17)就像是描述粒子在一维空间中的运动 (r 从 0到+1),所处的势能

是

Veff(r) = V (r) +
`(`+ 1)„2

2mr2
: (18)

这被称为有效势能.

因此,在中心对称势场中,粒子的波函数有如下形式

 (r) = R(r)Y`;m(�; �) = ru(r)Y`;m(�; �)

径向部分波函数 R(r)由径向方程 (17)决定. 该方程同时也确定了粒子的能量本征值. 可以看到,能量本征值是有可能

与角动量量子数 `有关,虽然在即将讨论的氢原子问题中能量本征值不依赖与 `. 不过,可以肯定的是,能量本征值不会

与 L´ 的量子数 m有关,即关于 m一定是简并的. 至于能级是离散的还是连续的,则取决于系统的能量以及有效势能

Veff(r)的具体形式.

继续关注方程 (17),需要设定边界条件. 当 r ! +1时,自然认为 u(r) ! 0. 当 r ! 0时,设定边界条件为

u(r)
r!0

����! 0: (19)

稍后讨论上述边界条件. 归一化条件 Z 1

0

ju(r)j2 dr = 1:

波函数的角分布

球对称势场的本征函数的形式是  (r; �; �) = R(r)Y`;m(�; �). 在距离原点 r ,方向 (�; �)的点的邻域内探测到粒子的几

率等于

j (r; �; �)j2 r2 dr dΩ = r2jR(r)j2 dr jY`;m(�; �)j2 dΩ

如果考虑与原点的距离为 r 的非常薄的球壳内粒子的分布几率,那么就只需要关注 jY`;m(�; �)j2,这就是波函数的角分

布.

在方向 (�; �)上,角向几率密度为 jY`;m(�; �)j2. 由于球谐函数中的角度 � 出现在 eim� 中,所以 jY`;m(�; �)j2与 � 无关,

或者说, jY`;m(�; �)j2关于 ´轴是旋转对称的. 图 2描绘的是几个低阶球谐函数几率密度的平面图形. 三维图形如图 3所

示. 注意到几率密度 jY1;1j2和 jY1;�1j2的图像是相同的,因为 Y1;�1 = (�1)1Y �
1;1.

还可以描绘实形式球谐函数的几率密度 jY r
`;m

j2,如图 4所示.

关于 r ! 0时的边界条件

之所以要分析 r ! 0时的边界条件,根本原因在于引入了球坐标.

10



图 2

图 3: 左图 jY1;0j2 右图 jY1;˙1j2

图 4:左图, jY r
0;0j2. 中图, jY r

1;0j2和 jY r
1;˙1j2. 右图, jY r

2;0j2.
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动能算符或动量算符在位置表象的直角坐标系中的形式是很简单的,不存在奇点. 而在球坐标中,微分算子 r 中含有 1
r

.

于是 r = 0就是一个奇点. 我们需要分析 r ! 0时波函数的行为,即边界条件.

最简单而直观的看法是,当 r ! 0时,波函数的径向部分 jR(r)j不能趋于无穷大. 但是,这个要求过于严格了. 只要在原

点的邻域内 (记作 �0,简单地把 �0看作一个半径为 r0的很小的球),对波函数的模的平方的积分是有限值就可以了,即Z
�0

j (r)j2 d3r =

Z r0

0

r2jR(r)j2 dr < +1: (20)

这里,我们依然假设势能是球对称的,波函数  (r)的角向部分是球谐函数,球谐函数的归一性使得对角度的积分 (实际

上是对立体角的积分)为 1,只剩下对径向坐标 r 的积分.

我们说,条件 (20)是球坐标中波函数在原点附近应该满足的基本要求.

然而,这个基本要求并不具有很好的实用性. 我们并不能一开始就知道 R(r)的具体的函数形式, R(r)是求解的对象. 而

在求解的过程中,我们需要用到 r ! 0时的边界条件,所以,我们必须预先设定这个边界条件.

通常有如下设定:

r jR(r)j
r!0

����! 0; 或者 ju(r)j
r!0

����! 0: (21)

这里 u(r) = rR(r).

显然,条件 (21)比条件 (20)更为严格.

基本要求

在原点的邻域 �0内几率有限.Z
�0

j (r)j2 d3r =

Z r0

0

r2jR(r)j2 dr < +1:

实用条件

径向波函数

r jR(r)j
r!0

����! 0; 或者 ju(r)j
r!0

����! 0:

现在来看看实用条件 (21)的具体体现. 当 r ! 0时,设径向波函数 R(r)的渐近行为是

R(r)
r!0

����!
f (r)

r˛

其中 f (r)是 r 的多项式,且 f (0) ¤ 0.这一渐近形式具有一般性. 用 u(r)表示这个渐近形式,

u(r)
r!0

����!
f (r)

r˛�1

实用条件 (21)要求 u(r)
r!0

����! 0,这意味着

u(r)
r!0

����!
f (r)
r˛�1 ; f (0) ¤ 0

u(r)
r!0

����! 0

�

H) ˛ < 1 (22)

由于 f (r)被设为 r 的多项式,且 f (0)有非零的有限大小的值,因此,当 ˛ 2 (0; 1)时 f (r)
r˛ 在 r ! 0时可以趋于˙1. 但

是,这并不是一个不能接受的结果. 因为在原点附近,积分Z r0

0

ˇ̌̌̌
f (r)

r˛

ˇ̌̌̌2
r2 dr

仍然保持有限大小. 另外,如果 ˛ 6 0,那么形如 f (r)
r˛ 的径向函数没有奇点,自然也没有相关问题.
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现在已经看到,条件 (22)可以满足基本要求 (20),还应该注意到,条件 (22)来自实用条件 (21),因此比基本要求更严格.

为了说明这一点,考虑原点邻域 �0内的几率. 我们已经把 r ! 0时径向波函数设为

R(r) =
f (r)

r˛
;

这里, f (r)可以是某个复函数,并且当 r ! 0时, jf (r)j取非零的有限值. 考虑 (20),在原点的邻域内的径向积分是Z r0

0

jR(r)j2r2 dr =
Z r0

0

r2jf (r)j2

r2˛
dr �

Z r0

0

r2�2˛ dr �
1

r2˛�3

ˇ̌̌̌r0

0

如果希望这个结果是有限值,那么必须有

˛ <
3

2
:

这个结论比 (22)式宽松.

再考虑穿过小球 �0表面的几率流. 当半径 r0 ! 0时,穿过这个球面的几率流的通量应该趋于零. 不然的话,在原点处就

将存在 “源”或者 “汇” (source or sink). 我们来计算穿过 �0的表面 � 的几率流通量.

穿过小球表面 � 的通量是径向的,我们只需要考虑径向波函数,即 R(r) = u(r)
r˛ .

通量 =

—
�

J(r) � ds

= �
i„

2m

—
�

�
R�(r)

@R(r)

@r
�R(r)

@R�(r)

@r

�
ds (Note that ds = r20dΩ)

= r2�2˛
0

�
�
i„

2m

� —
�

�
u� @u

@r
� u

@u�

@r

�
dΩ (23)

一般情况下,不能断定球表面上的积分一定为零. 为了使得当 r0 ! 0时通量! 0,必须有

r2�2˛
0

r0!0
����! 0 H) ˛ < 1:

这样,我们看到了更严格的限制条件 ˛ < 1.

需要说明的是,在 (23)的推导过程中,如果 u(r)是实函数,那么在闭合球面上的积分已然是零,我们不能据此得到有意

义的结论.

虽然如此,我们还是采用更严格的同时也能适用于更一般情形的限制条件 (21)以及推论 (22).

球势阱

看一个简单的例子,球势阱.

V (r) =

�
�V0; r < a;

0; r > a:

如图 5所示.

考虑束缚态,即 E < 0. 而且,在径向方程中,我们只考虑 ` = 0的情形. 径向方程是

�
„2

2m

d2u(r)

dr2
+ V (r)u(r) = Eu(r):

当 r < a时, V (r) = �V0,这里 V0 > 0.
d2u(r)

dr2
+

2m

„2
(E + V0)u(r) = 0:

13



r

V

a

V0

E

O

图 5: 球势阱

令

k2 =
2m

„2
(E + V0) > 0:

束缚态的波函数

u(r) = c1 sin kr + c2 cos kr:

在 r = 0处,边界条件要求 u(0) = 0,于是得到 c2 = 0. 我们把 r < a区域内的解表示为

u(r) = N
sin kr
sin ka

; r < a: (24)

这里N 是某个待定的常数,显然 u(a) = N .

当 r > a时, V (r) = 0.

�
„2

2m

d2u(r)

dr2
= Eu(r):

令

�2 = �
2mE

„2
:

在 r > a区域的解是

u(r) = c3e
�r + c4e

��r :

当 r ! 1时, u(r)应该趋于 0,所以 c3 = 0. 把 u(r)表示为

u(r) = Ne��(r�a); r > a: (25)

(24)和 (25)式已经能够保证波函数在 r = a处连续. 再考虑 du(r)
dr
的连续性. 可以等价地考虑 d ln u(r)

dr
的连续性,这给出

� = �
k

tan ka
: (26)

另一方面, �2和 k2显然满足

�2 + k2 =
2mV0

„2
: (27)

根据上面两个方程,可以求出 �和 k的数值解. 需注意 � > 0, k > 0.

14



V =200

V =100

V =50

V =2.50

V =10

�

k

图 6: (26)和 (27)的函数图像. 其中,我们令 „ = m = a = 1. 蓝色曲线对应于 (26)式. 其它颜色的曲线是对应于不同 V0

值的 (27)式的函数图像.

在图 6中,蓝色曲线是 (26)式的图像. 当 ka = �
2
; 3�

2
; � � � 时, tan ka ! 1,于是 � = 0.

(27)式的图像是一个圆. V0越小,圆的半径越小.从图 6中可以看到,当 V0 <
�2„2

8ma2 时,两条曲线没有交点,表明没有束缚

态 (如图中黑色曲线所示).随着 V0的增大,会出现一个束缚态或更多的束缚态 (如图中的红色和绿色曲线所示).

可以与以前讨论过的一维有限深势阱比较. 对于两侧高度相等的一维势阱,即使阱深很小,也有至少一个束缚态. 而三维

情形下的球势阱的径向波函数——这里指的是 u(r)而不是 R(r) ——满足的方程与一维势阱的本征方程是完全相同

的. 考虑边界条件,可以发现二者的联系.

对于不同的 V0值,图 7描述了相应的 u(r)和R(r)的函数图像.可以看到,当 V0很大的时候,即势阱很深的时候,波函数

更集中地分布在 r < a的区域. 反之,若 V0较小,波函数有更多的部分分布在 r > a的区域. 当然,如果 V0很小,则如前

所述,没有束缚态.

r

V =2.50

V =50

V =100

u(r)
V =2.50

V =50

V =100

R(r)

r

图 7: „ = m = a = 1
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氢原子

• 氢原子是由质子和电子组成的两体系统.

• Coulomb势是长程势.

Hamilton量

H =
P 2

p

2mp

+
P 2

e

2me

�
e2

jRp � Rej
:

下标 p和 e分别表示质子和电子.

变换到质心坐标系中. 令

R = Re � Rp; Rc =
meRe +mpRp

me +mp

: (28)

R是电子相对于质子的位置向量算符, Rc 是质子和电子的质心位置算符. 在质心坐标系中,动量算符是

P =
mpPe �mePp

me +mp

; Pc = Pe + Pp: (29)

这里, P 描述了质心参考系中电子相对于质子的动量, Pc 是两体系统的质心运动的动量.

为了确定上述变换是正则变换,需要验证基本对易关系,例如

[Ri ; Pj ] = i„ıij 1; i; j = x; y; ´; � � �

在质心参考系中重写Hamilton量,

H =
P 2

c

2(me +mp)
+
P 2

2�
�
e2

jRj
; (30)

其中

� =
memp

me +mp

被称为折合质量或约化质量 (reduced mass).

(30)式所示的Hamilton量的第一项和后两项是对易的,可以让我们进行变量分离: 描述质心运动的部分和描述相对运

动的部分. 质心的运动就是质量为me +mp 的粒子在空间中的自由运动,可以暂不考虑. 于是关注相对运动的部分,相

应的Hamilton量是 P2

2�
�

e2

jRj
,将它的本征函数记作  (r),定态 Schrödinger方程是

�
„2

2�
r

2 (r) �
e2

r
 (r) = E (r):

在球坐标中求解此方程. 将  (r)表示为  (r) = R(r)Y`;m(�; �),其中 Y`;m(�; �)是球谐函数,且

L2Y`;m(�; �) = `(`+ 1)„2Y`;m(�; �);

L´Y`;m(�; �) = m„Y`;m(�; �);

径向部分 R(r)满足的方程是

�
„2

2�

1

r2
d

dr

�
r2

dR
dr

�
+

„2`(`+ 1)

2�r2
R �

e2

r
R = ER: (31)

我们只讨论束缚态的波函数和能级,即 E < 0. 为了说明 E < 0的能级是束缚态能级,可以考虑有效势能. 对于氢原子而

言,有效势能是

Veff(r) = �
e2

r
+
`(`+ 1)„2

2�r2
:
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r

Vef f

图 8:氢原子的有效势能

从图 8所示的 Veff图像看出,束缚态的能级只能是 E < 0.

现在求解方程 (31). 首先,进行无量纲化处理,令

� = ˛r; ˛2 =
8�jEj

„2
; � =

2�e2

˛„2
=

s
�e4

2„2jEj
(32)

方程 (31)变为
1

�2
d

d�

�
�2

dR
d�

�
+

�
�

�
�

1

4
�
`(`+ 1)

�2

�
R = 0: (33)

考虑 �趋于+1和 0时的边界条件. 当 � ! 1时,与 1/4相比, ��1项和 ��2项可以忽略,于是 (33)式的渐进形式是

d2R

d�2
�

1

4
R = 0

从而有

R(�)
�!1

�����! e˙�/2:

而且,我们只能选择指数衰减的函数形式.

尝试如下形式的径向波函数

R(�) = �kL(�)e��/2: (34)

这里,我们没有指定 k是正的或负的,是整数或分数,其中的 L(�)是关于 �的多项式.

L(�) =
X

�

a��
� :

再来考虑 � ! 0时波函数的行为. 在关于 r ! 0时的边界条件的分析中,我们看到,在 �趋于零时,径向波函数 R(�)可

以是奇异函数,只要保证 �jR(�)j ! 0就可以了.

将上述尝试形式的径向波函数代入径向方程 (33),得到

�2L00(�) + �
�
2(k + 1) � �

�
L0(�) +

�
�(� � k � 1) + k(k + 1) � `(`+ 1)

�
L(�) = 0: (35)

其中的撇号表示对 �求导. 当 � ! 0时,有

k(k + 1) � `(`+ 1) = 0 H) k = ` or k = �(`+ 1):

于是,当 r ! 0时, R(r)的形式有两种可能,

R(r) �!

‚
1

��`L(0)

1
�`+1L(0)

` = 0; 1; 2; � � �
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根据以前讨论过的边界条件

设 R(r)
r!0

����!
f (r)

r˛
,则 ˛ < 1

只能选择第一种可能,即 k = `.方程 (35)改写为

�L00(�) +
�
2(k + 1) � �

�
L0(�) + (� � k � 1)L(�) = 0: (36)

把 L(�)的级数展开形式代入上式,得到系数 a� 的递推关系,

a�+1 =
� + `+ 1 � �

(� + 1)(� + 2`+ 2)
a� :

如果 L(�)的级数不中止,那么当 �很大的时候,
a�+1

a�

�!
1

�
:

这就如同是函数 e�的级数展开形式中相邻系数的比例关系. 如果 L(�) � e�,那么 R(�) � �`e�/2
�!1
����! 1. 所以, L(�)

的级数形式必须中止.

设级数在第 n0项中止,即 an0+1 = 0,那么有

� = n0 + `+ 1: (37)

表明 �一定是自然数—— n0和 `均可为 0, �的最小值为 1. 将 �改写为 n. 氢原子的能级

En = �
�e4

2„2n2
; n = 1; 2; � � � : (38)

n被称为氢原子量子态的主量子数 (principal quantum number). n的取值可以任意大,有无穷多个束缚态. 束缚态的

能级可以任意地接近于 0.

对于给定的某个 n,由于 n = n0 + `+ 1,而 n0是非负整数,故 `的取值范围是 0; 1; � � � ; n � 1. 而对于给定的 `, L´的本征

值m„可以有 2`+ 1个取值,即m = �`;�`+ 1; � � � ; `. 所以,能级 En的简并度是

n�1X
`=0

(2`+ 1) = n2:

这里只考虑了氢原子的位置空间的自由度,如果进一步注意到自旋自由度,那么简并度是 4n2. 这来自于质子和电子的

自旋量子态的两重简并.

以上过程中出现的多项式 L(�)与 Laguerre多项式有关. 援用 Sakurai书中的符号 (该书附录 A.6),有如下描述. 第 r 阶

Laguerre多项式 Lr(�)满足如下方程

�L00
r (�) + (1 � �)L0

r(�) + rLr(�) = 0 (39)

Lr(�)也可以从下面的公式得到

Lr(�) = e� dr

d�r
(�re��) (40)

缔合 Laguerre多项式 Ls
r(�)被定义为

Ls
r(�) =

ds

d�s
Lr(�) (41)

缔合 Laguerre多项式满足方程

�Ls
r

00(�) + (s + 1 � �)Ls
r

0(�) + (r � s)Ls
r(�) = 0 (42)

与 (36)式比较,可以发现,我们希望得到的 L(�)实际上就是 L2`+1
n+`

(�).
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最终,氢原子的本征函数是

 n`m(r; �; �) = �

�
4(n � ` � 1)!

(na0)3n[(n+ `)!]3

�1/2

�`L2`+1
n+`

(�)e��/2Y` m(�; �) (43)

其中 � = ˛r = 2r
na0

, a0是 Bohr半径, a0 = „2

�e2
.

 1;0;0(r; �; �) =
1p
�a30

e
� r

a0 ;

 2;0;0(r; �; �) =
1p
8�a30

�
1 �

r

2a0

�
e

� r
2a0 ;

 2;1;1(r; �; �) = �
1

8
p
�a30

r

a0
e

� r
2a0 sin �ei� ;

 2;1;0(r; �; �) =
1

4
p
2�a30

r

a0
e

� r
2a0 cos �;

 2;1;�1(r; �; �) =
1

8
p
�a30

r

a0
e

� r
2a0 sin �e�i� :

Laguerre多项式

关于 Laguerre多项式,不同的参考书中可能有不同的说法,现在整理一下,当然,这里只关心对我们有用的

内容.

以下内容主要来自 I. S. Gradshteyn and I. M. Ryzhik, Table of Integrals, Series, and Products (Elsevier

2007). 书中符号和我们课堂上的叙述略有不同.

首先,考虑下面的二阶微分方程, Laguerre方程,

xy00 + (1 � x)y0 + ny = 0; y = y(x)

这个方程与 (39)是一致的,它的解记作 y = Ln(x),称为 Laguerre多项式.

另有广义 Laguerre方程

xy00 + (˛ + 1 � x)y0 + ny = 0; y = y(x) (44)

注意这个方程与 (42)式是有差别的. 这个方程的解记作 L
(˛)
n (x),称为广义 Laguerre多项式,或者缔合

(associated) Laguerre多项式.另外请注意在 Gradshteyn的书中,上标没有括号.

L
(˛)
0 (x) = 1 (45)

L
(˛)
1 (x) = 1 + ˛ � x (46)

递推关系:

(n+ 1)L
(˛)
n+1(x) = (2n+ 1 + ˛ � x)L

(˛)
n (x) � (n+ ˛)L

(˛)
n�1(x) (47)

Rodrigues公式:

L
(˛)
n (x) =

x�˛ex

n!

dn

dxn

�
e�xxn+˛

�
(48)
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生成函数:

1X
n=0

tnL
(˛)
n (x) =

1

(1 � t)˛+1
e� tx

1�t (49)

考虑对广义 Laguerre多项式求导,有

dk

dxk
L

(˛)
n (x) = (�1)kL

(˛+k)

n�k
(x) (50)

需要指出表述形式上的差异:

• 这里的 Rodrigues公式 (48)与 Sakurai书中的形式 (40)式相比有因子 1
n!
的差异. 在 (48)中令 ˛ = 0,

有

Ln(x) =
ex

n!

dn

dxn

�
e�xxn

�
而课堂上使用的公式是 (40).

• 这里 L
(˛)
n 是广义 (或缔合) Laguerre多项式,而我们在课堂上说的缔合 Laguerre多项式实际上是对

Ln(x) (即 ˛ = 0的广义 Laguerre多项式 L
(0)
n (x))求导的结果 (见 (41)式),即

Lk
n(x) =

dk

dxk
Ln(x)

所以,为了区分这里的广义 Laguerre多项式和我们课堂上说的形式,前者用 L
(˛)
n (x)表示,后者用不

加括号的上标表示,即 Lk
n(x).

在(50)式中令 ˛ = 0,有

Lk
n(x) =

dk

dxk
Ln(x) = (�1)kL

(k)

n�k
(x) (51)

根据 L
(˛)
n 满足的方程 (44),可以写出 Lk

n(x)满足的方程:

xy00 + (k + 1 � x)y0 + (n � k)y = 0 (52)

现在,回顾求解氢原子径向波函数的时候涉及的多项式 L(�)以及方程 (36),与 (52)式比较,并注意到 (36)

中的 k是角动量量子数 `,而 (36)中 �是主量子数 n,有

L(�) = L2`+1
n+`

(�)

这个结果体现在 (43)中.

接下去我们要考虑 Lk
n(x)的归一和正交. 广义 Laguerre多项式的正交归一的表达式是Z 1

0

x˛e�xL
(˛)
n (x)L

(˛)
m (x)dx =

Γ(n+ ˛ + 1)

n!
ın;m (53)

其中 Γ(´)是 Gamma函数,满足

Γ(´+ 1) = ´Γ(´)

对于我们说的缔合 Lagurre多项式 Lk
n(x),利用 (51)式,正交关系是Z 1

0

xke�xLk
n(x)L

k
m(x)dx

=

Z 1

0

xke�xL
(k)

n�k
L

(k)

m�k
dx
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=
Γ(n+ 1)

(n � k)!
ın;m =

n!

(n � k)!
ın;m

考虑氢原子的径向波函数,

Rn`(�) � �`L2`+1
n+`

(�)e��/2 = (�1)2`+1�`e��/2L
(2`+1)

n�`�1
(�)

计算归一化常数, Z 1

0

h
(�1)2`+1�`e��/2L

(2`+1)

n�`�1
(�)

i2
�2 d�

=

Z 1

0

�2`+2e��
h
L

(2`+1)

n�`�1
(�)

i2
d�

这里,不能直接利用公式 (53),而是要用Z 1

0

x˛+1e�x
h
L

(˛)
n (x)

i2
dx =

Γ(n+ ˛ + 1)

n!
(2n+ ˛ + 1)

=
2nΓ(n+ `+ 1)

(n � ` � 1)!

=
2n(n+ `)!

(n � ` � 1)!

注意到无量纲化变换 (32)式, � = ˛r = 2r
na0

,

Rn`(r) �

�
2r

na0

�`

L2`+1
n+`

�
2r

na0

�
e

� 2r
2na0 = (�1)2`+1

�
2r

na0

�`

e
2r

2na0 L
(2`+1)

n�`�1

�
2r

na0

�
Z

1

0

(
(�1)2`+1

�
2r

na0

�`

e
2r

2na0 L
(2`+1)

n�`�1

�
2r

na0

�)2

r2 dr =
(na0)

3n(n+ `)!

4(n � ` � 1)!

再注意到这里使用的 Laguerre多项式 Ln(x)与课堂上的形式有因子
1
n!
的差异,所以,在 (43)式的归一化

常数中出现了 [(n+ `)!]3.

如果要进一步考虑 Rn`(r)的正交关系,那么需注意到 � 与 r 的关系. 对于不同的 n和 m,径向波函数

Rn`(�) = Rn`

�
2r

na0

�
,而 Rm`(�) = Rm`

�
2r

ma0

�
. 形如

R 1

0 r2Rn`

�
2r

na0

�
Rm`

�
2r

ma0

�
dr 的积分不易计算,这里不再

叙述.

另外需要注意的是,我们讨论的是氢原子的束缚态,对应于 E < 0,在这种情况下得到的本征函数虽然正交

归一,但不完备. 完备性需要包括 E > 0的情况,这时的量子态不是束缚态.

• 光谱项,参看 Cohen量子力学书卷一 799页.

• 类氢原子,注意核电荷数和折合质量,参看 Cohen量子力学书卷一 805页.

氢原子的束缚本征态不是完备的

前面讨论了氢原子的束缚态,需要注意的,还可以存在非束缚态,这对应于 E > 0的情形. 虽然哈密顿量H 的本征态是

完备的,但是其中要包含束缚态和非束缚态两种情形.
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设 j i是氢原子的束缚态,则可以展开为

j i =
X

n;`;m

cn`m jn`mi

这里,对量子数 n的求和是从 n = 1开始,没有上限. 但是对 `和m的求和是有限制条件的,即

X
n;`;m

=
X
n=1

n�1X
`=0

X̀
m=�`

还可以考虑在哈密顿量H 的支配下束缚态 j i随时间的演化. 在 t 时刻的量子态是

jΨ(t)i =
X

n;`;m

= cn`m jn`mi e�iEn/„

显然,哈密顿量支配下的时间演化过程不会出现能级的跃迁.

但是,如果系统与外场或其它量子系统之间有相互作用,那么就有可能导致能级的跃迁. 例如,将氢原子放入指向+´方

向的匀强电场中,就应该在哈密顿量中添上一项H 0,

H 0 = �qEZ

这里 E 是电场强度的大小. 为了考虑H 0对氢原子的能级以及本征函数的影响,需要计算H 0的矩阵元,实际上就是计算

Z的矩阵元. 下面以氢原子的第一激发态为例,计算Z的矩阵元.

第一激发态, n = 2,四重简并,四个简并的本征态是

j200i ; j211i ; j210i ; j21 � 1i

上述第一项为偶宇称,其余三项为奇宇称.

在这个四维子空间中,计算Z的矩阵元 h2`0m0jZj2`mi. 首先,Z的对角元为零.

为了得到这个结论,注意到矩阵元 h2`mjZj2`mi就是积分Z +1

�1

Z +1

�1

Z +1

�1

 �
2`m(r; �; �) ´  2`m(r; �; �)dx dy d´

被积函数实际上就是

´
ˇ̌
 2`m(r; �; �)

ˇ̌2
(54)

波函数  2`m(r; �; �)具有确定的与轨道角动量量子数 `有关的宇称 (�1)`,而
ˇ̌
 2`m(r; �; �)

ˇ̌2
却一定是偶宇称. 在直角

坐标系中, ˇ̌
 2`m(x; y; ´)

ˇ̌2
=

ˇ̌
 2`m(�x;�y;�´)

ˇ̌2
因此,被积函数是关于 ´的奇函数,从 �1到+1的积分为零.

另一方面,也可以考虑氢原子的本征态  n`m(r; �; �) = Rn`(r)Y`m(�; �),将被积函数 (54)中的 ´表示为 r cos � ,于是被

积函数中与角度有关的部分是

cos � jY`m(�; �)j2 � cos �
�
P

jmj

`
(cos �)

�2
这里我们略去了归一化因子. 与角度有关的积分是Z �

0

d�
Z 2�

0

d� sin � cos �
�
P

jmj

`
(cos �)

�2
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= � 2�

Z �

0

cos �
�
P

jmj

`
(cos �)

�2
d(cos �)

令 u = cos �

=2�

Z +1

�1

u
�
P

jmj

`
(u)

�2
du

注意到缔合 Legendre函数 Pm
`
(u)的奇偶性,

Pm
` (�u) = (�1)`+mPm

` (u); u 2 [�1;+1]

在区间 [�1;+1]内, Pm
`
的平方总是偶函数,故上述积分为零.

而且,对于非对角元,如果m ¤ m0,那么 h2`mjZj2`0m0i = 0,这容易从球谐函数中的 �部分 eim� 看出.

Z的非零的矩阵元

h200jZ j210i ¤ 0; h210jZ j200i ¤ 0

实际上它们都是实数,二者相等. H 0的矩阵形式是

H 0 200 211 210 21 � 1

200 0 0 ? 0

211 0 0 0 0

210 ? 0 0 0

21 � 1 0 0 0 0

这表明, H 0的介入对两维子空间
˚

j211i ; j21 � 1i
	
没有影响. 只需要在另一个两维子空间

˚
j200i ; j210i

	
考虑H 0带来

的修正.

R的矩阵元 与轨道角动量有关的选择定则

现在考虑一般情形,从对易关系出发.

[L´; X ] = i„Y; [L´; Y ] = �i„X; [L´; Z] = 0

从上述对易子,有如下推导,

0 =
˝
n0`0m0

j[L´; Z]jn`m
ˇ̌
n0`0m0

j[L´; Z]jn`m
˛
= (m0

�m)„
˝
n0`0m0

jZjn`m
ˇ̌
n0`0m0

jZjn`m
˛

所以,

m0
¤ m H)

˝
n0`0m0

jZjn`m
ˇ̌
n0`0m0

jZjn`m
˛
= 0 (55)

再从对易子 [L´; X ]出发,

hn0`0mj[L´; X ]jn`mi = (m0
�m)„

˝
n0`0m0

ˇ̌
X

ˇ̌
n`m

˛
= i„ hn0`0m0

jY jn`mi

类似地,利用 [L´; Y ] = �i„X ,有

(m0
�m)„ hn0`0m0

jY jn`mi = �i„ hn0`0m0
jX jn`mi
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接着有

(m0
�m)2 hn0`0m0

jX jn`mi = hn0`0m0
jX jn`mi

这意味着

m0
�m ¤ ˙1 H) hn0`0m0

jX jn`mi = hn0`0m0
jY jn`mi = 0 (56)

(55)和 (56)两式就是关于量子数m的选择定则. 简单地说,如果∆m ¤ 0;˙1,那么一定不会发生跃迁现象.

为了分析关于 `的选择定则,需要考虑如下对易子,

[L2; [L2;R]] = 2„
2(RL2 + L2R)

进行如下运算,

hn0`0m0
j[L2; [L2;R]]jn`mi = 2„

2
hn0`0m0

jRL2 + L2Rjn`mi

=2„
4[`(`+ 1) + `0(`0 + 1)] hn0`0m0

jRjn`mi

= hn0`0m0
j(L2[L2;R] � [L2;R])jn`mi

=„
2[`0(`0 + 1) � `(` � 1)] hn0`0m0

j[L2;R]jn`mi

=„
4[`0(`0 + 1) � `(`+ 1)]2

˝
n0`0m0

ˇ̌
R

ˇ̌
n`m

˛
如果 hn0`0m0jRjn`mi ¤ 0,那么一定有

2[`(`+ 1) + `0(`0 + 1)] = [`0(`0 + 1) � `(`+ 1)]2

从中解出

[(`0 + `+ 1)2 � 1][(`0
� `)2 � 1] = 0

上式的第一个因式不能为零,因为,如果它等于零,那么 ` = `0 = 0,这会导致 hn0`0m0jRjn`mi = 0. 只能是∆` = ˙1. 因

此得到关于 `的选择定则,

如果R的矩阵元非零,那么一定有∆` = ˙1 (57)

换句话说,如果∆` ¤ ˙1,那么就没有相应的跃迁.

例如  200态是亚稳态. ` = 0,没有更低的态具有 ` = ˙1.

期望值 hr si

已经得到了氢原子的本征函数  n`m(r) = Rn`(r)Y`m(�; �),考虑径向距离 r 的 s次幂在  n`m(r)中的期望值 hrsi,

hrs
i =

Z 1

0

dr
Z

dΩ r2rs
jRn`j

2
jY`mj

2 =

Z 1

0

dr rs+2
jRn`j

2 =

Z 1

0

dr rs
ju(r)j2

这里 u(r) = rR(r).

首先需要分析一下 s的下限是多少. 注意到 Rn`(r) � �`L2`+1
n+`

(�)e��/2,其中 � = ˛r = 2r
na0

. 当 r ! 0时, Laguerre多项

式趋于常数,径向波函数 Rn`的行为由 r`决定,所以

rs+2
jRn`(r)j

2 r�!0
��������! rs+2+2`
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这个渐进值不能为1,因此必须有

s > �2` � 2 (58)

例如,对于 ` = 0的 1s态, 2s态等等,我们最低只能计算 hr�2i,而期望值 hr�3i则是发散的结果了. 下面计算满足条件

(58)的期望值 hrsi.

先考虑直接计算. 写出几个低阶的径向波函数.

R10 = 2a
�3/2
0 exp

�
� r/a0

�

R20 =
1

p
2
a

�3/2
0

�
1 �

1

2

r

a0

�
exp

�
� r/2a0

�
R21 =

1
p
24
a

�3/2
0

r

a0
exp

�
� r/2a0

�

R30 =
2

p
27
a

�3/2
0

�
1 �

2

3

r

a0
+

2

27

r2

a20

�
exp

�
� r/3a0

�
R31 =

8

27
p
6
a

�3/2
0

�
1 �

1

6

r

a0

�
exp

�
� r/3a0

�
R32 =

4

81
p
30
a

�3/2
0

�
r

a0

�2

exp
�

� r/3a0
�

下图描绘了氢原子本征函数径向部分的图像.

In[11]:= << PlotLegends`

PlotLegend::shdw :

Symbol PlotLegend appears in multiple contexts PlotLegends`, Global`; definitions in context PlotLegends` 

may shadow or be shadowed by other definitions. 

General::obspkg :

PlotLegends` is now obsolete. The legacy version being loaded may conflict with current functionality.

See the Compatibility Guide for updating information.

In[1]:= Hpsi10 = 2 Exp[-r]
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1

24
r Exp-r  2

Out[3]=
ⅇ-r/2 r

2 6

In[16]:= Hpsi30 =
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In[17]:= Hpsi31 =
8
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In[18]:= Plot[{Hpsi10, Hpsi20, Hpsi21, Hpsi30, Hpsi31}, {r, 0, 8},

PlotRange → All, PlotLegends → {"R10", "R20", "R21", "R30", "R31"}]
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考虑积分

hrs
in` =

Z 1

0

rs+2
jRn`j

2 dr

令

I (k; p) =

Z 1

0

rke�pr/a0 dr
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这里 k是整数且 k > 0,以保证积分的结果不会发散. 而 p > 0,未必是整数. 容易得到递推关系

I (k; p) =
ka0

p
I (k � 1; p)

I (0; p)容易计算,

I (0; p) =

Z 1

0

e�pr/a0dr =
a0

p

接着有

I (k; p) = k!

�
a0

p

�k+1

给出一些期望值,

hri1s =
4
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3

2
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hr2i2s =
1

2a30

�
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�
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r

�
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1

a0�
1

r

�
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2a30

�
I (1; 1) �
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I (2; 1) +

1

4a20
I (3; 1)

�
=

1

4a0�
1

r

�
2p

=
1
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I (3; 1) =

1

4a0

�
1

r2

�
1s

=
4

a30
I (0; 1) =

2

a20�
1

r2

�
2s

=
1

2a30

�
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1
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�
=

1

4a20�
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=
1

24a50
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上面提供了直接计算的过程,但是并不能给出 hrsi的一般形式. 于是我们来证明下面的递推关系.

s + 1

n2
hrs

i � (2s + 1)a0 hrs�1
i +

s

4

�
(2`+ 1)2 � s2

�
a20 hrs�2

i = 0; s > �2` (59)

上式中的期望值都是在氢原子的本征波函数  n`m(r; �; �)中计算的,而 s > �2`,可以保证 hrs�2i为有限值.

为了证明 (59)式,回顾 R(�)满足的方程

1

�2
d

d�

�
�2

dR
d�

�
+

�
�

�
�

1

4
�
`(`+ 1)

�2

�
R = 0:

可以用 u(r) = rR(r)表示,
d2u(�)

d�2
�
`(`+ 1)

�2
u(�) +

�
�

�
�

1

4

�
u(�) = 0 (60)

期望值表示为

h�s
i =

Z 1

0

�s+2R(�)2 d� =

Z 1

0

�su(�)2 d�

现在,用 �s+1 du
d�
乘以 (60)式的左端,再作积分.先算关于 (60)式左端第一项的积分,注意在计算过程中利用 u(�)的边界

条件, u(0) = u(1) = 0,以及 du
d�
在原点和无穷远处为零.Z 1

0

�s+1 du
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d2u

d�2
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1

2

Z 1

0

�s+1 d
��

du
d�

�2�
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= �
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在上式第二项中用方程 (60)替代 d2u
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接着计算关于 (60)式左端第二项和第三项的积分.Z 1

0
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以上两式相加,结果为零,得到递推关系

s + 1

4
h�s

i �
�

2
(2s + 1) h�s�1

i +
s

4
[(2`+ 1)2 � s2] h�s�2

i = 0

再将 �改写为 � = 2r
na0

,最终得到关系 (59).

27


