
第八章 角动量 I

这一章的主要内容

1. 角动量是空间旋转变换的生成元,有其特定的代数结构.

2. 角动量的代数结构决定了角动量的本征值和本征态.

3. 利用自旋角动量,讨论了互文性问题.

4. 从旋转变换的角度重新讨论轨道角动量.

5. 向量算子, Wigner-Eckart定理.

1. Galileo时空变换

非相对论情形下的时空变换是 Galileo变换:

r �! r 0 = Rr + a + v t

t �! t 0 = t + s

�

(1)

其中, R描述空间旋转变换,它是一个 3 � 3的特殊正交矩阵. a 2 R3表示空间平移向量. v 是一个惯性系相对于另一个

惯性系的速度. s是时间平移量. Galileo变换构成 Galileo群.

在量子力学中,描述微观粒子状态的量不是位置或动量,而是量子态,而观测量则要表示为厄密算子的形式,所以量子力

学中讨论时空变换就不仅仅是 (1)式所示的内容,而是要关注时空变换对量子态和观测量的影响.

对于空间的变换是空间平移和空间旋转,这将影响到量子态在位置空间中的形式,即波函数. 所以,下面的讨论实际上是

关于位置表象中的量子态而言的,但是,得到的结论将推广到其它情形,例如描述粒子的内禀属性的量子态.

2. Wigner定理

在时空变换下,量子态和力学量分别变为

j i �! j 0
i ; A �! A0:

须满足两个条件:

1. 本征值不变,即

如果 A j˛j i = aj j˛j i,那么 A0
j˛0
j i = aj j˛0

j i. (2)
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2. 观测结果的几率不变,即

如果 j i =
X
j

cj j˛j i变为 j 0
i =

X
j

c0
j j˛0

j i,那么 jcj j
2 = jc0

j j
2, (3)

Wigner定理 (参看 [1])与第 2个条件密切相关.

Wigner定理

设 j i和 j'i是Hilbert空间中的两个向量,在变换 U 的作用下, j i ! j 0i = U j i, j'i ! j'0i = U j'i.如果 U

能够保证这两个向量的内积的模不变,那么 U 是酉变换或者是反酉变换.

根据Wigner定理,时空变换反映在量子态上,要么是酉变换,要么是反酉变换.

酉变换是我们熟悉的,它保证两个量子态的内积在变换前后不变. 下面介绍反酉变换.

反酉变换 反酉变换属于反线性变换,

满足如下条件的算子是反线性算子,实现反线性变换,

A(c1 j 1i + c2 j 2i) = c�
1A j 1i + c�

2A j 2i (4)

反线性算子包含复共轭的操作. 对于反线性算子 A,

Ac = c�A; c 2 C

两个反线性算子的相乘得到一个线性算子.

如果

• A是反线性算子,

• 存在逆 A�1,

• 对于任意的 j i,有


 j i



 =


A j i



,
那么 A是反酉算子.

以下过程将证明,在反酉算子变换前后,两个量子态之间的内积互为复共轭.

j 0
i = A j i ; j'0

i = A j'i

Let j�i = j i + j'i; j� 0
i = A j�i = j 0

i + j'0
i

k j�i k
2 = h�j�i = h j i + h'j'i + h j'i + h'j i

k j� 0
i k

2 = h� 0
j� 0

i = h 0
j 0

i + h'0
j'0

i + h 0
j'0

i + h'0
j 0

i

k j�i k
2 = k j� 0

i k
2

Re h j'i = Re h 0
j'0

i

Let j�i = j i + i j'i, j�0
i = A j�i = A j i � iA j'i

Im h j'i = �Im h 0
j'0

i
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) h j'i = h 0
j'0

i
�

(4)式定义了反线性算子右矢的作用结果,但是没有作用于左矢的定义. 此前,我们通过考虑线性泛函定义了左矢. 对于

任意的线性算子,可以定义线性泛函. 但是现在我们面临的是反线性算子. 所以,我们不将反线性算子作用于左矢,也不

能写 A�.

反酉变换将被用来描述在下一章讨论的时间反演变换.

Wigner定理的主要内容 设 j i和 j'i是Hilbert空间中的任意两个向量. 用  表示 j i的等价类,

 =
˚

j 0
i
ˇ̌
j 0

i = c j i ; c 2 C; jcj = 1
	

也就是说,等价类  表示所有与 j i仅相差一个相因子的向量的集合.  实际上是投影空间 (或者说 ray space)中的向

量,须注意到  不属于 j i所在的Hilbert空间. 简单地,我们可以把  视作密度算子  = j ih j. 类似地, '表示 j'i

的等价类,简单地视作 ' = j'ih'j.

考虑投影空间中的变换 T,

 �!  0 = T ; ' �! '0 = T'

对于变换 T有这样的要求,

( ; ') = ( 0; '0) (5)

这里 (�; �)表示投影空间中的内积 (而不是 Hilbert空间中的内积). 但是,我们还没有定义投影空间中的内积. 仍然采用

简单的做法,既然  = j ih j, ' = j'ih'j,我们就把投影空间中的内积写作

( ; ') = Tr( ') = j h j'i j
2

于是我们希望把 (5)改写为

j h j'i j
2 = j h 0

j'0
i j

2 (6)

但是,这里有个问题,变换 T是作用于投影空间中的向量的,我们并不知道相应的Hilbert空间中的向量该如何变化,即

j 0
i =? j'0

i =?

Wigner定理的主要内容就是:对于任何一个满足条件 (5)的投影空间中的变换 T,总是存在Hilbert空间中的变换 U ,使

得

1. 如果 j i属于等价类  ,那么 U j i一定属于等价类 T .

2. U ( j i + j'i) = U j i + U j'i.

3. U (c j i) = �(c)U j i,其中 c 2 C, �(c) = c或者 �(c) = c�.

4. 令 j 0i = U j i, j'0i = U j'i,有 h 0j'0i = �
�

h j'i
�

一些解释:

• 上述第一个条件是对变换 U 的基本要求. 如果变换 U 满足这个条件,那么就说它是与变换 T相容的 (compatible

with T).

• 仅仅根据述条件 2不能说明 U 是线性的. Bargmann将满足 U ( j i + j'i) = U j i + U j'i的 U 称为加法性的

(additive).
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• 如果具有加法性的 U 又能满足上述条件 3和 4,那么就是酉的或者反酉的.

因此,投影空间中保持内积不变的变换 (在量子力学中相当于保持几率不变的变换)体现在态空间 (Hilbert空间)中的变

换就是酉变换或者反酉变换.

还需要考虑的是 U 变换的唯一性. 按照 Bargmann文中的话说

It is of course important to know to what extent U is determined by a ray mapping T which preserves

inner products.

关于这个问题,有下面的定理.

定理 设 T是保证投影空间的向量的内积不变的变换. 如果 U1和 U2是Hilbert空间上的与 T相容的并且具有加法性的
(additive)变换,那么它们只能相差一个恒定的单位复数,即, U2 = U1� , j� j = 1.

注意这个定理并不要求 U1和 U2满足Wigner定理中的条件 3或条件 4,它们只要与 T相容并且具有加法性就可以了.

因此,结合Wigner定理,有一般性的结论: 保证量子态的内积的模不变的变换是酉变换或者反酉变换.

3. 群与代数

在整个这门课中,我们反复提到并使用 Lie代数和 Lie群之间的联系:

Lie群
无穷小变换

�������������*)�������������
exp

Lie代数

关于这件事,参考 [2]中的第 4章和第 7章,并建议回顾 SU(2)变换的生成元的推导过程.

下面抄一段该书第 4章的摘要:

The study of Lie groups can be greatly facilitated by linearizing the group in the neighborhood of its

identity. This results in a structure called a Lie algebra. The Lie algebra retains most, but not quite all, of

the properties of the original Lie group. Moreover, most of the Lie group properties can be recovered by

the inverse of the linearization operation, carried out by the EXPonentialmapping. Since the Lie algebra

is a linear vector space, it can be studied using all the standard tools available for linear vector spaces.

In particular, we can define convenient inner products and make standard choices of basis vectors. The

properties of a Lie algebra in the neighborhood of the origin are identified with the properties of the

original Lie group in the neighborhood of the identity. These structures, such as inner product and

volume element, are extended over the entire group manifold using the group multiplication operation.

4. 空间平移变换

在讨论位置表象和动量表象的时候说过空间平移变换,这里再重复一遍,算是空间旋转变换的铺垫.

空间平移变换这一操作可以面向不同的对象,有三种不同的情形:
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1. 对空间位置坐标进行平移,这就是 r �! r 0 = r + a,其中 a是某个常矢量,表示平移量.

2. 考虑位置坐标的函数 f (r),在空间平移变换下变为另一种函数形式 f 0(r),这个函数形式是怎样的?

3. 考虑空间位置算子R,在空间平移变换下变为什么?

第 1种情形 平移变换 T (a)作用于向量 r ,得到另一个向量 r 0 = T (a)r = r + a,或者 r = T �1(a)r 0 = r 0 � a.

第 2种情形 考虑简单的沿 x方向的平移,平移的对象是函数 f (x).形象地说,将函数 f (x)的图像整体 (比如说)向

右平移一段距离 a,于是得到另一个函数,记作 f 0(x),如图 1所示,显然

f 0(x) = f (x � a)

0
x

f(x)

a

f ’(x)=f(x-a)

图 1:将函数 f (x)向右平移 a.

也可以在两个参考系中描述. 设想有两个参考系, S 和 S 0,它们的空间位置坐标分别用 x和 x0表示. 参考系 S 0在 S 的右

侧,相距 a. 在 S 中有观测者 A,看到的函数是 f (x). 在参考系 S 0中,有观测者 B.如果 B在参考系 S 0中看到的函数图像

(用 f 0(x0)表示)等同于 A在参考系 S 中看到的函数图像,那么就应该有

f 0(x0) = f (x)

以图 1所示的函数为例, A在参考系 S 的原点看到函数 f (x)的最大值, B也应该在参考系 S 0的原点看到函数 f 0(x0)的

最大值.

如果把这个关系放在参考系 S 中描述,那么, x0 = x + a, f 0(x + a) = f (x),或者

f 0(x) = f (x � a)

平移变换当然构成群,平移变换的算子是 e�a @
@x = e�iaPx/„,这是酉算子.

f 0(x) = e�iaPx/„ f (x)

这就是我们常说的,动量是平移变换的生成元.

注 1 注意区别两件事情: ¬空间平移变换, ­在不同的参考系中观察同一个函数图像. 前者会改变量子态和力学量,而

后者只是表象的变换. 在空间平移变换下,需要将参考系 S 中的函数图像 “推到”参考系 S 0中,并且满足 f 0(x0) = f (x),

从而有 f 0(x) = f (x � a),或者 f 0(x) = e�iaPx/„f (x).

如果在不同的参考系中观察同一个函数,那么对于空间中的某一点, A在 S 系中的坐标 (比如说)是 x0,而 B在 S 0系中

的坐标是 x0
0 = x0 � a. 两个观测者 A和 B应该给出相同的函数值,即 f (x0) = f 0(x0

0),或者 f 0(x0 � a) = f (x0),也就是

f 0(x0) = f (x0 + a),一般地,

f 0(x) = f (x + a); 或者 f 0(x) = eiaPx/„f (x)
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注 2 一般地,对空间位置坐标作变换,

r
T

�����! r 0 = Tr

其中 T泛指一般意义上的空间变换,可以是平移,也可以是将要讨论的空间旋转变换.

f 是空间位置的函数, f = f (r). 空间位置变换体现在函数 f 上,表示为 f
T

���! f 0 = T f ,其效果是,

f 0(r 0) = f (r)

由于 r 0 = Tr ,所以

f 0(Tr) = f (r)

或者表示为

f 0(r) = f (T�1r) (7)

类似地,在空间平移变换下,波函数  (x)变为

 0(x) =  (x � a) (8)

注意到

 (x) = hxj i ;  0(x) = hxj 0
i ;  (x � a) = hx � aj i

于是空间平移变换可以表示为

hxj i �! hxj 0
i = hx � aj i (9)

上式有两种阅读方式: 如果认为 hxj i �! hxj 0i,那么是主动观点,量子态从 j i变为 j 0i; 如果认为 hxj i �!

hx � aj i那么是被动观点,左矢形式的基向量从 hxj变为 hx � aj.

可以证明,在被动观点中,

hxj e�iaPx/„ = hx � aj (10)

证明 (10)

hxj是位置算子X 的左矢形式的本征态, hxjX = x hxj.

�
X; e�iaPx/„

�
= ae�iaPx/„

hxj
�
X; e�iaPx/„

�
= a hxj e�iaPx/„

hxj xe�iaPx/„
� hxj e�iaPx/„X = a hxj e�iaPx/„

�
hxj e�iaPx/„

�
X = (x � a)

�
hxj e�iaPx/„

�
表明 hxj e�iaPx/„是 X的本征态,对应的的本征值是 x � a,不考虑相因子的差异,认为

hxj e�iaPx/„ = hx � aj

用右矢形式表示,

eiaPx/„
jxi = jx � ai
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回来看 (9),有

hxj 0
i = hx � aj i = hxje�iaPx/„

j i (11)

这就是说,在主动观点中,

j 0
i = e�iaPx/„

j i (12)

这本是以前说过空间平移变换对量子态的作用,这里又说了一遍,其间的过程是:

1. 空间平移变换将函数 f (x)变为 f 0(x) = f (x � a),对于波函数也是如此,即 (8)式.

2. 引入位置表象的基向量 jxi,得到 (9),继而 (10),这相当于用被动观点描述.

3. 被动观点和主动观点可以统一地体现在 (11)中,最后 (12)式给出空间平移变换作用于量子态的抽象形式.

第 3种情形 空间平移变换作用于位置算子 X ,将其变为 X 0. 为了考虑 X 的形式,需要用到时空变换应满足的条件

(2).

在参考系 S 中,观测者 A有观测量X ,即位置算子.本征值和本征态分别是 x和 jxi.作空间平移变换,在参考系 S 0中,观

测者 B有观测量X 0,本征值和本征态分别是 x0和 jx0i. 现在,X 0, x0和 jx0i的形式都不清楚.

条件 (2) 要求 x = x0, 听起来有些奇怪, 需要稍作分析. 假设粒子的状态是位置算子 X 的本征函数, 即 ı 函数,

 (x) = ı(x � x0). 在此状态中观测者 A测量位置算子 X ,得到的结果是本征值 x0. 空间平移变换之后,在参考系 S 0中,

观测者 B面临的粒子的状态是  0(x0). 在 B看来,这也是一个 ı函数,而且也是在与原点距离为 x0的地方有一个无穷大

的峰值. B测量位置算子 X 0,得到的结果也一定是 x0,不可能是 x0 + a. 观测者 B必须把探测器放在参考系 S 0中位置

x0 = x0的地方,才能观测到响应,放在其它地方则一无所获. 因此,本征值是算子 (这里是X)数学意义上固有的性质,把

算子移动到另一个参考系中,本征值不改变.

现在有下面两个本征方程,

X jxi = x jxi ; X 0
jx0

i = x jx0
i

基向量 jxi和 jx0i之间的关系仍不清楚,再去关注  0(x0) =  (x),即

hxj i = hx0
j 0

i

因为 j 0i = e�iaPx/„ j i,所以

hxj i = hx0
je�iaPx/„

j i

这意味着

hxj = hx0
j e�iaPx/„

也就是

jx0
i = e�iaPx/„

jxi = jx + ai

把这个关系代入X 0 jx0i = x jx0i,

X 0e�iaPx/„
jxi = xe�iaPx/„

jxi

eiaPx/„X 0e�iaPx/„
jxi = x jxi

表明 eiaPx/„X 0e�iaPx/„ = X ,于是有

X 0 = e�iaPx/„XeiaPx/„ = X � a1

其中用到了 Baker-Hausdorff公式.
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或者,不使用 Baker-Hausdorff公式,考虑X 0 jx0i = x jx0i,也就是

X 0
jx + ai = x jx + ai

可以直接看出

(X � a1) jx + ai = (x + a) jx + ai � a jx + ai = x jx + ai

所以

X 0 = X � a1:

推广到三维情形,平移量为 a的空间平移变换是酉变换 e�ia�P/„,将量子态 j i变为 e�ia�P/„ j i,将位置表象的基向量

jri变为 e�ia�P/„ jri = jr + ai,将位置算子R变为

e�ia�P/„Reia�P/„ = R � a1

5. 空间旋转变换

我们将沿两种途径分析空间旋转变换.

途径一 仿照空间平移变换的讨论,考虑以下几种情形:

1. 对三维实空间中的向量 r 进行旋转变换.

2. 对函数 f (r)或者波函数  (r)进行旋转变换,得到生成元的具体形式,并称之为角动量.

3. 根据时空变换应满足的条件 (2),以及角动量的具体形式和相关的对易子,分析旋转变换对位置以及其它力学量的

改变.

途径二

1. 直接认为角动量是空间旋转变换的生成元,但是不清楚它的具体形式,也不知道角动量与位置算子或动量算子的

对易关系.

2. 分析无穷小旋转变换,依据条件 (2),推导与角动量相关的对易子.

3. 尽量避免指明角动量的具体形式,因而不得不借助经典力学的素材进行类比和推广.

途径一的过程是在位置表象中展开的,因而其结论似乎局限于轨道角动量. 途径二的主要过程也是在位置表象中进行

的,但是没有用到轨道角动量的具体形式,因而可以认为在某种程度上讨论了一般意义的角动量. 也正是因为缺少了角

动量的具体表示,使得在推导过程中需要参考一些已有知识进行类比.

5.1. 途径一

考虑简单的情形,绕 ´轴旋转角度 �,向量 r 2 R3变为

r �! r 0 = R(´; �)r =

0BB@
cos� � sin� 0

sin� cos� 0

0 0 1

1CCA r
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也就是

x0 = x cos� � y sin�

y0 = x sin� + y cos�

´0 = ´

ƒ

(13)

接着讨论对函数的旋转变换,我们直接说波函数  (r)的变化. 需要注意的是,要讨论的是波函数的旋转,而不是在另一

个旋转了的参考系中描述同一个波函数.

相对于参考系 S ,参考系 S 0有一个绕 ´轴 �角度的旋转.两个参考系的空间位置坐标分别是 (x; y; ´)和 (x0; y0; ´0),它们

之间的联系是 0BB@
x0

y0

´0

1CCA = R(´; �)

0BB@
x

y

´

1CCA
将波函数  (r)旋转到参考系 S 0中,在 S 0系中看来,波函数的形式是  0(r 0),并且

 0(r 0) =  (r)

由此得到

 0(r) =  
�
R�1(´; �)r

�
=  

�
x cos� + y sin�;�x sin� + y cos�; ´

�
(14)

考虑无穷小变换, � ! ı�,将  
�
x cos� + y sin�;�x sin� + y cos�; ´

�
展开到 ı�的一级项,得到生成元

�x
@

@y
+ y

@

@x

反过来,用 Exp形式表示有限大小的旋转变换,

 0(x; y; ´) = exp
�
�

�
� x

@

@y
+ y

@

@x

��
 (x; y; ´)

令

L´ = �i„

�
x
@

@y
� y

@

@x

�
将 L´称为角动量的 ´分量在位置表象中的表示. 旋转变换表示为

 0(x; y; ´) = e�i�L´/„ (x; y; ´) (15)

类似地,考虑绕 x轴和 y轴的旋转变换,得到角动量的 x分量和 y分量在位置表象中的表示,

Lx = �i„

�
y
@

@´
� ´

@

@y

�
; Ly = �i„

�
´
@

@x
� x

@

@´

�
注 3 这里并不是通过 L = R � P 引入角动量的,而是考虑了旋转变换以及无穷小旋转变换,将其生成元视作角动量,由

此得到的 Lx;y;´与 L = R � P 是一致的.

得到了角动量的具体形式之后,自然有相关的对易关系,

[Lx ; Ly ] = i„L´; � � � � � �

[L´; X ] = i„Y; [L´; Y ] = �i„X; [L´; Z] = 0; � � � � � �

[L´; Px ] = i„Py ; [L´; Py ] = �i„Px ; [L´; P´] = 0; � � � � � �

9



现在引入位置表象的基向量 jri = jx; y; ´i,将波函数经历的旋转变换表示为

hx; y; ´j i �! hx; y; ´j 0
i

Using (14)
HHHHHHHHH 

�
x cos� + y sin�;�x sin� + y cos�; ´

�
= hx cos� + y sin�;�x sin� + y cos�; ´j i

如果用被动观点阅读上式,就有基向量的变换,

hx; y; ´j �! hx cos� + y sin�;�x sin� + y cos�; ´j

可以证明,

hx; y; ´j e�i�L´/„ = hx cos� + y sin�;�x sin� + y cos�; ´j (16)

证明 (16)

这里不得不借助 Baker-Hausdorff公式,

e�i�L´/„Xei�L´/„ = X cos� + Y sin�

e�i�L´/„Yei�L´/„ = �X sin� + Y cos�

e�i�L´/„Zei�L´/„ = Z

利用上面第一个等式,

hx; y; ´j e�i�L´/„X = hx; y; ´j (X cos� + Y sin�)e�i�L´/„

= (x cos� + y sin�) hx; y; ´j e�i�L´/„

这表明 hx; y; ´j e�i�L´/„是X 的本征态,对应的本征值是 x cos� + y sin�.

类似地,利用第二个和第三个等式,分别有

hx; y; ´j e�i�L´/„是 Y 的本征态,对应的本征值是 �x sin� + y cos�.

hx; y; ´j e�i�L´/„是Z的本征态,对应的本征值是 ´.

因此,把 hx; y; ´j e�i�L´/„表示为 hx cos� + y sin�;�x sin� + y cos�; ´j,即 (16)式.

波函数经历的旋转变换重写为

hx; y; ´j i �! hx; y; ´je�i�L´/„
j i

进而写出对量子态 j i的旋转变换,

j i �! j 0
i = e�i�L´/„

j i

这里的 L´脱离了的位置表象,具有抽象意义.

继续分析旋转变换对位置算子的改变. 经过了旋转变换后, 位置算子 R 变为 R0, 本征态由 jri = jx; y; ´i 变为

jr 0i = jx0; y0; ´0i,但是本征值没有改变,

R0
jr 0

i = r jr 0
i

10



用分量形式表示

X 0
jx0; y0; ´0

i = x jx0; y0; ´0
i ; Y 0

jx0; y0; ´0
i = y jx0; y0; ´0

i ; Z0
jx0; y0; ´0

i = ´ jx0; y0; ´0
i

至于 jx0; y0; ´0i,可以考虑 hx; y; ´j i = hx0; y0; ´0j 0i,以及 j 0i = e�i�L´/„ j i,给出

hx; y; ´j = hx0; y0; ´0
j e�i�L´/„

也就是

jx0; y0; ´0
i = e�i�L´/„

jx; y; ´i

将这一关系用于X 0 jx0; y0; ´0i = x jx0; y0; ´0i,有

ei�L´/„X 0e�i�L´/„
jx; y; ´i = x jx; y; ´i

从而认为 ei�L´/„X 0e�i�L´/„ = X ,即

X 0 = e�i�L´/„Xei�L´/„ = X cos� + Y sin�

类似地,

Y 0 = e�i�L´/„Yei�L´/„ = �X sin� + Y cos�; Z0 = Z

上述形式曾出现在 (16)式的证明过程中,但是在那里并没有指出 e�i�L´/„Xei�L´/„就是X 0.

注 4 值得注意的是,不能将R3空间中对向量的旋转变换的结果直接类比于位置算子经历的旋转变换. 比较 (13)式和上

述X 0, Y 0的表达式.

综合以上分析,旋转变换使得

R �! R0 = e�i�L´/„ R ei�L´/„

5.2. 途径二

为了体现一般意义的角动量,这里用 J 表示角动量,它是一个向量算子,有三个分量, Jx , Jy , J´,并且直接说,角动量是空

间旋转变换的生成元.

“角动量是旋转变换的生成元”,这句话体现为,绕 n方向转动角度 # 这个操作是一个酉变换,可以写为

U (n; #) = e�i#n�J/„ (17)

量子态 j i经历的旋转变换是

j i �! j 0
i = U (n; #) j i

注 5 如果在 R3空间中说 “绕 ´轴旋转角度 �”,那么这就是对向量的旋转变换,很具体,也很形象. 如果对函数或波函数

说这句话,那么也不奇怪,无非就是让函数图像转一下. 但是,如果在 C2空间中说 “绕 ´轴旋转”,那么就显得难以想象.

于是这么说,对于 C2空间中的量子态 j i,存在一类酉变换,构成酉群,相应的生成元构成 Lie代数,这个 Lie代数具有

角动量的特征,拥有与轨道角动量相同的对易关系,我们把这些生成元称为自旋角动量,其中的一个生成元 S´决定了

“绕 ´轴的旋转”.当然, C2空间过于简单,其中的所有的酉变换都可以视作旋转变换.
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现在想了解角动量与位置、动量的对易关系,以及角动量的分量之间的对易关系. 对于轨道角动量,途径一已经给出了

这些对易关系.现在要进行适当地推广,因此避免使用角动量的具体形式,比如 L = R � P ,或者 S´ =
„

2
�´.虽然如此,我

们还是要借助位置表象.

与位置算子的对易子 考虑绕 ´轴的旋转变换

U (´; �) = e�i�J´/„

为了分析 J´与位置算子R = (X; Y;Z)的对易关系,需要比较两方面的素材:

1. 在旋转变换下,位置算子 R变为 R0 = e�i�J´/„ R ei�J´/„,这个等式可以看作是超算子对算子的作用. 由于暂不知

道 J´和 R的对易关系——这正是要讨论的,因此无法用 Baker-Hausdorff公式继续计算下去,但是可以考虑无

穷小过程,从中看到 (而不是得到)对易子 [J´;R].

2. 另一方面,根据条件 (2),给出无穷小变换下R0的形式.

将这两方面的素材结合在一起,可以得到对易关系.

首先考虑素材 1,

Rj �! R0
j = e�i�J´/„Rj e

i�J´/„:

这里 R1 = X , R2 = Y , R3 = Z. 在无穷小变换下, � ! ı�,

Rj ! R0
j = Rj �

iı�

„
[J´; Rj ] + � � � (18)

上式包含我们关心的对易子 [J´; Rj ].

然后,考虑素材 2.根据条件 (2),位置算子在变换前后本征值不变,

R0
j jr 0

i = rj jr 0
i

其中 r1 = x, r2 = y, r3 = ´. 至于 jr 0i,想象一下,原来在空间 r 的地方有一个 ı函数——这是 jri;现在,向量 r 绕 ´轴

旋转了角度 �,变成了 r 0,在 r 0的地方有一个 ı函数——这是 jr 0i. 因此, jr 0i总是 Rj 的本征向量,本征值是 r 0
j ,即

Rj jr 0
i = r 0

j jr 0
i

在无穷小变换下,参考 (13), r 0
j 可以表示为

r 0
j = (r + ı�e´ � r)j

因此,对于无穷小变换, Rj 的本征方程写为

Rj jr 0
i = r 0

j jr 0
i = (r + ı�e´ � r)j jr 0

i (19)

再从另一个角度考察上式右端,注意以下关系,

(R0 + ı�e´ � R0)j jr 0
i = (r + ı�e´ � r)j jr 0

i (20)

这个关系仍然是根据条件 (2)得到的.

根据 (19)和 (20),有

Rj jr 0
i = (R0 + ı�e´ � R0)j jr 0

i

因为 jr 0i构成了Hilbert空间的基向量,所以有

Rj = (R0 + ı�e´ � R0)j

12



写成向量的形式,

R0 = R � ı�e´ � R0

注意到上式右端第二项中虽然包含R0,但是将R0在无穷小变换下展开后,展开形式中的 ı�的一阶项还要再乘以 ı�,这

就变成了 ı�的平方项,是要舍去的.因此只能保留R,得到

R0 = R � ı�e´ � R (21)

这是绕 ´轴旋转的情况,如果一般地,绕 n方向旋转,在无穷小变换的情形下,有

R0 = R � ı�n � R (22)

将 (18)式也推广到绕任意方向 n的无穷小旋转变换,有

Rj ! R0
j = Rj �

iı�

„
[n � J ; Rj ] (23)

比较 (23)和 (22)两式,可以得到

[n � J ;R] = �i„n � R

由此可以得到 Jk 与 Rj 之间的对易关系. 对于R3中任意某个方向 u,有

[n � J ;u � R] = �i„(n � R) � u = i„(n � u) � R

将方向 u选择为 x, y或 ´方向,得到

[Jx ; X ] = [Jy ; Y ] = [J´; Z] = 0 (24)

[Jx ; Y ] = i„Z; � � � (25)

角动量的分量之间的对易子

接下去需要考虑 J 的三个分量之间 Jx , Jy 和 J´之间的对易关系. 我们将采用类比的办法. 先写出 R3空间中绕 x, y和

´的旋转变换的矩阵,

R(x; #) =

0BB@
1 0 0

0 cos# � sin#

0 sin# cos#

1CCA ; R(y; #) =

0BB@
cos# 0 sin#

0 1 0

� sin# 0 cos#

1CCA ; R(´; #) =

0BB@
cos# � sin# 0

sin# cos# 0

0 0 1

1CCA :
分别考虑它们的无穷小变换形式,得到相应的旋转变换的生成元,

Gx =

0BB@
0 0 0

0 0 �i

0 i 0

1CCA ; Gy =

0BB@
0 0 i

0 0 0

�i 0 0

1CCA ; G´ =

0BB@
0 �i 0

i 0 0

0 0 0

1CCA :
有限大小的旋转变换可以表示为 R(k; #) = e�i#Gk , k = x; y; ´.

容易得到生成元之间的对易关系

[Gx ; Gy ] = iG´; � � �

我们把这个关系以类比的形式直接推广到角动量 J 的分量上,

[Jx ; Jy ] = iJ´; [Jy ; J´] = iJx ; [J´; Jx ] = iJy : (26)
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或者以简洁的形式表示为

J � J = i„J : (27)

这里我们添上了常数 „.

与动量算子的对易子 最后,为了得到 J 的分量与动量 P 的分量之间的对易关系,需要考虑平移和旋转两种变换的

组合,并设法构造出对易子 [Jx ; Py ]. 在Hilbert空间中绕着 x轴的无穷小旋转变换表示为 e�i�Jx ,沿着 y轴的无穷小平

移变换可以表示为 e�i�Py ,这里暂时令 „ = 1. 先旋转,再平移,保留到 �的平方项,有

e�i�Py e�i�Jx = 1 � i�(Py + Jx) � �2
�
1

2
P 2
y +

1

2
J 2
x + PyJx

�
再考虑 ei�Py ei�Jx ,保留到 �2项,有

ei�Py ei�Jx = 1 + i�(Py + Jx) � �2
�
1

2
P 2
y +

1

2
J 2
x + PyJx

�
将上面的两个结果相乘,

ei�Py ei�Jxe�i�Py e�i�Jx = 1 + �2[Jx ; Py ] (28)

再考虑位置坐标的改变. 从 (28)式左端读出操作过程,从右到左,依次是: 绕 x轴旋转角度 �,沿 y方向平移 �,绕 x轴旋

转角度 ��,沿 y方向平移 ��. 把这些操作按次序并落实在向量上,并保留到 �的二次项,有

(x; y; ´) �! (x; y cos � � ´ sin �; y sin � + ´ cos �)

�! (x; y cos � � ´ sin � + �; y sin � + ´ cos �)

�! (x; y + � cos �; ´ � � sin �)

�! (x; y + � cos � � �; ´ � � sin �)

�! (x; y; ´ � �2)

其中最后一步是 �的二级近似的结果. 上式意味着,最终的变换效果是沿 �´方向平移 �2. 而这个操作在Hilbert空间中

的表示是 ei�
2P´ = 1 + i�22P´ + � � � . 再与 (28)式比较,得到

[Jx ; Py ] = iP´

最终有

[Jj ; Pk ] = i„�jklPl

实际上,以前得到的角动量与位置的对易关系也可以通过上述过程得到.

至此,我们通过分析空间旋转变换得到了角动量与位置算子和动量算子的对易关系.

注 6 当谈论到角动量与位置或动量的对易子的时候,角动量应该是轨道角动量. 自旋角动量与空间位置或动量都是对

易的.

6. 角动量的本征值和本征向量

角动量的分量之间的对易关系 (27)是一个特定的 Lie代数形式,它是角动量理论的基础,可以根据这些对易关系获得角

动量的本征值和本征向量.
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首先注意到 J 2 = J � J 是一个标量算子.

J 2 = J 2
x + J 2

y + J 2
´

可以验证

[J 2; Jk ] = 0; k = x; y; ´

或者写为

[J 2; J ] = 0

对于任意方向上的角动量分量, Jn = n � J ,有 [J 2; Jn] = 0.

选择 (J 2; J´)作为彼此对易的力学量的集合,它们的共同本征向量记作 jˇ;mi.

J 2
jˇ;mi = ˇ„

2
jˇ;mi ; J´ jˇ;mi = m„ jˇ;mi

这里, ˇ和m都是无量纲的实数. 下面来分析 ˇ;m =?首先可以肯定的是 ˇ > 0.

注意到 J 2
k
都是半正定算子,

hˇ;mjJ 2
x jˇ;mi + hˇ;mjJ 2

y jˇ;mi + hˇ;mjJ 2
´ jˇ;mi

= hˇ;mjJ 2
jˇ;mi = ˇ„

2

> hˇ;mjJ 2
´ jˇ;mi = m2

„
2

因此,对于给定的 ˇ,

m2 6 ˇ (29)

这就确定了m的上下限.

再引入升降算子 J˙,

J+ = Jx + iJy ; J� = Jx � iJy

有如下性质

J
�
+ = J�; J �� = J+

[J´; J+] = „J+; [J´; J�] = �„J�

[J+; J�] = 2„J´

即, J´, J+和 J�构成封闭的对易关系. 而且,直接计算可以给出

J�J+ = J 2
� J 2

´ � „J´; J+J� = J 2
� J 2

´ + „J´ (30)

分析 J+对 jˇ;mi的作用效果.

J´(J+ jˇ;mi) = (J+J´ + „J+) jˇ;mi

= m„(J+ jˇ;mi) + „(J+ jˇ;mi)

= (m+ 1)„(J+ jˇ;mi)

这表明: J+ jˇ;mi是 J´的本征向量,相应的本征值是 (m+ 1)„,或者 J+ jˇ;mi = 0.
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又知道,当 ˇ一定的时候,m有上限,记作 j . 这意谓着

J+ jˇ; j i = 0:

为了得到 ˇ和 j 之间的关系,利用 (30)式.

J�J+ jˇ; j i = (ˇ„
2

� j 2
„
2

� j„
2) jˇ; j i = 0

由此得到

ˇ = j (j + 1): (31)

再考虑用降算子 J�作用于 jˇ;mi,可以发现, J� jˇ;mi也是 J´的本征向量,相应的本征值是 (m� 1)„.当m减小达到下

限 k的时候,有

J� jˇ; ki = 0:

再次利用 (30),

0 = J+J� jˇ; ki = „
2(ˇ2

� k2 + k) jˇ; ki

于是有

ˇ = k(k � 1): (32)

从 (31)和 (32)两式,有

ˇ = j (j + 1) = k(k � 1) H) k = �j

从此以后,将 ˇ写为 j (j + 1),而m的取值范围是 �j 6 m 6 j .

因为m的上下限是可以达到的,而且m的取值的个数是整数,所以 2j 必须是一个整数,或者说, j 是整数或半整数. 对

于固定的 j ,粒子数m有 2j + 1个取值.

将 (J 2; J´)的共同本征态记作 jj;mi,

J 2
jj;mi = j (j + 1)„2

jj;mi ; J´ jj;mi = m„ jj;mi (33)

以上过程只是用到了角动量算子的代数结构,没有指明具体的表象. 得到的结论适用于轨道角动量和自旋角动量. 不过,

在随后的讨论中将看到,轨道角动量的量子数只能取整数;自旋角动量的量子数可以是整数,也可以是半整数,分别对应

于玻色子和费米子.

注 7 当然也可以选择其它表象. 比如 (J 2; Jx)表象,与 (J 2; J´)表象之间的关系是酉变换 (旋转变换). 因而 Jx 的本征值

还是m„, Jy 也是如此.

7. 角动量的矩阵形式

将前面得到的 J˙ jj;mi归一化.

J+ jj;mi = c+ jj;m+ 1i

hj;mjJ
�
+J+jj;mi = hj;mjJ�J+jj;mi

= hj;mj(J 2
� J 2

´ � „J´)jj;mi
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= j (j + 1)„2
�m2

„
2

�m„
2 = jc+j

2

将 c+选为正的实数,

c+ = „[j (j + 1) �m(m+ 1)]1/2 (34)

类似地, J� jj;mi = c� jj;m � 1i,

c� = „[j (j + 1) �m(m � 1)]1/2 (35)

至此, fjj;mig构成了无限维Hilbert空间的基向量,满足正交归一完备关系,

hj 0; m0
jj;mi = ıj;j 0ım;m0 ;

X
j;m

jj;mihj;mj = 1 (36)

利用升降算子,可以写出 J 的各分量的矩阵形式.

首先,因为 jj;mi是 J´的本征向量,所以 J´的矩阵形式一定是对角矩阵,

hj 0; m0
jJ´jj;mi = m„ ıj;j 0ım;m0

具体地,

J´ =

0BBBBBBBBBBBBBBBB@

0

1
2

�
1
2

1

0

�1

: : :

1CCCCCCCCCCCCCCCCA
„ (37)

从左上到右下,对角线上的每一个块依次对应于 j = 0, j = 1
2
, j = 1, � � � . 在每一个块中,用 m的降序取值来标记行和

列. 例如,在 j = 1
2
这个块中,第一行和第二行分别对应于 m0 = 1

2
和 m0 = �

1
2
,第一列和第二列分别对应于 m = 1

2
和

m = �
1
2
.

继续考虑 Jx 和 Jy 的矩阵形式. 注意 [J 2; J ] = 0,有

hj 0; m0
jJ 2J jj;mi = hj 0; m0

jJJ 2
jj;mi

j 0(j 0 + 1)„2
hj 0; m0

jJ jj;mi = j (j + 1)„2
hj 0; m0

jJ jj;mi

如果 j ¤ j 0,那么,上式成立H) hj 0; m0
jJ jj;mi = 0 (38)

这表明, Jk 的矩阵形式一定是块对角的 (block-diagonal).

为了有更清楚的直观图像,我们把 Jk 的矩阵形式写为

Jk =
X
j 0;m0

j;m

�
Jk

�j 0;m0

j;m
jj 0; m0

ihj;mj

即, Jk 的第 (j 0; m0)行第 (j;m)列的矩阵元是 �
Jk

�j 0;m0

j;m
= hj 0; m0

jJkjj;mi
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jj;mi可以视作 jj i ˝ jmi,当然,这里的m不是完全独立的,它的取值取决于 j .

jj 0; m0
ihj;mj = jj 0

ihj j ˝ jm0
ihmj

于是 jj 0ihj j标记了大矩阵中的块.0BBBBBBBBBB@

j 0 = j = 0 j 0 = 0; j = 1
2

j 0 = 0; j = 1 � � �

j 0 = 1
2
; j = 0 j 0 = j = 1

2
j 0 = 1

2
; j = 1 � � �

j 0 = 1; j = 0 j 0 = 1; j = 1
2

j 0 = j = 1 � � �

:::
:::

:::
: : :

1CCCCCCCCCCA
因此, (38)说的是,在 Jk 的矩阵形式中,非对角块中的矩阵元一律为零.

升降算子 J˙的矩阵元易于求出.

J+










 

J� = J
�
+,矩阵形式亦可得. 而 Jx = 1

2
(J+ + J�), Jy = 1

2i
(J+ � J�),所以 Jx 和 Jy 也是容易写出的.

以上分析得到的对角块的结构告诉我们,整个Hilbert空间是一系列的以 j 标记的子空间的直和.

H =
M
j

Hj : (39)

8. EPR问题,简介

我们要借助自旋角动量讨论量子力学中的 “值”的问题,在这一节,有必要简单介绍一下 EPR问题.

在经典物理中,力学量具有明确的值. “值”是力学量固有性质或者实在性 (reality)的定量反映. 量子力学中关于实在

性的讨论起源于 EPR (Einstein-Podolsky-Rosen)发表于 1935年 Physical Review的论文, Can Quantum-Mechanical

Description of Physical Reality be Considered Complete?

Einstein相信物理学的实在性,这是 EPR论点的起因. 在 EPR看来,一个完备的物理理论需要有一个必要条件:

完备性 Every element of the physical reality must have a counterpart in the physical theory.

如何说明物理实在性要素 (element of the physical reality) ? EPR给出这样的说法:

18



物理实在性 If, without in any way disturbing a system, we can predict with certainty (i.e., with probability equal to

unity) the value of a physical quantity, then there exists an element of physical reality corresponding to this

physical quantity.

这就是 EPR的物理实在性判据. 显然,如果存在一个物理实在性要素,那么就一定对应于一个物理量,该物理量具有确

定的值.

接着, EPR认为,物理实在性应该具有下面两个特性:

可分性 如果两个动力学系统在空间上彼此分离,那么每一个系统都具有独立于另一个系统的性质.

定域性 对于两个空间上彼此分离的动力学系统,对其中一个施加的影响不会直接作用到另一个系统上. 尤其是,对一个

系统的测量不会改变另一个系统的性质.

可分性和定域性可以看作是实在性的内涵.

上述概念之间的关系可以用图 2表示.

图 2:其中的箭头可以理解为 implies.

p ! q的意思就是,如果 p,那么 q.

EPR注意到一个量子力学中的一个事实:

事实 F 在量子力学中,如果两个物理量对应的厄密算子不对易,那么它们不能同时具有确定的值.

强调一下,事实 F 来自于量子理论. 在量子力学中,如果量子态是某个力学量 A的本征态,那么力学量 A有确定的值,即

相应的本征值. 但是,在 A的本征态中,另一个与 A不对易的力学量 B 则不能表现出确定的值. 一般地,没有这样的量子

态,使得两个不对易的力学量都能获得确定的值,这就是不确定关系. 在 EPR看来,两个不对易的力学量不能同时具有

确定的值,这就意味着:

下面两个命题至少有一个是真的

命题 P1 由量子态给出的关于物理实在性的描述是不完备的.

命题 P2 两个不对易的厄密算子所对应的两个物理量不能同时具有实在性.

用 _表示逻辑 “或”, EPR的结论就是

结论C1 : F H) P1 _ P2 (40)

考虑图 2所示过程的逆否,不难得到这个结论. 用符号 :表示逻辑 “非”.

:P1 由量子态给出的关于物理实在性的描述是完备的.

:P2 两个不对易的厄密算子所对应的两个物理量可以同时具有实在性.

于是立即有

:P1 ^ :P2 H) :F

19



而 :F 是不正确的,于是有结论C1.

对于结论 C1中的两个命题,不论哪一个是真的,对量子力学来说都不是一件好事. 如果 P1成立,那么就表明,在描述物

理实在性方面,量子态不够用,还需要继续寻找其它的量,这就引发了隐变量模型. 如果 P2成立,那么面临两个后果: ¬

这两个物理量中至少有一个不能描述物理实在性,这很糟糕,不对易的物理量比比皆是,于是量子力学中的很多物理量

就显得很 “虚幻”; ­用厄密算子的形式表示力学量是不合适的,这同样很糟糕,意味着需要重新建构量子力学.

EPR根据物理理论的完备性,在实在性问题上给量子力学出了一道难题. 对于任何一个物理理论,它的倡导者都不愿意

放弃完备性,于是转向命题 P2,可是命题 P2同样令人尴尬. 事情到了这一步, EPR却意犹未尽. 他们 “好心好意”地说:

“我们有一个好办法可以帮助你们挽救非对易的物理量面临的实在性问题.” 当然, EPR没有说过这样的话,我们这是开

玩笑. 不过, EPR确实想到了一个办法,概括地说,这个办法就是图 3所示的过程.

图 3:实在性、可分性、定域性之间的关系不是并列的,可分性和定域性可以视作实在性的内涵.

EPR的这个 “好办法”也许是解决了非对易的物理量面临的实在性问题,但是却导致了命题 P1.

在叙述 EPR方案的具体过程之前,有必要事先做些说明. 回顾 (40),即结论 C1. 如果我们假设量子态给出的实在性描述

是完备的,即假设 :P1成立,那么结论C1可以表示为

F ^ (:P1) H) P2

这就是说,承认完备性 (即 :P1),也尊重来自量子理论的事实 F ,因而自然得到结论——不对易的力学量不能同时具有

实在性 (即 P2). 命题 P2,虽然令人尴尬,但是对量子力学而言并不是致命伤, EPR也不至于在这个问题上纠缠不清,其

真正目的在于,由图 3所示的结论 :P2,有

:P2 H) (:F) _ P1

无法否定 F ,所以有 P1 ——量子态给出的物理实在性描述是不完备的.

下面来讨论 EPR方案.

8.1. EPR的 “好办法”

EPR分析了处于纯态 jΨi的两体量子系统,两个子系统分别记作 A和 B,每个粒子都有两个观测量,

粒子 A : A =
X
i

ai j˛i ih˛i j ; M =
X
j

mj j�j ih�j j (41)

粒子 B : B =
X
i

bi jˇi ihˇi j ; N =
X
j

nj j�j ih�j j (42)

纯态 jΨi可以表示为两种形式,

jΨi =
X
i

ci j˛i i jˇi i =
X
j

dj j�j i j�j i

两种表示形式分别对应于两个不同的表象.
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假设在某个时刻测量 B的观测量 B ,得到结果 bi ,那么 A的量子态就是 j˛i i, A的观测量A的值是 ai .如果测量 B的观测

量N ,得到结果 nj ,那么 A的量子态就是
ˇ̌
�j

˛
, A的观测量M 的值是mj . 根据可分离性和定域性,对 B的测量不会影响

A的性质,因而做到了没有干扰系统 A,又能推断出 A的观测量的值. 这就满足了实在性的要求,所以 A的两个观测量 A

和M 应该描述了物理实在性,这就得到了命题 :P2.

在 EPR的论文中,观测量是粒子的位置和动量,随后, Bohm考虑了两个自旋 1
2
的粒子的自旋单态,

jΨi =
1

p
2

jn+ihn�j �
1

p
2

jn�ihn+j (43)

其中 jn˙i是 �n = n � � 的本征态,对应的本征值分别是˙1.

(43)式可以表示为

jΨi =
1

p
2

jx+ihx�j �
1

p
2

jx�ihx+j =
1

p
2

jy+ihy�j �
1

p
2

jy�ihy+j

根据 EPR的论点,粒子 A的自旋角动量 Sx 和 Sy 都是实在性要素,应该同时具有确定的值. 这同样是命题 :P2的体现.

接下去就是 Bell等人的工作,即 Bell定理,在此无法展开讨论,只能分析 Bell定理中的一个稍显直观的情形——互文性.

9. 互文性

在前面的叙述中可以看到,彼此不对易的力学量不能同时具有确定的值. 那么,对于彼此对易的力学量,我们能说些什

么?

首先,对易的力学量可以有相同的表象,在这个表象中,它们有确定的值. 但是,并不是所有的力学量都是彼此对易的. 对

于量子系统的某个力学量O ,尽可能地去找与O 对易而且彼此对易的力学量,这些力学量构成一个集合,我们把这个集

合称为一个文本 (context).

文本 1 :
˚
O;O 0

1; O
00
1 ; � � �

	
还可能有另外一个文本,

文本 2 :
˚
O;O 0

2; O
00
2 ; � � �

	
文本 2中的力学量也都是彼此对易的.例如,在前面提到的两体系统的观测量 (41)和 (42)中, (A;B)是一个文本, (A;N )

是另一个文本.

如果O 在文本 1中的值是 o1,在文本 2中的值是 o2,那么问题是

o1
?

HHHH o2

从经典力学的客观实在性的角度看,或者说从隐变量的观点来看,我们应该认为 o1 = o2. 因为观测量的测量结果是被隐

变量完全决定的,不应该依赖于其它观测量的测量结果,也不会依赖于测量仪器的设置. 这种孤立的与它者无关的行为

称为非互文的 (Non-contextual).

注 8 这里说的 “孤立的与它者无关的行为”并不是说不能与其它物理对象产生相互作用,而是说经典物理的力学量有其

自身的确定而真实的性质,性质可以因为相互作用而变化,性质的变化是动力学演化的结果. 在任意时刻,不论是否测

量,经典物理量都具有明确的值.

在量子力学中,我们将看到非互文性, o1 ¤ o2. 需要注意的是,在谈论量子力学的非互文性的时候,并没有对非对易的力

学量赋值,而是考虑这样的可能性——对于身处不同文本的同一个力学量,能否具有固定的值? 相比于 EPR问题中的

21



值,这里的是一个弱化的观点,没有追问力学量 O 是否具有客观实在性,想知道的只是,力学量 O 是否具有不依赖文本

的某种性质.

下面以自旋角动量为例讨论非互文性.

9.1. 为自旋角动量赋值

对物理量赋值,是经典物理的观点. 在量子力学中对物理量赋值,这是在用经典物理的眼光审视量子理论. 在对角动量算

子或者角动量的平方算子赋值的时候,允许的值只能是其本征值,毕竟本征值是力学量的可能取值.

自旋角动量记作 S,在 x, y, ´方向上的三个分量分别是 Sx , Sy , S´.

(S2; S´)的共同本征函数记作 js;msi,其中 s的取值是整数或半奇数,当 s给定时,ms 的取值是 s; s � 1; � � � ;�s.

S2
js;msi = s(s + 1)„2

js;msi ; S´ js;msi = ms„ js;msi

自旋 1/2 当 s = 1
2
时,

S2 =
3

4
„
21;

S2
x = S2

y = S2
´ =

1

4
„
21;

�
S2
j ; S

2
k

�
= 0; j; k = x; y; ´:

S2
x , S

2
y , S

2
´ 彼此对易,如果我们说,它们可以同时取值 1

4
„2,那么看不出任何矛盾.

自旋 1 当 s = 1时,

Sx =
„

p
2

0BB@
0 1 0

1 0 1

0 1 0

1CCA ; Sy =
„

p
2

0BB@
0 �i 0

i 0 �i

0 i 0

1CCA ; S´ = „

0BB@
1 0 0

0 0 0

0 0 �1

1CCA (44)

S2 = S2
x + S2

y + S2
´ 的本征值是 2„2.

S2
x , S

2
y , S

2
´ 彼此对易,它们的本征值都是 0和 „2.

如果我们希望给 S2
k
赋值,那么可以说: S2

x , S
2
y , S

2
´ 中有两个取值 „2,剩下一个取值 0,三者总和是 2„2. 在这个说法中,我

们不能确定到底是哪两个自旋角动量分量的平方取值 1,哪一个取值 0.

相比于自旋 1/2的情形,确定性有所减弱.

自旋 3/2 当 s = 3
2
时,

Sx = „

0BBBBB@
0

p
3
2

0 0
p
3
2

0 1 0

0 1 0
p
3
2

0 0
p
3
2

0

1CCCCCA ; Sx = „

0BBBBB@
0 �i

p
3
2

0 0

i
p
3
2

0 �i 0

0 i 0 �i
p
3
2

0 0 i
p
3
2

0

1CCCCCA ; S´ = „diag
�
3

2
;
1

2
;�

1

2
;�

3

2

�

S2的本征值是 15
4

„2.

S2
x , S

2
y , S

2
´ 不再彼此对易,它们的本征值都是 9

4
„2和 1

4
„2,因此, S2

x , S
2
y , S

2
´ 不可能同时具有确定的值,赋值是行不通的.

而且,不论以何种方式将 S2
k
的本征值

˚
9
4
„2; 1

4
„2

	
进行组合相加,都不能得到 S2的本征值 15

4
„2.
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以上叙述简单直观,还没有涉及不同的文本. 在讨论非互文性之前,看看力学量的期望值在不同文本中的表现,这涉及简

并情形下的 Born规则.

9.2. 简并情形下的 Born规则

考虑整体Hilbert空间H 中的一个两维子空间 G � H ,它的基向量是 j&1i和 j&2i,相应的投影算符是 Π(&i ) = j&i ih&i j,

i = 1; 2. 子空间 G 上的投影算符是 ΠG = j&1ih&1j + j&2ih&2j,投影算子 ΠG 不依赖于子空间 G 的基向量的选择.

虽然我们定义ΠG = j&1ih&1j + j&2ih&2j,但是,也可以选择其它形式的基向量,例如,令

j 1i = c1 j&1i + c2 j&2i ; j 2i = �c�
2 j&1i + c�

1 j&2i

这里 jc1j2 + jc2j2 = 1,显然 j 1i和 j 2i也是 G 的基向量,并且

j 1ih 1j + j 2ih 2j

=(c1 j&1i + c2 j&2i)(c�
1 h&1j + c�

2 h&2j) + (�c�
2 j&1i + c�

1 j&2i)(�c2 h&1j + c1 h&2j)

= j&1ih&1j + j&2ih&2j = ΠG

我们在讨论简并情形下的量子测量假设的时候说到,当被测力学量的某一个本征值是简并的时候,观测到该本征值的几

率不依赖于简并子空间的基向量的选择,这个几率可以表示为简并子空间上的投影算符在相应量子态中的期望值. 与这

里的讨论比较,可以看到,它们在数学的本质上是完全一致的.

接着我们来考虑这其中涉及的物理意义. 选择 G 的基向量就是选择不同的表象,从物理意义上说,选择不同的表象就是

选择不同的测量环境,而不同的测量环境却是不相容的.

例如在 SG实验中, SG(´)装置和 SG(x)装置是完全不同的实验设置,不同的装置关注不同的被测力学量,不对易的力

学量 (例如 �´和 �x)是不相容的.

在 von Neumann关于不存在无弥散量子态的证明中,使用了不对易的力学量的和的期望值等于各自的期望值的和这

一数学上正确但是物理上存疑的说法. 现在我们把这个在物理上可能存疑的说法换一种形式再叙述一遍.

选择子空间 G � H 的基向量为 j&1i和 j&2i,这个表象记作 &-表象,相应的 G 上的投影算符表示为 Π&
G

= j&1ih&1j +

j&2ih&2j,这里我们添加了上标 & ,表明这个投影算符是在 &-表象中的形式.

如果选择子空间 G � H 的基向量为 j 1i和 j 2i,就是选择了  -表象,投影算符记作Π 
G
= j 1ih 1j + j 2ih 2j.

前面已经证明了,在数学上 Π&
G
= Π 

G
. 但是在物理上,它们却不是等价的. 然后,我们的问题是: 如果它们在物理上是不

等价的,那么将会带来什么样的物理效应?

考虑自旋为 1的粒子. 自旋角动量在 x, y, ´方向上的分量是

Sx =
„

p
2

0BB@
0 1 0

1 0 1

0 1 0

1CCA ; Sy =
„

p
2

0BB@
0 �i 0

i 0 �i

0 i 0

1CCA ; S´ = „

0BB@
1 0 0

0 0 0

0 0 �1

1CCA (45)

以后我们令 „ = 1.描述自旋 1粒子的Hilbert空间是C3,将它的基向量选择为 S´的本征向量,即

j´+i =

0BB@
1

0

0

1CCA ; j´0i =

0BB@
0

1

0

1CCA ; j´�i =

0BB@
0

0

1

1CCA (46)
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它们对应的 S´的本征值分别为+1, 0, �1. 基向量 (46)实际上是C3的自然基向量.

再考虑另一个力学量,令X = S2
x � S2

y ,它的矩阵是

X =

0BB@
0 0 1

0 0 0

1 0 0

1CCA (47)

而且X2 = (S2
x � S2

y)
2 = S2

´ . 力学量X 的本征向量是

jx+i =
1

p
2

0BB@
1

0

1

1CCA ; jx0i =

0BB@
0

1

0

1CCA ; jx�i =
1

p
2

0BB@
1

0

�1

1CCA
相应的本征值分别是 +1, 0, �1. 于是 C3空间有了两组不同的基向量,也就有了两种不同的表象,记作 Z-表象和 X-表

象,

Z-表象 : fj´+i ; j´�i ; j´0ig;

X-表象 : fjx+i ; jx�i ; jx0ig

两组基向量中共同的一个是 j´0i = jx0i,将它们记作 j0i.相应地,我们有两组投影算符

Π´+ = j´+ih´+j ; Π´�
= j´�ih´�j ; Π0 = j0ih0j

Πx+ = jx+ihx+j ; Πx�
= jx�ihx�j ; Π0 = j0ih0j

与 j0i正交的两维子空间是我们关注的对象,同样地记作 G . G 的基向量可以是 j´˙i,也可以是 jx˙i.

下面考虑两个实验过程. 一个是在Z-表象中进行的,另一个是在X-表象中进行的,如图 4所示.

Sz
0 1

 

+1

1

Z

 z

 z

Sz
2

X
0 1

 

+1

1

X

 x

 x

X2

实验一

实验二

图 4:自旋 1粒子的两种不同设置的施特恩-格拉赫实验.

在第一个实验中,一束自旋 1的粒子通过一个广义的 SG装置,被检测的力学量是 S2
´ ,它的本征值是 0和+1.

出射粒子分为两束,一束对应于本征值 0,本征态是 j0i;另一束对应于本征值 1,相应的状态应该是 j´+i和 j´�i的线性

叠加. 然后,将对应于本征值 0处于 j0i的出射粒子引向左方,将另一束粒子引向右方. 在左方设置探测器,记录粒子的个
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数,最终获得 Π0的期望值,记作 hΠ0iZ ,这里的上标 Z表示在 Z-表象中的测量结果. 在右方,让粒子进入 SG(´)装置.

这时入射粒子的量子态是 S2
´ 的本征值为+1的本征态,出射后分为两束,分别是 S´的本征值为+1和�1的本征态 j´+i

和 j´�i. 对出射粒子进行测量后可以得到期望值 hΠ´+i和 hΠ´�
i. 在理论上有 hΠ0iZ + hΠ´+i + hΠ´�

i = 1,或者写为

hΠ0i
Z = 1 � hΠ´+i � hΠ´�

i (48)

在第二个实验中,测量是对X2和X 进行的,有类似的过程和描述,最终有

hΠ0i
X = 1 � hΠx+i � hΠx�

i (49)

这里的上标X 表明期望值 hΠ0i是在X-表象中得到的结果.

要考虑的问题是: 在两个不同的表象中, hΠZ
G

i是否等于 hΠX
G

i? 表现在实验结果上就是, hΠ´+i + hΠ´�
i能否等于

hΠx+i + hΠx�
i?根据 (48)和 (49)两式,问题被转述为,两个实验中左方的观测结果 hΠ0iZ 和 hΠ0iX 会有所不同么?

注意到 S2
´ = X2,因此两个实验过程中的第一步实际上是相同的. 在此之后,向左和向右的粒子可以相隔任意远. 右方

的实验者安排了不同的检测装置, SG(´)和 SG(x),而左方的观测者无从知晓右方实验者的具体设置. 如果在左方看到

了 hΠ0iZ ¤ hΠ0iX ,那么就可以推知右方的实验安排,至少能够知道右方的实验装置发生了改动. 而且,如果对 S2
´ (或者

X2)的检测装置距离右方实验者更远,并且粒子的运动速度足够慢,那么左方的探测器将提前有所响应,观测者甚至可

以提前知道右方的实验装置. 这将违反基本的因果律. 因此, hΠZ
G

i应该等于 hΠX
G

i,这不仅仅是一个数学的结果,而且是

基本物理定律的要求,即信号不能超光速传递.

上述讨论的结果似乎表现出非互文性. 把投影算符视作观测量,就有这样两组观测量的集合,

集合 I : Π´+ Π´�
; Π0

集合 II : Πx+ ; Πx�
; Π0

Π0是两组观测量中共同的一个. 我们看到, Π0的期望值不依赖于与此对易的 (或者说相容的)其它观测量的测量,即不

依赖于具体的实验环境. 但是,需要注意的是,互文性问题中关注的是,观测量 O 是否具有非互文的值,而不是期望值.

在下面的讨论中将看到,在量子力学中观测量不具有非互文的值.

9.3. Kochen-Specker定理 自旋 1粒子,不依赖于具体的量子态

1967年, Kochen和 Specker分析了自旋为 1的量子系统的隐变量问题,得到的结论是,自旋 1粒子的自旋角动量不能

具有非互文的确定的值,这个结论后来被称为 KS定理. KS定理的证明中用到了自旋为 1的粒子的自旋角动量的性质以

及隐变量模型为自旋角动量在某个方向上的分量的平方 S2
k
赋值的时候应该满足的条件,通过不断构造 R3空间中的直

角坐标架,并在相应的方向上为角动量的平方赋值,最终得到了自相矛盾的结果. KS的原始证明中用到了 117个方向,

在叙述上略显繁琐. 下面我们讨论 Asher Peres的证明,仅用到 33个方向,参看 [3].

回顾一下自旋 1的角动量的性质. 考虑一个自旋为 1的粒子. 自旋角动量 S的三个分量的矩阵形式已经由 (44)式给出,

依然设 „ = 1,我们知道

S2
x + S2

y + S2
´ = 21

这里的 1是 3� 3的单位矩阵.这个关系对于三维实空间R3上任意一组直角坐标架都是成立的.设三个单位向量 n1, n2,

n3构成了R3的一个直角坐标架, S在这些单位向量上的分量分别是 Sn1 , Sn2 , Sn3 那么有

S2
n1

+ S2
n2

+ S2
n3

= 21 (50)
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对于任意两个彼此垂直的方向上的自旋角动量的分量,它们的平方形式是对易的,即�
S2
ni
; S2
nj

�
= 0; i; j = 1; 2; 3 (51)

另外, S2
ni
的本征值为 0和+1.

如果用经典的观点看待力学量 S2
ni

,那么就会有这样的描述: 力学量 S2
ni
具有确定的值 0或者+1,记作

v(S2
ni
) = 0; 1 (52)

而且,三个 v(S2
ni
)应该满足如下关系

v(S2
n1
) + v(S2

n2
) + v(S2

n3
) = 2 (53)

三个 v(S2
ni
)中任意两个不能同时为零 (54)

x y

z

C(0)

A(1)

C(0)

U(0)

E(0) X(0)

E(0)

B(1)

B(1)

V(0)

Z(1)

A(1)

G(1)

F(1)

D(1)

Y(1) D(1)

F(1)

G(1)

图 5: 图中的圆点表示R3中的 33个方向. 括号中的 0和 1表示隐变量模型为相应方向上自旋角动量平方的可能的赋值.

注意 U 和 V 表示的两个方向是垂直的,但是赋值的结果却是 v(S2
U ) = v(S2

V ) = 0,违反了隐变量模型应该遵守的条件

(54).

在图 5中用圆点标记了R3中的 33个方向. 图中的立方体的边长为 2,下面给出一部分点的坐标.

X : (1; 0; 0); Y : (0; 1; 0); Z : (0; 0; 1)

A : (0; 1; 1); B : (1; 1p
2
;� 1p

2
); C : (1;� 1p

2
; 1p

2
)

D : ( 1p
2
; 1; 0); E : (1;� 1p

2
; 0); F : ( 1p

2
; 1;� 1p

2
)

其它点的坐标也容易写出. 这些点代表的向量也用同样的字母表示,例如 A同时也表示向量 (0; 1; 1). 为了能有直观形象

的表示,向量不作归一化的处理. 因此 SA的意思就是自旋角动量 S在 A对应的方向上的分量.
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接着分析隐变量模型的赋值过程. 由于 XYZ 构成了直角坐标架,可以设 v(S2
X ) = 0, v(S2

Y ) = v(S2
Z) = 1,将这个赋

值简写为 X(0)Y (1)Z(1),图中有相应的的标记. 接着注意到 X 和 A是垂直的, v(S2
X )和 v(S2

A)不能同时为零,故有

v(S2
A) = 1,这个推导关系记作X(0)A(1). 于是,我们用这样的标记写下整个推导过程,

X(0)Y (1)Z(1) X(0)A(1) X(0)A0(1)

A(1)B(1)C (0) A0(1)B 0(1)C 0(0) (55)

C (0)D(1) C 0(0)D0(1)

Z(1)D(1)E(0) Z(1)D0(1)E 0(0)

E(0)F (1) E(0)G(1) E 0(0)F 0(1) E 0(0)G0(1)

F (1)F 0(1)U (0) G(1)G0(1)V (0)

U (0)V (0) (56)

最后一步是矛盾所在. 因为 U 和 V 是垂直的,故根据 (54),值 v(S2
U )和 v(S2

V )不能同时为零,但是上述赋值过程却给出

了自相矛盾的结果,由此说明非互文的隐变量模型是不成立的.

有两点需要说明.

¬在推导过程的第二步,即 (55)式,也可以采用 A(1)B(0)C (1), A0(1)B 0(0)C 0(1)的赋值方式,接下去的过程会有所不同,

但同样能得到矛盾的结果.

­虽然看起来在推导过程中并没有用到所有 33个向量,但是那些没用到的向量依然是作为不可或缺的. 这是因为,在

赋值的第一步有多种选择,我们可以如前所述选择 X(0)Y (1)Z(1),可以选择 X(1)Y (0)Z(1),也可以选择 A(0)B(1)C (1),

如此等等. 不同的赋值过程将用到不同的向量组合.

9.4. 自旋 1粒子,依赖于具体的量子态

现在考虑R3中五个单位向量 kj (j = 1; � � � ; 5),它们满足如下正交关系 (如图 6所示),

k1 ? k2; k2 ? k3; k3 ? k4; k4 ? k5; k5 ? k1 (57)

可以简单地记作 kj ? kj+1,并且当 j + 1等于 6时视作 1. 显然 [S2
kj
; S2
kj+1

] = 0. 按照经典的观点,即性质 (52)至 (54),

我们可以得到下面的不等式

v
�
S2
k1

�
+ v

�
S2
k2

�
+ v

�
S2
k3

�
+ v

�
S2
k4

�
+ v

�
S2
k5

�
> 3 (58)

这个不等式表明
P5
j=1 v

�
S2
kj

�
的最小值是 3,可以直接验证.不等式左端每一项的可能的取值为 0或 1,为了求其最小值,

就希望有尽可能多的项取值 0. 例如,令 v
�
S2
k1

�
= 0. 由于 k1 ? k2, k5 ? k1,则根据性质 (54), v

�
S2
k2

�
和 v

�
S2
k5

�
不能为

零,故 v
�
S2
k2

�
= v

�
S2
k5

�
= 1. 再注意到 k3 ? k4,故 v

�
S2
k3

�
和 v

�
S2
k4

�
不能同时为零,可以令其中任何一个为零,另一个等

于 1. 因此,五项相加的结果等于 3. 考虑所有其它情况,容易看出 3是最小值.
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kk

k

1

0

kk3

kk2
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O
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图 6: R3空间中的五个方向矢量,满足两两正交的关系 (57)式. 方向 k0穿过五角星的中心.

式 (58)是根据经典观点得到的结论,更确切地说,是非互文的隐变量模型给出的预言.根据非互文的隐变量模型,隐变量

�的某个固定的取值决定了所有力学量的观测结果,在这里就是 0或者 1,而且,对于某个观测量 (比如 S2
k1

)而言,观测结

果不依赖于与 S2
k1
对易的力学量 S2

k2
和 S2

k5
的观测结果. 进一步考虑隐变量 �的所有可能的取值,就要在隐变量空间 Λ

上对 (58)式积分,得到隐变量模型给出的期望值,显然,积分后的结果依然满足相同的不等式,即

˝
v
�
S2
k1

�˛
+

˝
v
�
S2
k2

�˛
+

˝
v
�
S2
k3

�˛
+

˝
v
�
S2
k4

�˛
+

˝
v
�
S2
k5

�˛
> 3 (59)

接下去的问题是,在特定的量子态 j i中,量子力学关于
P5
j=1

˝
S2
kj

˛
 
的预言结果是多少? 这里

˝
S2
kj

˛
 
=

˝
 

ˇ̌
S2
kj

ˇ̌
 

˛
. 量

子力学给出的结果能否满足不等式 (59)?为了考虑这个问题,需要分析 S2
kj
的一些性质.

对于R3中的某个任意的方向 n = (sin � cos'; sin � sin'; cos �),自旋角动量的分量 Sn的矩阵是

Sn =

0BBB@
cos � e�i� sin �p

2
0

ei� sin �p
2

0 e�i� sin �p
2

0 ei� sin �p
2

� cos �

1CCCA (60)

Sn的本征值和本征向量是

本征值+1; 本征向量
ˇ̌̌
n(+)

E
=

0BB@
e�i2' cos2 �

2

1p
2
e�i' sin �

sin2 �
2

1CCA (61)

本征值 �1; 本征向量
ˇ̌̌
n(�)

E
=

0BB@
e�i2' sin2 �

2

�
1p
2
e�i' sin �

cos2 �
2

1CCA (62)

本征值 0; 本征向量
ˇ̌̌
n(0)

E
=

0BB@
�

1p
2
e�i2' sin �

e�i' cos �
1p
2
sin �

1CCA (63)
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直接计算可以验证下面的等式,

S2
n + jn(0)ihn(0)j = 1 (64)

即, S2
n 可以表示为 1 � jn(0)ihn(0)j.类似地,五个 S2

kj
可以表示为 1 � jk

(0)
j ihk

(0)
j j,其中 jk

(0)
j i是 Skj

的本征值为 0的本征

向量. 因此,对于给定的 j i,有
5X
j=1

˝
S2
kj

˛
 
= 5 �

5X
j=1

ˇ̌˝
 

ˇ̌
k
(0)
j

˛ˇ̌2
将方向矢量 kj 写为 kj = (sin �j cos'j ; sin �j sin'j ; cos �j ),则 jk

(0)
j i是

ˇ̌̌
k
(0)
j

E
=

0BB@
�

1p
2
e�i2'j sin �j

e�i'j cos �j
1p
2
sin �j

1CCA
如果 j i是某个 Sn的本征值为 0的本征向量,即 (63),那么计算后发现ˇ̌˝

 
ˇ̌
k
(0)
j

˛ˇ̌2
=

ˇ̌˝
n(0)

ˇ̌
k
(0)
j

˛ˇ̌2
=

�
cos � cos �j + cos(' � 'j ) sin � sin �j

�2
= (n � kj )

2

最后的结果被表示为R3空间中方向矢量的内积的平方 1.

现在,选择方向 n为 k0,方向 k0穿过五个 kj 构成的五角星的中心. 相应的 j i就是 jk
(0)
0 i. 简单的几何关系表明,对于

所有的 j = 1; � � � ; 5, (k0 � kj )
2 = 1p

5
. 因此我们得到,当 j i = jk

(0)
0 i时

5X
j=1

˝
S2
j

˛
 
= 5 �

p
5 � 2:764 < 3 (65)

与 (59)比较,可以看到,量子力学给出的结果违反非互文性隐变量模型设定的条件,两种理论是矛盾的.

9.5. 两个自旋 1/2粒子,态无关

参看 [4].

对于两个自旋 1/2的粒子 A和 B ,考虑如下 9个算符.

�Ax ˝ 1B 1A ˝ �Bx �Ax ˝ �Bx

1A ˝ �By �Ay ˝ 1B �Ay ˝ �By

�Ax ˝ �By �Ay ˝ �Bx �A´ ˝ �B´

(66)

每一行或者每一列的 3个算符是彼此对易的,第三列的三个算符相乘的结果是 �1A ˝ 1B ,除此以外,每一行或者每一列

的三个算符相乘的结果是 1A ˝ 1B .

现在尝试用隐变量模型解释上述事实. 从隐变量理论看来,每一个力学量 �
A(B)
x 或者 �

A(B)
y 都具有确定的值——由隐

变量决定的不依赖于测量环境的值. 把这些值记作 v(�
A(B)
x )或者 v(�

A(B)
y ). 进一步地,对于形如 �Ax �

B
x 之类的联合观测

量,隐变量理论认为,联合观测量的值等于定域观测量的值的乘积,例如

v(�Ax �
A
x ) = v(�Ax )v(�

B
x )

1可以用更简捷的计算.把 Ŝx , Ŝy , Ŝ´分别表示为 Ŝx = „

� 0 0 0
0 0 �i
0 i 0

�
, Ŝy = „

�
0 0 i
0 0 0

�i 0 0

�
, Ŝ´ = „

�
0 �i 0
i 0 0
0 0 0

�
,则 n方向上的分量 Ŝn的本征值为零的

本征向量在形式上直接对应于 n.

29



逐行考察 (66)式,隐变量模型需要解释每一行的观测量的相乘结果为 1A ˝ 1B 这一事实. 对于第一行和第二行,可以用

隐变量模型很轻松地写出

v(�Ax ) v(�
B
x ) v(�Ax �

B
x ) = v(�Ax ) v(�

B
x ) v(�Ax ) v(�

B
x ) =

�
v(�Ax )

�2�
v(�Bx )

�2
= 1

v(�By ) v(�Ay ) v(�
A
y �

B
y ) = v(�By ) v(�Ay ) v(�

A
y ) v(�

B
y ) =

�
v(�Ay )

�2�
v(�By )

�2
= 1

因此仅从这两行来看,量子力学和隐变量模型没有冲突.

对第三行,应该有

v(�Ax �
B
y ) v(�Ay �

B
x ) v(�A´ �

B
´ ) = v(�Ax )v(�

B
y ) v(�Ay )v(�

B
x ) v(�A´ �

B
´ ) = 1 (67)

这里,我们没有分析 v(�A´ �
B
´ )等于多少.

类似地,如果逐列考察 (66)式,那么第一列和第二列不能体现量子力学和隐变量模型的矛盾.

对于第三列的力学量,根据量子理论得到的结果是,它们相乘的结果为 �1A ˝ 1B ,因此,隐变量模型应该给出

v(�Ax �
B
x ) v(�Ay �

B
y ) v(�A´ �

B
´ ) = v(�Ax )v(�

B
x ) v(�Ay )v(�

B
y ) v(�A´ �

B
´ ) = �1 (68)

比较 (67)和 (68),看到明显的矛盾.

有一点需要注意,在上面的推导中,我们没有对 v(�A´ �
B
´ )进行分解.

9.6. 两个自旋 1/2粒子,态有关

参看 [5].

两个自旋 1/2粒子 A和 B 构成了 2 ˝ 2两体量子系统. 描述 A和 B 的希尔伯特空间分别是HA和HB . 两个粒子分别

有观测量 A和 B ,它们的本征向量分别是 j0Ai, j1Ai和 j0Bi, j1Bi,相应的本征值为+1和 �1,即

A j0Ai = j0Ai ; A j1Ai = � j1Ai

B j0Bi = j0Bi ; B j1Bi = � j1Bi

实际上 A和 B 就是泡利矩阵 �´. 设整体的量子态是

jΨi =
p
ab j0Ai j1Bi +

p
ab j1Ai j0Bi + (a � b) j1Ai j1Bi (69)

这里设 a和 b均为正实数,且 a > b,归一化条件要求 a2 + b2 = 1. 注意到 jΨi中不包含 j0i j0i项.

再考虑 A和 B 的另一组观测量, A0和 B 0,它们的本征方程是

A0
j˛0i = j˛0i ; A0

j˛1i = � j˛1i

B 0
jˇ0i = jˇ0i ; B 0

jˇ1i = � jˇ1i

其中 j˛0i ; j˛1i和 jˇ0i ; jˇ1i是

j˛0i = c j0Ai + d j1Ai ; j˛1i = �d j0Ai + c j1Ai

jˇ0i = c j0Bi + d j1Bi ; jˇ1i = �d j0Bi + c j1Bi
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这里

c =

p
ab

p
1 � ab

; d =
a � b

p
1 � ab

通过选择HA和HB 的不同的基向量, jΨi可以写成不同的形式. 令 f = 1�ab
a�b

,我们有

jΨi = f
�

j˛0i (c j0Bi + d j1Bi) � c2(c j˛0i � d j˛1i) j0Bi
�

(70)

jΨi = f
�
(c j0Ai + d j1Ai) jˇ0i � c2 j0Ai (c jˇ0i � d jˇ1i)

�
(71)

jΨi = f
�

j˛0i jˇ0i � c2(c j˛0i � d j˛1i)(c jˇ0i � d jˇ1i)
�

(72)

量子力学关于 jΨi的不同形式以及不同观测量的测量结果,有如下结论.

¬ 根据 (69)式,其中不含有 j0Ai j0Bi项,所以在 jΨi中测量联合观测量 A˝ B ,不可能得到它们同为+1的结果,即

该事件的几率为零,

P (A = +1; B = +1) = 0

­ 根据 (70)式, 其中只有 j˛1i j0Bi一项含有 j˛1i, 所以, 如果观测到 A0 的值是 �1, 则表明两体系统的态变为

j˛1i j0Bi,此时 B 应该处于 j0Bi,即 B 的值是+1,用条件几率表示就是

P (B = +1jA0 = �1) = +1

® 根据 (71)式, 其中只有 j0Ai jˇ1i一项含有 jˇ1i, 所以, 如果观测到 B 0 的值是 �1, 则表明两体系统的态变为

j0Ai jˇ1i,此时 A应该处于 j0Ai,即 A的值是+1,用条件几率表示就是

P (A = +1jB 0 = �1) = +1

¯ 在 jΨi中测量联合观测量 A0 ˝ B 0,有一定的非零的几率得到它们同为 �1的结果. 根据 (72)式,这个几率等于

j˛1i jˇ1i的系数的模的平方,即

P (A0 = �1; B 0 = �1) = f 2c4d 4
¤ 0 (73)

现在看看隐变量模型能说些什么. 首先,隐变量会对上面的各个观测量赋值,将这些值记作 v(A), v(A0), v(B), v(B 0).

¶ 对应于量子力学的结论¬,隐变量的说法是

v(A)和 v(B)的值不能同时为+1

· 隐变量模型对结论­的描述是: 如果 v(A0) = �1,那么 v(B) = +1,用逻辑关系表示为

v(A0) = �1 H) v(B) = +1

¸ 隐变量模型对结论®的描述是:

v(B 0) = �1 H) v(A) = +1

¹ 对于第¯点,隐变量模型的结论是: v(A0)和 v(B 0)有一定的可能性同时为 �1.

把上述推理过程综合在一起,可以看到,当第¹点中的事件发生的时候,由·和¸可以推出 v(A)和 v(B)同时为 1,但是

这个结论与¶矛盾 (见图 7). 所以,隐变量理论对观测量赋以确定的值的做法是不成立的. 而在量子理论中,所谓的 “值”

只是测量结果的体现,不具备经典意义上或者本体论意义上的实在性,从¬到¯的结论只是观测结果的描述——而且

是不同的实验环境中的结果,因而不存在逻辑上的矛盾和抵触.
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v v

v v
从不出现

有时出现

一
定
出
现

一
定
出
现

图 7:隐变量模型中的矛盾

注意到当 (73)式给出的几率为零的时候不会有矛盾出现. P (A0 = �1; B 0 = �1) = f 2c4d 4 = 0的条件是, a和 b有一个

为零 (二者不能同时为零,否则 jΨi = 0),或者 a = b ¤ 0. 当 a和 b有一个为零时, jΨi是直积态,不会表现出与隐变量模

型的矛盾. 当 a = b ¤ 0时,由归一化条件 a2 + b2 = 1可得, a = b = 1p
2
,此时 jΨi = 1p

2
(j01i + j10i),这不是直积态,而

是最大纠缠态,但是仍然没有表现出与隐变量模型的矛盾,这说明,上述过程不适用于最大纠缠态.

关于 Bell定理和互文性问题的文献很多,可以参看 [6–12],其中 Physics Today和 American Journal of Physics上的文

章比较浅显易懂.

10. 轨道角动量

在讨论粒子在三维空间的运动时已经分析了轨道角动量 L = R � P ,并且, (L2; L´)有共同本征态 j`;mi,在位置表象中

的本征函数就是球谐函数 Y`;m(�; �). 在这一节中,从旋转变换的角度重新讨论轨道角动量.

10.1. 旋转变换的具体形式

先回顾经典力学中讨论刚体运动的时候涉及到的旋转变换.

Euler角,经典情形 采用被动观点,用 Euler角描述,如图 8所示.

将参考系 (xy´)进行如下变换:

进动 绕 ´转动角度 ˛,

(xy´)
R(´;˛)

������! (x0y0´0)

这里

R(´; ˛) =

0BB@
cos˛ � sin˛ 0

sin˛ cos˛ 0

0 0 1

1CCA
基向量的变换是 �

e0
x e0

y e0
´

�
=

�
ex ey e´

�
R(´; ˛)
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x

y

z(z¢)

�

x

x¢

y¢(y¢¢)

�

z¢¢(z¢¢¢)

y¢¢¢

�

图 8

向量 r 在两个参考系中的表示之间的关系是. 0BB@
x0

y0

´0

1CCA = RT (´; ˛)

0BB@
x

y

´

1CCA
对于下面的两个变换,基向量和向量表示的变化与此类似,不再详细列出.

章动 绕 y0轴转动角度 ˇ,

(x0y0´0)
R(y0;ˇ)

�������! (x00y00´00)

自转 绕 ´00轴转动角度 
 ,

(x00y00´00)
R(´00;
)

������! (x000y000´000)

总的变换是

R(´00; 
)R(y0; ˇ)R(´; ˛)

向量 r 在参考系 (xy´)中的坐标和在参考系 (x00y00´00)中的坐标之间的关系是0BB@
x000

y000

´000

1CCA = RT (´00; 
)RT (y0; ˇ)RT (´; ˛)

0BB@
x

y

´

1CCA
也可以采用主动观点描述. 开始的时候,实验室参考系 (xy´)和刚体参考系 (XYZ)是重合的.

• 首先,让刚体绕 ´轴转动角度 ˛,刚体参考系的 Y 轴在空间的指向记作 n. 变换矩阵是 R(´; ˛).

• 然后,让刚体绕 n转动角度 ˇ,这时刚体的Z轴在空间的指向记作m. 变换矩阵是 R(n; ˇ).

• 最后,让刚体绕m转动角度 
 . 变换矩阵是 R(m; 
).
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总的变换是

R(˛; ˇ; 
) = R(m; 
)R(n; ˇ)R(´; ˛)

在 R的形式中,包含不容易表示的旋转变换: 绕 n和m的旋转.

注意到

R(n; ˇ) = R(´; ˛)R(y; ˇ)RT (´; ˛) (74)

R(m; 
) = R(n; ˇ)R(´; 
)RT (n; ˇ) (75)

重新计算 R(˛; ˇ; 
),

R(˛; ˇ; 
) = R(n; ˇ)R(´; 
)RT (n; ˇ) R(n; ˇ)R(´; ˛)

= R(n; ˇ)R(´; ˛)R(´; 
)

= R(´; ˛)R(y; ˇ)RT (´; ˛) R(´; ˛)R(´; 
)

= R(´; ˛)R(y; ˇ)R(´; 
)

最后的形式是绕固定轴旋转变换的相乘.

Euler角,量子情形 角动量是旋转变换的生成元,对于在Hilbert空间中量子态,绕方向 k旋转角度 # 的变换是酉

算子

U (k; #) = e�i#k�J/„

采用主动观点,用 Euler角描述,如图 9所示,

U (˛; ˇ; 
) = U (m; 
)U (n; ˇ)U (´; ˛) (76)

x

y

z

�

x

n

�

�

m

图 9
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为了化简上式,首先来证明可以与 (74)式类比的关系,

U (n; ˇ) = U (´; ˛)U (y; ˇ)U �(´; ˛)

其中方向 n是 n =
�

� sin˛ cos˛ 0
�
.

U (y; ˇ) = e�iˇJy/„; U (´; ˛) = e�i˛J´/„

U (´; ˛)U (y; ˇ)U �(´; ˛)

=e�i˛J´/„ e�iˇJy/„ ei˛J´/„

将酉变换 e�i˛J´/„作用于 Jy

= exp
�

�
i

„
ˇ

h
e�i˛J´/„ Jy e

i˛J´/„
i�

= exp
�

�
i

„
ˇ

�
Jy cos˛ � Jx sin˛

��
=e�iˇn�J/„ = U (n; ˇ)

再注意方向m =
�
sinˇ cos˛; sinˇ sin˛; cosˇ

�
,这个方向可以从 e´通过如下旋转变换获得,

e´ �! m = R(e´; ˛)R(ey ; ˇ) e´

通过相应的酉变换可以将 ´方向上的角动量分量 J´变换到m方向上的角动量分量 Jm,验证一下:

U (´; ˛)U (y; ˇ)J´U
�(y; ˇ)U �(´; ˛)

=U (´; ˛)
�
J´ cosˇ + Jx sinˇ

�
U �(´; ˛)

=
�
U (´; ˛)J´U

�(´; ˛)
�
cosˇ +

�
U (´; ˛)JxU

�(´; ˛)
�
sinˇ

=J´ cosˇ +
�
Jx cos˛ + Jy sin˛

�
sinˇ = Jm

所以,绕m的旋转变换 U (m; 
)可以表示为

U (m; 
) = e�i
m�J/„ = e�i
Jm/„

= exp
�

�
i


„
U (´; ˛)U (y; ˇ)J´U

�(y; ˇ)U �(´; ˛)

�
将酉变换 U (´; ˛)U (y; ˇ)及其厄密共轭移动上式的左右两边

=U (´; ˛)U (y; ˇ) exp
�

�
i


„
J´

�
U �(y; ˇ)U �(´; ˛)

现在来计算 (76),

U (˛; ˇ; 
) = U (m; 
)U (n; ˇ)U (´; ˛)

= U (´; ˛)U (y; ˇ)U (´; 
)U �(y; ˇ)U �(´; ˛)•
U (m;
)

U (´; ˛)U (y; ˇ)U �(´; ˛)Ÿ
U (n;ˇ)

U (´; ˛)
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也就是

U (˛; ˇ; 
) = U (´; ˛)U (y; ˇ)U (´; 
) (77)

上式右端的每一个酉矩阵都是绕固定轴的旋转变换.

10.2. 旋转变换的矩阵元

分析 U (˛; ˇ; 
)的矩阵元. 基向量是 J 2和 J´的共同本征函数 jj;mi,矩阵元是

hj 0; m0
jU (˛; ˇ; 
)jj;mi

首先需要注意的是,如果 j ¤ j 0,那么矩阵元为零,因而只需要考虑在子空间Hj 中的矩阵元.

D
(j )
m0;m = hj;m0

jU (˛; ˇ; 
)jj;mi

= hj;m0
je�i˛J´/„ e�iˇJy/„ e�i
J´/„

jj;mi

= e�i(˛m0+
m) d
(j )
m0;m(ˇ) (78)

其中 d (j )(ˇ) = U (y; ˇ) = e�iˇJy/„.

以上过程说明,如果用 Euler角描述旋转变换,那么酉矩阵的矩阵元主要是由绕 y轴的旋转变换决定的.

下面给出 j = 1
2
; 1时矩阵 d (j )的生成元.

自旋 1/2 当 j = 1
2
时,

d (1/2)(ˇ) =

0@cos ˇ
2

� sin ˇ
2

sin ˇ
2

cos ˇ
2

1A
虽然这是一个正交矩阵,但不属于 SO(2)变换,而是 SU(2)变换.

角动量量子数为 1 当 j = 1时,我们已经知道角动量的三个分量 Jx , Jy , J´ 的具体的矩阵形式. 注意到这时有

J 3
y = Jy (这里令 „ = 1),可以将 d (1)表示为

d (1)(ˇ) = e�iˇJy = 1 � J 2
y (1 � cosˇ) � iJy sinˇ

一般情况下的 d (j )(ˇ)形式,参看 Sakurai书中的推导.

对角动量的本征向量的旋转变换,

U (˛; ˇ; 
) jj;mi =
X
j 0;m0

jj 0; m0
ihj 0; m0

jU (˛; ˇ; 
) jj;mi =
X
m0

jj;m0
iD

(j )
m0;m(˛; ˇ; 
) (79)

对于固定的 j ,由 f jj;mig张开的 2j + 1的子空间是一个不变子空间,就是说,这个子空间中的向量在旋转变换的作用

下仍然留在这个子空间中. 从 (79)中看到,变换后不会出现其它的 j 0. 而且,它还是一个不可约的子空间,意思是,其中

不存在更小的不变子空间.

10.3. 轨道角动量的本征函数

以前求解过关于 L2和 L´的本征方程,得到了它们共同的本征函数,球谐函数. 现在,我们知道了角动量的代数结构,有

了升降算子,因而可以像对待谐振子那样,从一个特殊的本征态出发, “升降”出其它的本征态和本征函数.
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升降算子 L˙ = Lx ˙ iLy 在位置表象中的形式是在位置表象中,

Lx = �i„

�
� sin�

@

@�
� cot � cos�

@

@�

�

Ly = �i„

�
� cos�

@

@�
� cot � sin�

@

@�

�

L+ = �i„ei�
�
i
@

@�
� cot �

@

@�

�
用升算子 L+作用于 j`; `i,结果应该为零. 在位置表象中,有一阶偏微分方程,

�i„ei�
�
i
@

@�
� cot �

@

@�

�
Y`;`(�; �) = 0

可以解出

Y`;`(�; �) = c`e
i`� sin` �

其中

c` =
(�1)`

2``!

r
(2`+ 1)!

4�

这里的归一化常数中包含了 (�1)`,其原因是,考虑到用降算子 L�作用于 Y`;`,将得到 Y`;0,我们希望由此得到的 Y`;0与

Legendre多项式 P`(cos �)有相同的符号.

用降算子 L�作用 Y`;`若干次,得到球谐函数 Y`;m(�; �), �` 6 m 6 `.

关于球谐函数的性质,参看 Cohen书 Complement AVI.

在上述推导过程中,似乎没有看到为什么轨道角动量量子数 `不能为半整数. 以下事实将说明 `只能取整数.

2�旋转 波函数的单值性意味着绕任意方向旋转 2� 角度都不会对波函数带来改变. 我们将看到,只有当角动量量

子数为整数的时候才能如此. 下面的方程反映了这一结论.

U (n; 2�) jj;mi = e�i2�n�J/„
jj;mi = (�1)2j jj;mi (80)

这个方程说的是,将角动量的本征态 jj;mi绕任意方向 n旋转角度 2� ,当 j 为整数时,结果仍然是 jj;mi;当 j 为半整

数时,得到 � jj;mi. 因此,既然要求空间波函数在 2� 旋转下不变,那么轨道角动量量子数必须为整数.

现在来证明 (80)式. 先考虑绕 ´轴的旋转变换.

U (´; 2�) jj;mi = e�i2�J´/„ = e�i2�m
jj;mi = (�1)2j jj;mi

当 j 是整数的时候, m也是整数, 2� 的旋转变换不改变量子态;当 j 是半整数的时候, m也是半整数, 2� 旋转变换后量

子态有了相位的改变.

这是绕 ´轴旋转 2� 的结论. 任意的某个方向 n上角动量的分量 Jn = n � J 可以从 J´经过旋转变换得到,

Jn = VJ´V
�

这里 V 的具体形式容易写出. 用球坐标的两个角度坐标 (�; �)表示方向 n. 从 e´到 n的变换是

n = R(´; �)R(y; �)e´

于是 V 表示为

V = e�i�J´/„e�i�Jy/„
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将 V 以超算子的身份作用于 U (´; �),便得到绕 n方向旋转角度 �的变换,

U (n; �) = V U (´; �)V �

不过,在下面的计算中我们并不需要用到 V 的具体形式,只需要关注这样一个事实,如果将 V 或者 V �作用于 jj;mi,那

么变换后的结果仍然在以 j 标记的不变子空间Hj 中.

不变子空间Hj 中任意某个向量可以表示为
P
m cm jj;mi. 对这个向量作旋转变换 U (´; 2�),有

U (´; 2�)
X
m

cm jj;mi =
X
m

cmU (´; 2�) jj;mi = (�1)2j
X
m

cm jj;mi

因此,在 U (´; 2�)变换下 V � jj;mi也满足上式.

U (´; 2�)V � jj;mi = (�1)2jV � jj;mi

V U (´; 2�)V � jj;mi = (�1)2jV V � jj;mi

U (n; 2�) jj;mi = (�1)2j jj;mi

这就是 (80)式.

另一方面,我们还可以看到,将轨道角动量表示为 L = R � P ,以 L´为生成元的绕 ´轴的 2� 旋转变换不会影响波函数,

即

hrje�i2�L´/„
j i = hrj i (81)

利用 (16),容易得到上述结论,表明轨道角动量量子数必须为整数.

Y1/2;1/2是不合理的 假设轨道角动量量子数 `和m可以为半整数,例如,设 ` = m = 1
2
,那么

Y 1
2 ;

1
2
(�; �) = c 1

2
ei

�
2

p
sin �

用降算子 L�作用,得到

Y 1
2 ;�

1
2
= L�Y 1

2 ;
1
2
= �c� 1

2
e�i �

2 cot �
p

sin �

这是不能接受的,因为当 � = 0; � 的时候,
ˇ̌
Y 1

2 ;�
1
2

ˇ̌
! 1. 而且,直接求解方程 L� j

1
2
;� 1

2 i = 0,会得到另一个不同形式的

Y 1
2 ;�

1
2
(�; �).

10.4. 球谐函数与旋转变换的矩阵元之间的联系

考虑轨道角动量. 用 Euler角表示的旋转变换操作是酉算子 U (˛; ˇ; 
).在子空间H`中表示为D(`),它的矩阵元是

D
(`)
m0;m = e�i(˛m+
m)d

(`)
m0;m(ˇ)

球谐函数 Y`;m(�; �)是轨道角动量算子 fL2; L´g的共同本征函数 j`;mi在位置表象的球坐标中的表示. 二者之间有如

下关系,

Y`;m(�; �) = c`
˚
D

(`)
m;0(�; �; 0)

	�
(82)

上式包含的想法是,

• ´方向和 n = (�; �)之间的关系是R3中的旋转变换.

38



• Y`;m(0; 0)和 Y`;m(n) = Y`;m(�; �)之间的关系是酉变换.

• Y`;m(0; 0)是一个常数,因此 Y`;m(n)与旋转变换的生成元有直接联系.

下面证明 (82)式. 首先考虑,当 R3中的单位向量 n = (�; �)被某个 SO(3)旋转变换作用,变为 n = (� 0; �0),球谐函数将

经历怎样的变化?有两种途径解决这个问题:

1. 用 U (˛; ˇ; 
), (或者D(`))直接作用于球谐函数.

2. 考虑空间坐标的变换对函数带来的影响.

这两种途径应该给出等价的描述.

先考虑酉变换,让 U �(˛; ˇ; 
)作用于 j`;mi,

U �(˛; ˇ; 
) j`;mi =
�
D(`)

��
j`;mi = f j`;m0

ig的线性叠加

类似于 (79)式,上述线性叠加形式可以表示为

�
D(`)

��
j`;mi =

X̀
m0=�`

j`;m0
i h`;m0

j
�
D(`)

��
j`;mi

=
X̀
m0=�`

j`;m0
i

h
h`;mjD(`)

j`;m0
i

i�

=
X̀
m0=�`

�
D

(`)
m;m0

��
j`;m0

i

在位置表象中,采用球坐标,有

h�; �j
�
D(`)

��
j`;mi =

˝
�; �

ˇ̌X
m0

�
D

(`)
m;m0

�� ˇ̌
`;m0

˛
=

X
m0

�
D

(`)
m;m0

��
Y`;m0(�; �) (83)

这不过是不变子空间性质的反映: 旋转变换后, Y`;m(�; �)变为相同的 `,不同的m0的一系列球谐函数 Y`;m0(�; �)的线性

叠加.

再有一点需要注意的是,这里我们用 U � (而不是 U )作用于 j`;mi,只是为了使推导结果更接近需要证明的结论. 如果酉

变换 U 对应于正交变换R,那么 U �就对应于RT .

再来分析旋转变换对函数的影响.

回顾 (7)式,如果对向量 r 2 R3作旋转变换R,使得 r ! r 0 = Rr ,那么将旋转变换作用于波函数  (r),就

有

 (r) �!  0(r) =  (R�1r) =  (RT r)

在位置表象的基向量上表示,这就是

hrj i �! hrj 0
i = hRT rj i

把上式用于球谐函数,

Y`;m(n) = hnj`;mi �! hRTnj`;mi = Y`;m(k) (84)

其中 k = RTn.
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回头再看 (83)式. 与
�
D(`)

��
对应的 R3中的旋转变换是R�1 = RT ,在这种情况下,球谐函数经历的变换过程是将 (84)

式中的RT 替换为R,即

Y`;m(n) = hnj`;mi �! hRnj`;mi = Y`;m(n
0)

其中 n0 = Rn,对应的球坐标是 (� 0; �0),上式也就是

Y`;m(�; �) �! Y`;m(�
0; �0) (85)

(83)和 (85)是等价的,于是有

h�; �j
�
D(`)

��
j`;mi = Y`;m(�

0; �0) (86)

重申 (� 0; �0)是R(n)的方位角. 进而将 (83)式改写为

Y`;m(�
0; �0) =

X
m0

�
D

(`)
m;m0

��
Y`;m0(�; �) (87)

至此得到了球谐函数与旋转变换的矩阵元之间关系的初步形式. 现在需要考虑特殊的变换和特殊的初态,所谓特殊的初

态,就是 Y`;m(0; 0),它是一个常数.

选择一个特殊的变换,令 ˇ = 
 = 0,只有绕 ´旋转角度 ˛的变换,这使得 � ! � + ˛,而 � 保持不变. 由 (87)式,

Y`;m(�; � + ˛) =
X
m0

�
D

(`)
m;m0(˛; 0; 0)

��
Y`;m0(�; �) = ei˛mY`;m(�; �) (88)

这里用到了D
(j )
m0;m = e�i(˛m0+
m) d

(j )
m0;m(ˇ),并注意到 d

(`)
m0;m(0) = ım0;m. (88)式本是球谐函数的一个简单性质,但是这里

我们并没有用到球谐函数的具体形式,这个结果来自于旋转变换.

令 � = 0,给出

Y`;m(�; ˛) = ei˛mY`;m(�; 0)

当 � = 0时, Y`;m(0; ˛) = ei˛mY`;m(0; 0). 注意到 � = 0描述的是 ´方向,因此 Y`;m(0; ˛)的函数形式应该与 ˛无关,否

则将失去单值性. 当 m = 0时, Y`;0(0; ˛) = Y`;0(0; 0),这时 ˛ 对单值性没有影响. 但是当 m ¤ 0时, ˛ 就有可能破坏

Y`;m(0; ˛)的单值性,除非 Y`;m(0; 0) = 0,因此得到

Y`;m(0; 0) = c`ım;0 (89)

其中 c`是一个仅仅与 `有关的常数,回顾球谐函数的具体形式,有

c` =

r
2`+ 1

4�

并且

Y`;m(0; �) = eim�Y`;m(0; 0) = eim�c`ım;0 (90)

现在有了 Y`;m(0; 0)或者 Y`;m(0; �)的表达式,然后,在变换 (87)中,令 � = 0,

Y`;m(�
0; �0) =

X
m0

�
D

(`)
m;m0(˛; ˇ; 
)

��
Y`;m0(0; �)

=
X
m0

�
D

(`)
m;m0(˛; ˇ; 
)

��
c`e

im0�ım0:0

= c`
�
D

(`)
m;0(˛; ˇ; 
)

��
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当然,这里的 � 0和 �0不是任意的,而是从 ´方向变换而来.变换参数是 ˛ = �0, ˇ = � 0, 
则不能确定.但是,D(`)
m;0(˛; ˇ; 
)

与 
 无关,所以不妨令 
 = 0,

Y`;m(�; �) = c`
˚
D

(`)
m;0(�; �; 0)

	�

即 (82)式.

上述证明过程体现了我们反复强调的一件事——在不同的表象中描述旋转变换 (以至于其它操作).

11. 角动量的相加

角动量的相加实际上可以看作是两体量子系统中的问题.

两个量子系统 A和 B ,自身的角动量分别是 JA和 JB ,将它们各自的角动量相加,

J ´ JA + JB = JA ˝ 1B + 1A ˝ JB

首先注意这是一个两体量子系统,需要在适当的地方添上单位算子. 其次,相加的结果 J 具有角动量的性质吗? 如果 J

仍然是一个角动量算子,那么该如何描述?

11.1. 两个双值量子系统

先分析最简单的情况——两个自旋 1
2
粒子构成的两体量子系统. Hilbert空间H = HA ˝ HB = C2 ˝ C2. 令

S = SA + SB = SA ˝ 1B + 1A ˝ SB

它的三个分量是

Sj = SAj + SBj = SAj ˝ 1B + 1A ˝ SBj ; j = x; y; ´

计算 S的各个分量之间的对易关系,

[Sx ; Sy ] = i„S´; S � S = i„S

对易关系表明,可以把 S视作角动量,是两体系统总的自旋角动量.

计算 S2以及相关的对易子,

S2 =
�
SA

�2
+

�
SB

�2
+ 2SA´ S

B
´ + SA+S

B
� + SA�S

B
+

[S2;S] = 0h
S2;

�
SA

�2i
=

h
S2;

�
SB

�2i
= 0

再考虑如下对易关系, h�
SA

�2
;SA

i
= 0;

h�
SB

�2
;SB

i
= 0h

S;
�
SA

�2i
=

h
S;

�
SB

�2i
= 0

�
S´; S

A
´

�
=

�
S´; S

B
´

�
= 0

不过, S2与 SA´ 不对易,与 SB´ 也不对易.
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有两种基向量的选择方式, n�
SA

�2
;

�
SB

�2
; SA´ ; S

B
´

o
H) js1; s2;m1; m2i (91)n�

SA
�2
;

�
SB

�2
; S2; S´

o
H) js1; s2; s;mi (92)

这里 s1 = s2 = 1
2
,m1 = ˙

1
2
,m2 = ˙

1
2
.

以上两组基向量有共同的部分, js1; s2i,就此省去. 第一组基向量相当于我们常用的描述 2 ˝ 2系统的自然基向量ˇ̌̌̌
+
1

2
;+

1

2

�
;

ˇ̌̌̌
+
1

2
;�

1

2

�
;

ˇ̌̌̌
�
1

2
;+

1

2

�
;

ˇ̌̌̌
�
1

2
;�

1

2

�
~w�

j00i ; j01i ; j10i ; j11i

注意到 S´与第一组 (91)中的四个力学量都对易,因此 jm1; m2i也应该是 S´的本征向量,实际上

S´ jm1; m2i = (SA´ + SB´ ) jm1; m2i = (m1 +m2)„ jm1; m2i

容易写出 S´的矩阵,

S´ = „

0BBBBB@
1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 �1

1CCCCCA
S´的本征值记作ms„,

ms = m1 +m2 =

†
+1; m1 = m2 = 1

2

0; m1 = 1
2
; m2 = �

1
2
或者 m1 = �

1
2
; m2 = 1

2

�1; m1 = m2 = �
1
2

本征值ms = ˙1是非简并的,本征值ms = 0有两重简并.

考虑 S2的矩阵形式.

S2 =
�
SA

�2
+

�
SB

�2
+ 2SA´ S

B
´ + SA+S

B
� + SA�S

B
+

在基向量 jm1; m2i上 S2的矩阵是

S2 = „
2

0BBBBB@
2 0 0 0

0 1 1 0

0 1 1 0

0 0 0 2

1CCCCCA
继续求出 S2的本征值和本征向量,并考虑到 S´,用 js;msi表示它们的共同本征向量,有

j0; 0i = 1p
2

�ˇ̌
+ 1

2
;� 1

2

˛
�

ˇ̌
�

1
2
;+ 1

2

˛�
˚

j1; 1i =
ˇ̌
+ 1

2
;+ 1

2

˛
j1; 0i = 1p

2

�ˇ̌
+ 1

2
;� 1

2

˛
+

ˇ̌
�

1
2
;+ 1

2

˛�
j1;�1i =

ˇ̌
�

1
2
;� 1

2

˛
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分别称为自旋单态 (singlet)和三重态 (triplet),前者对应的总的自旋角动量为 s = 0,后者对应于 s = 1.

自旋单态是交换反对称的,自旋三重态是交换对称的.

用 jm1; m2i表示 js;msi (或者反过来),这就是角动量相加所要讨论的内容,实际上就是表象的变换.

11.2. 一般情形的角动量相加

考虑两体系统,或者两个不同类型的自由度,分别记作 A和 B .分别具有角动量 JA和 JB ,角动量量子数分别是 j1和 j2.

整体的角动量是

J = JA + JB

或者写为

J = JA ˝ 1B + 1A ˝ JB

其中 1A和 1B 分别是Hilbert空间HA和HB 上的单位算子.

验证角动量 J 的分量之间的一些对易关系,例如 [Jx ; Jy ] = i„J´.

将 J 2用角动量的 ´分量和升降算子表示.

J 2 = J 2
x + J 2

y + J 2
´

Jx = JAx + JBx ; Jy = JAy + JBy ; J´ = JA´ + JB´

Jx = JAx ˝ 1B + 1A ˝ JBx ; � � �

J 2
x =

�
JAx

�2
˝ 1B + 1A ˝

�
JBx

�2
+ 2JAx ˝ JBx ; � � �

J 2 =
�
JA

�2
˝ 1B + 1A ˝

�
JB

�2
+ 2

X
k

JAk ˝ JBk ; k = x; y; ´

用升降算子表示 x分量和 y分量,

JAx =
1

2
(JA+ + JA� ); JAy =

1

2i
(JA+ � JA� )

JBx =
1

2
(JB+ + JB� ); JBy =

1

2i
(JB+ � JB� )

接着有下面的关系

JAx ˝ JBx + JAy ˝ JBy =
1

2
(JA+ ˝ JB� + JA� ˝ JB+ )

J 2可以表示为

J 2 =
�
JA

�2
˝ 1B + 1A ˝

�
JB

�2
+ 2JA´ ˝ JB´ + JA+ ˝ JB� + JA� ˝ JB+

基向量的选择

一方面,

• jj1; m1i是
�
JA

�2
; JA´ 的共同本征向量.

• jj2; m2i是
�
JB

�2
; JB´ 的共同本征向量.
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•
�
JA

�2
;
�
JB

�2
; JA´ ; J

B
´ 构成一组对易力学量的集合. 共同本征向量是

jj1; j2;m1; m2i

另一方面,

• J 2, J´,
�
JA

�2
,
�
JB

�2
彼此对易. 它们的共同本征向量

jj1; j2; j;mi

所谓角动量的相加,就是用 jm1; m2i表示 jj;mi. 两个表象之间的联系是酉变换,这个酉变换的矩阵元就是 Clebsch-

Gordan (CG)系数.

以下将 „设为 1.

首先考察m的取值.

J´ = JA´ + JB´

hm1; m2jJ´ � JA´ � JB´ jj;mi = 0

m hm1; m2jj;mi �m1 hm1; m2jj;mi �m2 hm1; m2jj;mi = 0

hm1; m2jj;mi不能为零.

) m = m1 +m2

m1的取值范围从 �j1到+j1,m2的取值范围从 �j2到+j2,所以m的取值范围是

m : j1 + j2; j1 + j2 � 1; j1 + j2 � 2; � � � ; �(j1 + j2)

根据m的这些取值,可以说:

• 量子数 j 的最大取值可以是 j1 + j2,但最小取值不清楚.

• j 能否等于 j1 + j2 � k (k为正整数)等等值,也不清楚.

• 对于某个给定的m,可以来自于多少个不同的 j ?

同一个m的值可以来自不同的m1和m2的组合,于是需要考虑m的简并度,记作 gj1;j2(m),在不至于混淆的情况下,省

略下标 j1; j2.

简并度

以 j1 = 2, j2 = 1为例,参考图 10. 已知m = m1 +m2,并且m的可能取值是˙3, ˙2, ˙1, 0,容易得到m取不同值的时

候的简并度.

g(j1 + j2) = g(m = 3) = 1

g(j1 + j2 � 1) = g(m = 2) = 2

g(j1 + j2 � 2) = g(m = 1) = 3
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图 10

g(j1 + j2 � 3) = g(m = 0) = 3

g(j1 + j2 � 4) = g(m = �1) = 3

g(�j1 � j2 + 1) = g(m = �2) = 2

g(�j1 � j2) = g(m = �3) = 1

g(m) = g(�m)
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推广到一般情形 (不失一般性地设 j1 > j2):

g(m) =

˚
0; 如果 jmj > j1 + j2

j1 + j2 + 1 � jmj; 如果 j1 + j2 > jmj > j1 � j2

2j2 + 1; 如果 j1 � j2 > jmj > 0

当 m = j1 + j2 时,简并度为 1. 存在子空间 H (j = j1 + j2). 在这个子空间中,有向量 jj1 + j2; j1 + j2i,也有向量

jj1 + j2; j1 + j2 � 1i, � � � .

当m = j1+j2�1时,简并度为 2.所以,需要子空间H (j = j1+j2�1).两个子空间H (j = j1+j2)和H (j = j1+j2�1)

分别提供一个向量 jm = j1 + j2 � 1i,使得它的简并度等于 2.

对于给定的某个m,简并度 g(m)有哪些来源? 设 j1 > j2.

一定来自于那些 j > jmj的子空间H (j ). 子空间H (j )有几个?个数记作N (j ).

g(m) =
X
j>jmj

N (j )

可以用 g(m)表示N (j ),

g(m = j ) = N (j ) +N (j + 1) +N (j + 2) + � � �

g(m = j + 1) = N (j + 1) +N (j + 2) + � � �

) N (j ) = g(m = j ) � g(m = j + 1) = g(m = �j ) � g(m = �j � 1)

首先有

N (j ) = 0; j > j1 + j2

其次,

N (j1 + j2) = g(m = j1 + j2) = 1

接着就有

N (j1 + j2 � 1) = g(m = j1 + j2 � 1) � g(m = j1 + j2) = 1

一直到

N (j1 � j2) = g(m = j1 � j2) � g(m = j1 � j2 + 1) = 1

如果 j 再继续减小, j < j1 � j2,那么

N (j ) = g(m = j ) � g(m = j + 1) = 0; for j < j1 � j2

这是因为,当m = j < j1 � j2,或者m = j + 1 6 j1 � j2时,简并度均为 2j2 + 1,相减后为零.

至此,确定了 j 的下限, j1 � j2,而且, j 的取值的间隔是 1.

所以,对于给定的 j1和 j2, j 的可能的取值是

j = j1 + j2; j1 + j2 � 1; j1 + j2 � 2; � � � ; jj1 � j2j

对应于每一个 j 的Hilbert空间H (j )只有一个.
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在两种不同的表示中,空间维数都是 (2j1 + 1)(2j2 + 1).

有如下结论:
m = m1 +m2

j = j1 + j2; j1 + j2 � 1; j1 + j2 � 2; � � � ; jj1 � j2j

H (j1; j2) = H (j1 + j2) ˚ H (j1 + j2 � 1) ˚ � � � ˚ H (jj1 � j2j)

其中H (j1; j2)可以理解为一个直积Hilbert空间H (j1) ˝ H (j2). H (j1)和H (j2)分别描述两个角动量量子数为 j1和

j2的量子系统.

下面分别考虑不同的子空间.

CG系数

在各个子空间中分析 jj;mi和 jm1; m2i之间的关系,从而得到 CG系数.

子空间H(j = j1 + j2) 这是H (j1; j2)的直和结构中的最大子空间.在这个子空间中,含有向量 jj = j1+j2; m =

j1 + j1i,它只出现在这个子空间中. 也就是前面讨论中说的简并度 g(m = j1 + j2) = 1. 当m取值 j1 + j2时,只能对应

于 (m1; m2)的一种组合,即m1 = m2 = 1
2
. 所以有

jj1 + j2; j1 + j2i = jj1; j2; j1; j2i

这里,将整体相因子选为 1.

使用降算子 J�,可以得到其它的 jj1 + j2; mi.

J� jj1 + j2; j1 + j2i =
q
2(j1 + j2) jj1 + j2; j1 + j2 � 1i

上式是 jj;mi表象中的形式,注意到

J� = JA� + JB� , jj1 + j2; j1 + j2i = jj1; j2; j1; j2i

jj1 + j2; j1 + j2 � 1i =
1p

2(j1 + j2)
J� jj1 + j2; j1 + j2i

=
1p

2(j1 + j2)
(JA� + JB� ) jj1 + j2; j1 + j2i

=
1p

2(j1 + j2)

hp
2j1 jj1; j2; j1 � 1; j2i +

p
2j2 jj1; j2; j1; j2 � 1i

i
于是有

jj1 + j2; j1 + j2 � 1i =

s
j1

j+j2
jj1; j2; j1 � 1; j2i +

s
j2

j1 + j2
jj1; j2; j1; j2 � 1i (93)

在最后的叠加形式中,每一项的m1 +m2都等于 j1 + j2 � 1.

接着, 可以对 jj1 + j2; j1 + j2 � 1i继续使用降算子, 得到 jj1 + j2; j1 + j2 � 2i. 于是, 子空间 H (j = j1 + j2)中的

2(j1 + j2) + 1个基向量有依此类推地表示形式.

子空间H(j1 + j2 � 1) 考虑H (j1 + j2 � 1),即 j = j1 + j2 � 1. 在这个子空间中,m的最大值是 j1 + j2 � 1.

jj1 + j2 � 1; j1 + j2 � 1i = ˛ jj1; j2; j1; j2 � 1i + ˇ jj1; j2; j1 � 1; j2i ; j˛j
2 + jˇj

2 = 1
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应该与 (93)正交. 将 ˛和 ˇ设为实数,有

˛

s
j2

j1 + j2
+ ˇ

s
j1

j1 + j2
= 0

解出 ˛和 ˇ,有

jj1 + j2 � 1; j1 + j2 � 1i =

s
j1

j1 + j2
jj1; j2; j1; j2 � 1i �

s
j2

j1 + j2
jj1; j2; j1 � 1; j2i

接着,利用降算子得到 jj = j1 + j2 � 1; mi,m = j1 + j2 � 1; j1 + j2 � 2; � � � ;�(j1 + j2 � 1)

其它子空间 对于H (j1 + j2 � 2),m的最大值等于 j1 + j2 � 2,于是 jj1 + j2 � 2; j1 + j2 � 2i是以下三个向量的叠

加:

jj1; j2; j1; j2 � 2i ; jj1; j2; j1 � 1; j2 � 1i ; jj1; j2; j1 � 2; j2i

考虑归一化,以及与 jj1 + j2; j1 + j2 � 2i和 jj1 + j2 � 1; j1 + j2 � 2i之间的正交,可以确定叠加形式中的系数.

以上过程最终给出 jm1; m2i和 jj;mi之间的关系,

jj;mi =

j1X
m1=�j1

j2X
m2=�j2

jj1; j2;m1; m2i hj1; j2;m1; m2jj1; j2; j;mi

其中展开系数 hj1; j2;m1; m2jj;mi被称为 Clebsch-Gordan系数.

反过来的关系,

jj1; j2;m1; m2i =

j1+j2X
j=j1�j1

jX
m=�j

jj;mi hj;mjj1; j2;m1; m2i

所有的 CG系数被调整设定为实数.

hj1; j2;m1; m2jj;mi = hj;mjj1; j2;m1; m2i

11.3. 特别地,轨道角动量和自旋角动量的相加

这是轨道角动量和自旋 1
2
粒子的自旋角动量的相加, L + S.

H (`; 1/2)的维数是 2(2`+ 1). 基向量 j`; 1/2;m`; msi构成 L2, S2, L´, S´的共同本征向量.

轨道角动量和自旋角动量相加后,

J = L + S

当 ` = 0,只有 s = 1/2.

一般情形,

j = `+
1

2
; ` �

1

2

先考虑子空间H (j = `+ 1/2), ˇ̌̌̌
`+

1

2
; `+

1

2

�
=

ˇ̌̌̌
`;

1

2
; `;+

1

2

�
应用降算子
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ˇ̌̌̌
`+

1

2
; ` �

1

2

�
=

s
2`

2`+ 1

ˇ̌̌̌
`;

1

2
; ` � 1;+

1

2

�
+

r
1

2`+ 1

ˇ̌̌̌
`;

1

2
; `;�

1

2

�
ˇ̌̌̌
`+

1

2
; ` �

3

2

�
=

r
1

2`+ 1

�
p
2` � 1

ˇ̌̌̌
`;

1

2
; ` � 2;+

1

2

�
+

p
2

ˇ̌̌̌
`;

1

2
; ` � 1;�

1

2

��

ˇ̌̌̌
`+

1

2
; m

�
=

r
1

2`+ 1

(r
`+m+

1

2

ˇ̌̌̌
`;

1

2
;m �

1

2
;
1

2

�
+

r
` �m+

1

2

ˇ̌̌̌
`;

1

2
;m+

1

2
;�

1

2

�)
(94)

上式中m取值 `+ 1
2
; ` �

1
2
; � � � ;�` �

1
2

可以采用递推方法证明上面的 (94)式. 用降算子作用,ˇ̌̌̌
`+

1

2
; m � 1

�
=

1q�
`+m+ 1

2

��
` �m+ 3

2

�J�

ˇ̌̌̌
`+

1

2
; m

�

利用 (94)式,并将 J�写为 JA� + JB�

=

r
1

2`+ 1

(r
`+m �

1

2

ˇ̌̌̌
`;

1

2
;m �

3

2
;+

1

2

�
+

r
` �m+

3

2

ˇ̌̌̌
`;

1

2
;m �

1

2
;�

1

2

�)

这是将 (94)式中的m改为m � 1的结果.

类似地,对于子空间H (j = ` � 1/2),ˇ̌̌̌
` �

1

2
; ` �

1

2

�
=

r
1

2`+ 1

�
p
2`

ˇ̌̌̌
`;

1

2
; `;�

1

2

�
�

ˇ̌̌̌
`;

1

2
; ` � 1;+

1

2

��
ˇ̌̌̌
` �

1

2
; m

�
=

r
1

2`+ 1

(r
`+m+

1

2

ˇ̌̌̌
`;

1

2
;m+

1

2
;�

1

2

�
�

r
` �m+

1

2

ˇ̌̌̌
`;

1

2
;m �

1

2
;+

1

2

�)

其中m = ` �
1
2
; � � � ;�`+ 1

2

量子态的表示.在 jm`; msi表象中,

 `; 12 ;m`;+
1
2
(r) = Rk;`(r)Y`;m`

(�; �)

0@1

0

1A

 `; 12 ;m`;�
1
2
(r) = Rk;`(r)Y`;m`

(�; �)

0@0

1

1A
在 jj;mi表象中

 `+ 1
2 ;m

(r) =
1

p
2`+ 1

Rk;`(r)

0@q
`+m+ 1

2
Y`;m� 1

2
(�; �)q

` �m+ 1
2
Y`;m+ 1

2
(�; �)

1A

 `� 1
2 ;m

(r) =
1

p
2`+ 1

Rk;`(r)

0@�

q
` �m+ 1

2
Y`;m� 1

2
(�; �)q

`+m+ 1
2
Y`;m+ 1

2
(�; �)

1A
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12. 标量算子和向量算子

在最简单的意义上,标量是一个数,在旋转变换下是不变的. 三维实空间 R3中的向量 v 在直角坐标系中有三个分量 vx ,

vy , v´. 在旋转变换R 2 SO(3)的作用下,向量 v 变为 v 0,二者之间的关系是

v0
j = Rjkvk (95)

其中 Rjk 是 SO(3)变换矩阵的矩阵元.

现在要讨论的是标量算子和向量算子,从类比的角度来说,需要考虑旋转变换对算子的影响. 但是,在主动观点中,不能

说算子的变换,只能说量子态的变换. 于是,我们用算子的期望值的变化来定义标量算子和向量算子.

12.1. 标量算子

对于任意的量子态 j i,在某个旋转变换下变为 j 0i = U (R) j i,如果算子 A的期望值在变换前后的期望值保持不变,

即

h jAj i = h 0
jAj 0

i = h jU �(R)AU (R)j i

那么,这个算子就是标量算子. 由于上式对于任意的 j i都成立,所以

A = U �(R)AU (R); [A;U ] = 0

将变换 U (R)表示为 e�i#n�J/„在无穷小变换下, # ! ı# ,

A =

�
1 +

i

„
ı#n � J

�
A

�
1 �

i

„
ı#n � J

�
w�

[A;n � J ] = 0; 8 n

于是,标量算子与 J 的三个分量均对易,

[A; Jk ] = 0; k = x; y; ´

进而,标量算子 A与任意方向上的角动量分量都对易,

[A; Jn] = 0

于是立即有结论:

在Hj 中, A / 1

例如, J 2, R2 = X2 + Y 2 +Z2, P 2, R � P 都是标量算子.

12.2. 向量算子

参看 Cohen书卷 II DX.

现在考虑Hilbert空间上的算子 V ,它具有向量的形式,三个分量分别是 Vx , Vy , V´.
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向量算子的定义是: 如果对于任意的量子态 j i和旋转变换 U (R),算子 V 的三个分量的期望值的变化如同 (95)式所示

的普通向量的变化,即

h 0
jVj j 0

i =
X
k

Rjk h jVkj i ;
ˇ̌
 0

˛
= U (R) j i (96)

那么 V 就是一个向量算子. 上式又可以表示为

h jU �(R)VjU (R)j i =
X
k

Rjk h jVkj i

又因为上式对任意的 j i都成立,所以有

U �(R)VjU (R) =
X
k

RjkVk (97)

12.3. Wigner-Eckart定理

Wigner-Eckart定理

简单地说,在子空间Hj 中,两个向量算子 V 和 V 0满足关系 V / V 0.

实际上就是分析向量算子在Hj 中的矩阵元.

对易关系

考虑无穷小变换. 在无穷小变换 U (n; ı#)下, (97)式的左端是

Vj +
i

„
ı# [n � J ; Vj ] (98)

至于 (97)式的右端,先考虑绕 ´轴的无穷小旋转,结果是0BB@
1 �ı# 0

ı# 1 0

0 0 1

1CCA
0BB@
Vx

Vy

V´

1CCA =

0BB@
Vx � ı#Vy

Vy + ı#Vx

V´

1CCA
将 (97)式左右两端结合在一起,给出

[J´; Vx ] = i„Vy ; [J´; Vy ] = �i„Vx ; [J´; V´] = 0

类似地,可以得到其它对易关系.

考虑向量算子 V = (Vx ; Vy ; V´)的代数结构.

[Jx ; Vx ] = 0; [Jx ; Vy ] = i„V´; [Jx ; V´] = �i„Vy

定义

V˙ = Vx ˙ iVy ; J˙ = Jx ˙ iJy

可以得到若干对易关系:

[Jx ; V˙] = �„V´; [Jy ; V˙] = �i„V´; [J´; V˙] = ˙„V˙

[J+; V+] = 0; [J+; V�] = 2„V´; [J�; V+] = �2„V´; [J�; V�] = 0
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V´的矩阵元

考虑 V 的矩阵元. 基向量是 jj;mi. 我们将看到,由于 V 是向量算子,它的分量算子的矩阵元大多为零.

首先计算 V´的矩阵元, hj;mjV´jj
0; m0i =?

[J´; V´] = 0

0 = hj;mj[J´; V´]jj
0; m0

i = (m �m0)„ hj;mjV´jj
0; m0

i

) 当m ¤ m0时, hj;mjV´jj
0; m0

i = 0

V´仅仅涉及量子数m,注意,上式只是表明,当m ¤ m0时, V´的矩阵元为零,并未要求 j ¤ j 0. 当然,对于角动量 J´,当

j ¤ j 0时,矩阵元为零. jj;mi是 J´的本征向量,但不一定是 V´的本征向量.

Vx; Vy 的矩阵元

为了得到 Vx 和 Vy 的矩阵元,考虑 V˙的矩阵元.

J´V˙ = V˙J´ ˙ „V˙

J´V˙ jj;mi = V˙J´ jj;mi ˙ „V˙ jj;mi = (m˙ 1)„V˙ jj;mi

这表明, V˙ jj;mi是 J´ 的本征向量,对应的的本征值是 (m ˙ 1)„. 但是,不能由此得到这样的结论: V˙ jj;mi正比于

jj;m˙ 1i,正确的说法是

V˙ jj;mi =
X
j 0

cj 0

ˇ̌
j 0; m˙ 1

˛
只有在 [V˙; J

2] = 0的条件下,才能不涉及对 j 0的求和,就像 J˙那样.

V˙的矩阵元

hj 0; m0
jV˙jj;mi =

X
j 00

cj 00 hj 0; m0
jj 00; m˙ 1i = cj 0ım0;m˙1

m0
¤ m˙ 1 H) hj 0; m0

jV˙jj;mi = 0

换句话说,如果我们希望 hm0jV+jmi有非零的值,那么m0 �m = +1;如果希望 hm0jV�jmi有非零的值,那么m0 �m = �1.

m0 �m = +1是 hm0jV+jmi ¤ 0的必要但非充分条件. m0 �m = �1是 hm0jV�jmi ¤ 0的必要但非充分条件.

子空间Hj

现在知道,

[J+; V+] = 0; [J+; V�] = 2„V´; [J�; V+] = �2„V´; [J�; V�] = 0

hj;m+ 2jJ+V+jj;mi = hj;m+ 2jV+J+jj;mi

hj;m+ 2jJ+

� X
j 0;m0

ˇ̌
j 0; m0

˛˝
j 0; m0

ˇ̌�
V+jj;mi = hj;m+ 2jV+

� X
j 0;m0

ˇ̌
j 0; m0

˛˝
j 0; m0

ˇ̌�
J+jj;mi

V+ jj;mi =
X
j 00

cj 00

ˇ̌
j 00; m+ 1

˛
) hj;m+ 2jJ+jj;m+ 1i hj;m+ 1jV+jj;mi = hj;m+ 2jV+jj;m+ 1i hj;m+ 1j+jj;mi
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hj;m+ 1jV+jj;mi

hj;m+ 1jJ+jj;mi
=

hj;m+ 2jV+jj;m+ 1i

hj;m+ 2jJ+jj;m+ 1i
; �j 6 m 6 j � 2

有递推关系

hj;�j + 1jV+jj;�j i

hj;�j + 1jJ+jj;�j i
=

hj;�j + 2jV+jj;�j + 1i

hj;�j + 2jJ+jj;�j + 1i
= � � �

=
hj;m+ 1jV+jj;mi

hj;m+ 1jJ+jj;mi
= � � �

=
hj; j jV+jj; j � 1i

hj; j jJ+jj; j � 1i
= ˛+(j )

注意到当m �m0 ¤ +1的时候, hj;mjV+jj;m0i和 hj;mjJ+jj;m0i均为零,可以将 hj;mjV+jj;m0i表示为

hj;mjV+jj;m0
i = ˛+(j ) hj;mjJ+jj;m0

i (99)

这说明,在Hj 中, V+的所有矩阵元都正比于 J+的矩阵元.

类似地,有

hj;mjV�jj;m0
i = ˛�(j ) hj;mjJ�jj;m0

i

下面关注 ˛+(j )和 ˛�(j ),将会看到,它们是相等的. 考虑 V´的矩阵元.

[J�; V+] = �2„V´

� 2„ hj;mjV´jj;mi = hj;mj(J�V+ � V+J�)jj;mi

=„

q
j (j + 1) �m(m+ 1) hj;m+ 1jV+jj;mi � „

q
j (j + 1) �m(m � 1) hj;mjV+jj;m � 1i

利用 (99),有

hj;mjV´jj;mi

= �
1

2
˛+(j )

hq
j (j + 1) �m(m+ 1) hj;m+ 1jJ+jj;mi

�

q
j (j + 1) �m(m � 1) hj;mjJ+jj;m � 1i

i
= �

„

2
˛+(j )

h
j (j + 1) �m(m+ 1) � j (j + 1) +m(m � 1)

i
=m„˛+(j )

类似地,利用 [J+; V�] = 2„V´,得到

hj;mjV´jj;mi = m„˛�(j )

所以

˛+(j ) = ˛�(j ) = ˛(j )

以上考虑的是 V´的对角矩阵元,而此前已经知道,它的非对角矩阵元一律为零,所以

hj;mjV´jj;m
0
i = ˛(j ) hj;mjJ´jj;m

0
i
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至此,得到 Vx;y;´的矩阵元与 Jx;y;´的矩阵元之间的联系,可以总结为

hj;mjV jj;m0
i = ˛(j ) hj;mjJ jj;m0

i (100)

这是在子空间Hj 中的结论.

用Πj 表示子空间Hj 上的投影算子,

Πj =
X
m

jj;mihj;mj

把 (100)写出更一般的形式,

ΠjVΠj = ˛(j )ΠjJΠj

而Πj 与 J 是对易的,这是因为

[J´;Πj ] jj;mi = 0; [J˙;Πj ] jj;mi = 0

又因为Π2
j = Πj ,所以

ΠjVΠj = ˛(j )JΠj = ˛(j )ΠjJ

现在来计算 ˛(j ). 考虑 J � V .该算子在不变子空间Hj 中的部分是 Πj (J � V )Πj ,

Πj (J � V )Πj = J �
�
ΠjVΠj

�
= ˛(j )J 2Πj

= ˛j j (j + 1)„2Πj

这表明,当我们把 J � V 限制在子空间Hj 上的时候,标量算子 J � V 就如同是一个单位算子 �˛(j )j (j + 1)„2.

设
ˇ̌
 j

˛
是Hj 中的任意向量,则期望值

hJ � V i = h j jJ � V j j i = ˛(j )j (j + 1)„2

这样就得到了比例常数 ˛(j ),进而将 V 表示为

V =
hJ � V ij

hJ 2ij

J =
hJ � V ij

j (j + 1)„2
J (101)

再次强调,这一结论是针对于不变子空间Hj 而言的.

关于 (101)式的应用,参看 Cohen书卷 II DX.
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