
第一章 矢量分析第 章 矢量分析

即数学中的“场论”即数学中的“场论”

主要内容：主要内容：

§1.1 基本概念 
§1.2 无旋场、无散场及矢量场的分解

§1 3 算子的运算§1.3 算子的运算

§1.4 积分定理 
§1.5 δ函数
 



§1.1 基本概念§1.1 基本概念

场的定义场的定义：
一个物理量或数学量在空间的分布称为该物理量或数

的 若 某 域内的任意点 都有学量的场。即：若对空间某一区域内的任意点，都有
某个物理量或数学量的一个确定值与之对应，，则称该
区域内确定了该物理量或数学量的 个场区域内确定了该物理量或数学量的一个场。。

数学上，场 函数（自变量为空间坐标）数学上，场 函数（自变量为空间坐标）

场
标量场（Scalar Field）

场
矢量场（Vector Field）

备注：场可随时间变化 但数学中的场论仅研备注：场可随时间变化，但数学中的场论仅研
究其随空间的变化。



§1.1 基本概念§1.1 基本概念

等位线
电力线

电偶极子的静电场 水流流速场



§1.1 基本概念§ 基本概念

一、标量场 ),,()( zyxr   z、标量场 ),,()( zyxr 
方向导数：标量场 )(r 在某

点 沿某 方向 ̂的方向导

z
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点 r沿某一方向 的方向导

数定义为该场在该点沿该方 o
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其中，cosα、cosβ及cosγ为 的方向余̂其中，cosα、cosβ及cosγ为 的方向余
弦，即


)cos,cos,(cosˆ 



§1.1 基本概念

标量场在某点的梯度为一矢量

§1.1 基本概念

梯 度：标量场在某点的梯度为 矢量。
其大小等于该点所有方向导数的最大
梯 度：

值，其方向为取得该最大值的方向。

)ˆd(dˆd 的夹角与 )gradcos(gradgrad 的夹角与
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gradient            Nabla或Hamilton算子, 读作“del”



标量场梯度的性质标量场梯度的性质

（1）标量场沿任一方向的方向导数等于梯度在（1）标量场沿任 方向的方向导数等于梯度在
该方向的投影。

 


ˆˆgrad 

 

标量场在任 点（2）标量场在任一点
的梯度垂直于过该点的
等值面，且指向场增大
的一方。（备注：等值的 方。（备注：等值
面的法向有两个）

等值面： 常数)(r



标量场梯度的性质标量场梯度的性质

（3）一个标量场的梯度确定 则该标量场（3） 个标量场的梯度确定，则该标量场
也随之确定，最多相差一个任意常数。

对场的描述

标量场 其梯度场标量场 其梯度场

对一个标量场，可直接研究该标量场，
亦可研究其梯度场；亦可研究其梯度场；
对一个矢量场，若其可表为一个标量场
的梯度 则通常研究此标量场较为方便的梯度，则通常研究此标量场较为方便。



§1.1 基本概念

二 矢量场

§1.1 基本概念

)()( zyxArA
 二、矢量场

1、矢量场的矢量线表示

),,()( zyxArA 

1、矢量场的矢量线表示

矢量线是这样一些曲线：
线上任意一点的切线方向线上任意 点的切线方向
代表该点的矢量场的方向，
矢量线的密度表示该点场矢量线的密度表示该点场
的大小，即垂直于矢量的
单位表面所穿过的矢量线单位表面所穿过的矢量线
个数代表该矢量的大小。



2、矢量场的通量和散度矢 场的 和散度

① 通量① 通量

( , , )A x y z


  dSnASdA ˆ


可见 通量为 代数量

n̂
SS

dSnASdA

可见，通量为一代数量。
其正负与矢量场方向和面

S


d

矢积元法线的夹角有关。矢
量场在曲面S上的通量可

面积元矢量

场 面
看作穿过S面的（净）矢
量线数目量线数目。



2、矢量场的通量和散度矢 场的 和散度

例：水流流速场及其通量例：水流流速场及其通量。

米/秒 流量，立方米/秒

 如果S是一闭合曲面，若
无特别交代，则约定S的

A


无特别交代，则约定S的
法向量由闭合曲面内指向
闭合曲面外 即为外法向 n̂闭合曲面外，即为外法向。

  dSnASdA ˆ

 
SS

dSnASdA



2、矢量场的通量和散度

（（ⅠⅠ）） 0 

矢 场的 和散度

表示有净的矢量线从S内流出。
S內必有发出矢量线的源或正源。

0 （（ⅡⅡ））

S內必有发出矢量线的源或正源。

表示有净的矢量线流入S。S內
必有收集矢量线的汇或负源

0 （（ⅢⅢ））

必有收集矢量线的汇或负源。

0
表示没有矢量线出入S或流出和
流入S的矢量线数目相等 无源流入S的矢量线数目相等。无源
或正负源代数和为零。



2、矢量场的通量和散度矢 场的 和散度

这种能发出或汇集矢量线的源称为通量源。对

② 散度

这种能发出或汇集矢量线的源称为通量源。对

应的场称为具有通量源的场，简称通量场。

② 散度

 矢量场在某点的散度定义为矢量矢量场在某点的散度定义为矢量
场在该点单位体积表面的通量。
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2、矢量场的通量和散度矢 场的 和散度

散度是空间坐标的函数，表示空间各点的通量源散度是空间坐标的函数，表示空间各点的通量源
密度。

0divA 


0divA 


0divA 




2、矢量场的通量和散度

③ Gauss散度定理

矢 场的 和散度

③ Gauss散度定理

 SdAdVA


 
SV

SdAdVA

若令 为  SdAA


若令V为∆V→0  
S

SdAVA

SdA


V

SdA
A S




 

因此，Gauss定理实际上是将任意点的
散度定义所规定的散度与通量的关系推散度定义所规定的散度与通量的关系推
广至任意区域。



2、矢量场的通量和散度



矢 场的 和散度

【证】：
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由散度定义 V内相互抵消
V

ΔS

S
由散度定义 V内相互抵消

ΔS1 ΔS2

e 2 e 1

体积的剖分

en2 en1



2、矢量场的通量和散度矢 场的 和散度

④ 平面矢量场的通量和散度④ 平面矢量场的通量和散度
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3、矢量场的环量、涡量及旋度3、矢量场的环量、涡量及旋度

① 环量

矢量场沿某一闭合曲线的线积分，称为该

① 环量

矢量场沿某 闭合曲线的线积分，称为该
矢量场沿此闭合曲线的环量。




 





dA

例：若 为力，则Г为功；若 为 ，
则Г为电动势。

A
 A


E


B
则 为电动势

若Г≠0，回路中必有产生这种
场的旋涡源 例 静磁场

B
I⊙

场的旋涡源。例：静磁场。



3、矢量场的环量、涡量及旋度3、矢量场的环量、涡量及旋度

② 涡量（或环量面密度）② 涡量（或环量面密度） n̂



dA 


ΔSP


S

dA
S 


 






0
Lim

ΔSSS  0

称为矢量场 在P点A


保持不变，ΔS垂
直于 ， 和 的
n̂

n̂ n̂




称为矢量场 在P点
绕 方向的涡量。n̂

A


方向符合右手法则。nArot ˆ





3、矢量场的环量、涡量及旋度

③ 旋度

3、矢量场的环量、涡量及旋度

矢量场在某点的旋度为一矢量。其大小为该

③ 旋度

点涡量的最大值，其方向为使得该点涡量取
最大值的方向。

zyx ˆˆˆ

A
zyx

Arot











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zyx

zyx



rotation



3、矢量场的环量、涡量及旋度3、矢量场的环量、涡量及旋度

④ StokesStokes定理定理
n̂

④ StokesStokes定理定理

  


dASdA)(
S

若令S为∆S→0
 S

)(

̂


 





dASnA ˆ)( 
备注：以 为

dA
nA


  




ˆ)(

备注：以 为
底的S形状可

任意变化。



Stokes定理实际上将在任意点涡量或旋度定义所

S
nA


 )(

Stokes定理实际上将在任意点涡量或旋度定义所
规定的与环量的关系推广至任意曲面或闭合回路。



3、矢量场的环量、涡量及旋度

【证】： （作业）

3、矢量场的环量、涡量及旋度

【证】： 作

大小相等大小相等
方向相反

相互抵消相互抵消



3 矢量场的环量 涡量及旋度3、矢量场的环量、涡量及旋度

⑤⑤ 平面矢量场的环量、涡量及旋度平面矢量场的环量、涡量及旋度

环量 涡量及旋度的定义与三维情形相同

⑤⑤ 平面矢量场的环量、涡量及旋度平面矢量场的环量、涡量及旋度

 环量、涡量及旋度的定义与三维情形相同。
限制：dS=dxdy， ， 。zn ˆˆ  ẑˆ 

 Stokes定理：  





dAdSzA
S t ˆ)(  S



4、矢量场的场源(小结)

通量源 能发出或汇聚矢量线 使得矢量线发

4、矢量场的场源(小结)

通量源：能发出或汇聚矢量线，使得矢量线发
生中断或不连续。其分布或密度可由散度这一
标量描述 空间任意点的散度等于矢量场在该标量描述。空间任意点的散度等于矢量场在该
点单位体积所对应表面的通量。

旋涡源：能使矢量线具有涡旋特性。其分布或
密度可由旋度这一矢量描述。任意点的旋度在度 旋度 矢 描 任 点的旋度在
某个方向的投影或分量等于矢量场沿该点垂直
于该方向单位面积所对应的闭合曲线的环量。

矢量场是否还有其它场源矢量场是否还有其它场源



4、矢量场的场源(小结)4、矢量场的场源(小结)

0 0F F
 

    0 0F F
 

   0, 0F F  0. 0F F   

0 0F F
 

  0 0F F
 

 0, 0F F    0, 0F F   



§1.2 无旋场、无散
场及矢量场的分解场及矢量场的分解

一 无旋场一、无旋场

定义： 定义

若矢量场A

在区域 V 内， 

旋度处处为零 即 0 A


则称A

为旋度处处为零，即 0 A ，则称A为

V 内的无旋场；

沿任意闭合回路的环量为零，即

0 


dA 则称A

为 V 内的保守场0 dA ，则称A为 V 内的保守场； 

可表为 A


则称A

为 V 内的有势可表为 A ，则称A为 V 内的有势

场。 



性质：

（1） 有势场  保守场；

性质

（ ） 有势场 保守场；

（2） 有势场    无旋场 
0)( 0)(  

（3） 若 V 曲面单连通区域，无旋场 有势场

曲面单连通：对区域 V 内任何一条简单闭曲

线  均可作出 个以 为边界且全部位于线 ，均可作出一个以   为边界且全部位于

V 内的曲面 S，即 V 内任一闭合回路均可收

缩为一点。 

 0)(    VSV
SdAdA









例：曲面单连通区域例：曲面单连通区域

球体 体空心球体，是。 环面体，不是。



§1.2 无旋场、无散
场及矢量场的分解场及矢量场的分解

二 无散场二、无散场

定义：若矢量场 A

在区域 V 内散度处处为零定义：若矢量场 A在区域 V 内散度处处为零，

即 0 A


，则称 A

为 V 内的无散场或管形场。

为何称为管形场
3n̂

矢量管：矢量线
构成的管形曲面

3S
构成的管形曲面
（矢量线与矢量
管的侧面重合）

1S 2S
1n̂ 2n̂

管的侧面重合）。



§1.2 无旋场、无散
场及矢量场的分解场及矢量场的分解

对于无散场 有

   0dVASdA


对于无散场，有

  321 SSSS V

0ˆˆˆ 321   dSnAdSnAdSnA


321
321  SSS

  21 ˆˆ
SS

dSnAdSnA



21

21 SS

无散场在矢量管任意横截面上的通量相等。

例：水在无散的流速场中的流动例：水在无散的流速场中的流动。



性质：性质

（1） 若矢量场 A

在区域 V 内可表为 BA


  

 A

为无散场。 

0)(  B


 )(
备注：B


不唯一， )(  BA


 。 

（2） 若 V 为空间单连通区域 A

为无散场（2） 若 V 为空间单连通区域，A为无散场

 A

可表为 BA


 。 

空间单连通：V 内任何一条简单闭曲面 S 所

包含的全部点均位于 V 内，即 V 内没有“洞”。包含的全部点均位于 V 内，即 V 内没有 洞 。

例：空心球体，不是。环面体，是。 

 关于Stokes定理的思考题



§1.2 无旋场、无散
场及矢量场的分解场及矢量场的分解

三、矢量场的分解

任意矢量场

可表为 个无旋场


和 个无散场任意矢量场 A


可表为一个无旋场 iA和一个无散场

sA

的迭加，即 irrotational

si AAA


  
其中

irrotational
solenoidal 

其中， 
0 iA


， iA

代表单独由通量源产生的场；

 
代表单 产生的0 sA


， sA

代表单独由旋涡源产生的场。

已知矢量场在 内的场源 即散度和旋度已知矢量场在V内的场源，即散度和旋度，
能否在V内唯一确定该矢量场



§1.3 ▽算子的运算§1.3 算子的运算

二个矢量代数公式：

CABBCACBA


)()()( CABBCACBA )()()( 

ABCBCACBA


)()()( 或 ABCBCACBA )()()( 或

)()()( BACACBCBA


 )()()( BACACBCBA 
或 BACACBCBA


 )()()(

记忆！记忆！



§1.3 ▽算子的运算
一、一阶▽算子的运算

§1.3 算子的运算

z
z

y
y

x
x












 ˆˆˆ

性质

zyx 
T(▽)：包含▽算子的表达式且对▽呈线性。
性质：

1)对于任何T(▽)，可将▽看作普通矢量
进行矢量代数的恒等变换 所得结果不进行矢量代数的恒等变换，所得结果不
变。但在变换中不能改变▽算子对每个
函数的作用性。必要时对不受▽算子作
用的函数（包括微分时视为常数的函数）
加注下标 c ，以示其被视为常数。



§1.3 ▽算子的运算

2)如果T(▽)中▽的后面有二个函数相乘

§1.3 算子的运算

2)如果T(▽)中▽的后面有二个函数相乘
（包括数乘、点乘和叉乘）且它们都受
到▽算子的作用 则T(▽)可表为二项之到▽算子的作用，则T(▽)可表为二项之
和：在一项中，其中一个函数视为常数，
不受 算子的作用 而在另 项中 另不受▽算子的作用；而在另一项中，另
一个函数视为常数，不受▽算子的作用。

要点： ▽为一矢量微分算子，合法的运
算必须既符合矢量代数运算规则，又符
合微分运算规则，其必须兼顾其矢量特合微分运算规则，其必须兼顾其矢量特
性和微分特性。



§1.3 ▽算子的运算

例 1：   )(

§1.3 算子的运算

例  )(
例 2： )()()( baabba

   
例例 3： 

)()()( BABABA




)()( ABAB



例 4  )()(  其中


为常矢量例 4： papa )()(  。其中，a为常矢量，

0 p 。 

例 5： )()(
2
1)( VVVVVV


  

2



§1.3 ▽算子的运算§1.3 算子的运算

二 二阶▽算子的运算二、二阶▽算子的运算

2 A
2 )( A


 )(

2

T(▽, ▽)：包含二阶▽算子的表达式且对每
个▽算子呈线性。

运算规则：

T(▽, ▽) → T(▽1, ▽2) → 运算结束后, 
▽ =▽ =▽▽1=▽2=▽



§1.3 ▽算子的运算§1.3 算子的运算

例 1 222 2)( 例 1：  222 2)( 

例 2：  222 )(2)(  AAAA


 )()(
    ))(()( 21

2 AA


    ——并矢 

例
 2例 3： AAA
 2)()( 

并矢： BA


BACBACBAC


 )()(   BACBACBAC  )()(
    CBACBACBA


 )()(  



§1.4 积分定理

一、Gauss类（Gauss定理及可由其证明的定理）

① Gauss 定理： 

  SdAdVA


(1 81) 
SV

SdAdVA  (1-81) 

  


dnAdSAt ˆ （平面场） S t 平面场

② 标量格林定理 第二定理：  (1-86) 
第一定理：    (1-85) 

  dV)( 2
 
V

dV)( 22 









V

dSSd

dV






)( 2

  
S

Sd)( 


 

 



SS

dS
n

Sd 
 








S

dS
nn

)( 



§1.4 积分定理§1.4 积分定理

③ 矢量格林定理③ 矢量格林定理

第一定理： 







V

SdBA

dVBABA




)]([

)]()()[(
  (1-87a) 

 
S

SdBA )]([

第二定理：第二定理：

 
V

dVBAAB

)]()([

(1 88)
 

S
SdABBA


)]()([
(1-88) 



§1.4 积分定理§1.4 积分定理

④ 其它：④ 其它： 

 
SV

dSAndVA


ˆ              (1-90) 

 
SV

dSndV  ˆ                (1-91) 

 
SV

dSBAndVBAAB


)ˆ(])()([   (1-92) 



§1.4 积分定理

二 Stokes类（Stokes定理及可由其证明的定理）

§1.4 积分定理

二、Stokes类（Stokes定理及可由其证明的定理）

Stokes 定理： 

 





dASdA
S

)(           (1-82) 

 





dAdSzA
S t ˆ)(  （平面场） (1-84) 

其它其它： 

  


ddSn ˆ  

ddSn

S


  


dAdSAn )ˆ(  S
)(

 



§1.5 δ函数§1.5 δ函数

一、δ函数的定义及基本性质、δ函数的定义及基本性质

   ①一维 

   定义： 1）







 0
0 0

,
)(

xx
xx

xx  
  0,0 xx

        2） ),(,1)( 00 baxdxxx
b

   00a
                 ）（ ],[,0 0 bax   

性质  性质： )()( 00 xxxx    


 


),(),(

)()( 00 baxxf
df

b
      






 ],[,0

),(),(
)()(

0

00
0 bax

f
dxxfxx

a




§1.5 δ函数

②三维

§1.5 δ函数

  ②三维 

  定义： 1）


 

 0
0 0

,
)(

rr
rr 





  0

0 ,0
)(

rr 

2） )(,1)( 00 开域VrdVrr 
     2） )(,1)( 00 开域VrdVrr

V
 

                    ）闭域（ )(,0 0 Vr    
   性质： )()( 00 rrrr     

 


)()( 开域Vrrfb









 )(,0
)(),(

)()(
0

00
0

闭域

开域

Vr
Vrrf

dVrfrr
b

a 
  



§1.5 δ函数

二、δ函数在正交曲线坐标系下的表达式

§1.5 δ函数

二、δ函数在正交曲线坐标系下的表达式

)()()(1)( 0
33

0
22

0
110 uuuuuu

hhh
rr     

321 hhh
),,( 0

3
0
2

0
10 uuur   

【验证】： 
1) 0rr   时;  2) 0rr   时；  3)) 0时; ) 0时； )

 
VV

dududuuuuuuudVrr 321
0
33

0
22

0
110 )()()()(    

参见(3-164)-(3-166) 
直角坐标系： )()()()( zzyyxxrr   
直角坐标系： )()()()( 0000 zzyyxxrr  



§1.5 δ函数

三、二个常用公式

§1.5 δ函数

三、二个常用公式

)(41)1( 2 rr 




 )(4)1( 3 r

rr







【证】

n̂

n̂
V 
n
S V

S



§1.5 δ函数

 r

§1.5 δ函数

0)2( 3 







r
r


【证】

n̂ n̂S







1


2


S


 S




 o

 



3u
3̂i 11 cu  坐标面

22 cu  坐标面

),,( 321 cccP

2u
1̂i

2̂i

),,( 321 cccP

1u
33 cu  坐标面

 h h h ˆ ˆ ˆ1u  2u
 

3u
 

1h 2h
 

3h  1i  2i  3i  

直角 x y z 1 1 1 ˆ ˆ ˆ直角

坐标系 x  
y

 

z
 

1 1 1 
xi  yi  zi  

柱坐   z 1  1 î î î标系 


 


 

z
 

1  1 i  i  zi  

球坐 
标系

r   1 r sinr  î î î标系
  

 

1
 

r
 

sinr 
 ri  i  i  

 


