
微分几何第二章习题
黄鹏飞

习题 求下列曲线的弧长与曲率

(1) y = ax2;

(2) x2

a2 +
y2

b2 = 1;

(3) (t) = (a cosh t, b sinh t);

(4) (t) = (t, a cosh t
a )(a > 0).

解 对于平面参数曲线 (t) = (x(t), y(t)) 有弧长参数

s(t) =
∫ t

0
| ′(θ)|dθ, | ′(t)| =

√
(x′(t))2 + (y′(t))2,

从而我们有

(s) = (s(t)) =
d
ds

=
d
dt

/
ds
dt

=
′(t)

| ′(t)| =
(x′(t), y′(t))√

(x′(t))2 + (y′(t))2

及

(s) = (s(t)) =
(−y′(t), x′(t))√
(x′(t))2 + (y′(t))2

,

求导有

˙(s) =
d
ds

=
d
dt

/
ds
dt

=

(
y′(t)(x”(t)y′(t)− x′(t)y”(t)), x′(t)(x′(t)y”(t)− x”(t)y′(t))

)

{(x′(t))2 + (y′(t))2}2 ,

由曲率公式 ˙(s(t)) = κ(t) (s(t))便得平面曲线曲率公式为

κ(t) =
x′(t)y”(t)− x”(t)y′(t)
{(x′(t))2 + (y′(t))2}3/2 ,

这便是第二题的结论。
(1)曲线参数化 (t) = (t, at2), | ′(t)| =

√
1 + 4a2t2 从而弧长参数为

s(t) =
∫ t

0

√
1 + 4a2θ2dθ =

1
2

θ
√

1 + 4a2θ2 +
1
4a

ln(2aθ +
√

1 + 4a2θ2)

∣∣∣∣∣

θ=t

θ=0

=
1
2

t
√

1 + 4a2t2 +
1
4a

ln(2at +
√

1 + 4a2t2),



代入公式得曲率为
κ(t) =

2a
(1 + 4a2t2)3/2 .

(2)曲线参数化 (t) = (a cos t.b sin t), t ∈ [0, 2π), | ′(t)| =
√

a2 sin2 t + b2 cos2 t 直接计算便有

s(t) =
∫ t

0
| ′(θ)|dθ =

∫ t

0

√
a2 sin2 θ + b2 cos2 θdθ,

κ(t) =
ab

(a2 sin2 t + b2 cos2 t)3/2
.

(3) | ′(t)| =
√

a2 sinh2 t + b2 cosh2 t 直接计算便有

s(t) =
∫ t

0
| ′(θ)|dθ =

∫ t

0

√
a2 sinh2 θ + b2 cosh2 θdθ,

κ(t) = − ab
(a2 sinh2 t + b2 cosh2 t)3/2

.

(4) | ′(t)| =
√

1 + sinh2 t
a 直接计算便有

s(t) =
∫ t

0
| ′(θ)|dθ =

∫ t

0

√
1 + sinh2 θ

a
dθ,

κ(t) =
cosh t

a

a(1 + sinh2 t
a )

3/2
=

1
a cosh2 t

a
.

习题 设曲线 C在极坐标 (r, θ)下的表示为 r = f (θ) 证明曲线 C的曲率表达式为

κ(θ) =
f 2(θ) + 2( f ′(θ))2 − f (θ) f ”(θ)

{
f 2(θ) + ( f ′(θ))2

} 3
2

.

解 曲线 C参数化 (θ) = (x(θ), y(θ)) = (r cos θ, r sin θ) = ( f (θ) cos θ, f (θ) sin θ) 直接计算有

x′(θ) = f ′(θ) cos θ − f (θ) sin θ,

x′′(θ) = f ′′(θ) cos θ − 2 f ′(θ) sin θ − f (θ) cos θ,

y′(θ) = f ′(θ) sin θ + f (θ) cos θ,

y′′(θ) = f ′′(θ) sin θ + 2 f ′(θ) cos θ − f (θ) sin θ,

(x′(θ))2 + (y′(θ))2 = f 2(θ) + ( f ′(θ))2,

x′(θ)y′′(θ)− x′′(θ)y′(θ) = f 2(θ) + 2( f ′(θ))2 − f (θ) f ′′(θ),

代入第二题结果即可

习题 求下列曲线的曲率和挠率

(1) (t) = (a cosh t, a sinh t, bt)(a > 0);

(2) (t) = (3t − t2, 3t2, 3t + t2);

(3) (t) = (a(1 − sin t), a(1 − cos t), bt)(a > 0);

(4) (t) = (at,
√

2a ln t, a
t )(a > 0).



解 首先证明下述 E3中参数曲线 (t)的曲率和挠率公式

κ(t) =
∣∣ ′(t) ∧ ′′(t)

∣∣
∣∣ ′(t)

∣∣3
, τ(t) =

(
′(t), ′′(t), ′′′(t)

)

∣∣ ′(t) ∧ ′′(t)
∣∣2

.

直接计算 弧长参数为

s(t) =
∫ t

0
| ′(θ)|dθ,

=
d
ds

=
d
dt

/ds
dt

=
′(t)

| ′(t)| ,

˙ =
1

| ′(t)|
d
dt

=
1

| ′(t)|4
(〈 ′(t), ′(t)

〉 ′′(t)−
〈 ′(t), ′′(t)

〉 ′(t)
)

=

′(t) ∧
(

′′(t) ∧ ′(t)
)

∣∣ ′(t)
∣∣4

,

上述最后一个等式用到了向量外积公式

∧ ( ∧ ) = ⟨ , ⟩ − ⟨ , ⟩ .

注意到 ′(t)⊥
(

′′(t) ∧ ′(t)
)
则有

κ(t) = | ˙| =
∣∣ ′(t) ∧ ′′(t)

∣∣
∣∣ ′(t)

∣∣3
,

故而

=
˙
κ
=

′(t) ∧
(

′′(t) ∧ ′(t)
)

∣∣ ′(t)
∣∣∣∣ ′(t) ∧ ′′(t)

∣∣ ,

= ∧ =

′(t) ∧
(

′(t) ∧
(

′′(t) ∧ ′(t)
))

∣∣ ′(t)
∣∣2∣∣ ′(t) ∧ ′′(t)

∣∣

=

〈 ′(t), ′′(t) ∧ ′(t)
〉 ′(t)−

〈 ′(t), ′(t)
〉
( ′′(t) ∧ ′(t))

∣∣ ′(t)
∣∣2∣∣ ′(t) ∧ ′′(t)

∣∣

=
′(t) ∧ ′′(t)∣∣ ′(t) ∧ ′′(t)

∣∣ ,

˙ =
1∣∣ ′(t)

∣∣
d
dt

=

( ′(t) ∧ ′′′(t)
)∣∣ ′(t) ∧ ′′(t)

∣∣2 −
〈 ′(t) ∧ ′′(t), ′(t) ∧ ′′′(t)

〉( ′(t) ∧ ′′(t)
)

∣∣ ′(t)
∣∣∣∣ ′(t) ∧ ′′(t)

∣∣3
,

注意到

=

〈 ′(t), ′(t)
〉 ′′(t)−

〈 ′(t), ′′(t)
〉 ′(t)∣∣ ′(t)

∣∣∣∣ ′(t) ∧ ”(t)
∣∣ ,



则得挠率

τ(t) = −⟨ ˙ (t), (t)⟩

= −
〈 ′(t) ∧ ′′′(t), ′′(t)

〉
∣∣ ′(t) ∧ ′′(t)

∣∣2

=

(
′(t), ′′(t), ′′′(t)

)

∣∣ ′(t) ∧ ′′(t)
∣∣2

.

这样我们便得到了 E3中参数曲线 (t)的曲率和挠率公式

κ(t) =
∣∣ ′(t) ∧ ′′(t)

∣∣
∣∣ ′(t)

∣∣3
, τ(t) =

(
′(t), ′′(t), ′′′(t)

)

∣∣ ′(t) ∧ ′′(t)
∣∣2

.

(1)求导得

′(t) = (a sinh t, a cosh t, b),
′′(t) = (a cosh t, a sinh t, 0),
′′′(t) = (a sinh t, a cosh t, 0),

直接代入上述公式便有

κ(t) =
a
√

a2 + b2 cosh 2t
(a2 cosh 2t + b2)3/2 , τ(t) =

b
a2 + b2 cosh 2t

.

(2)求导得

′(t) = (3 − 2t, 6t, 3 + 2t),
′′(t) = (−2, 6, 2),
′′′(t) = (0, 0, 0),

直接代入上述公式便有

κ(t) =
3
√

11
(22t2 + 9)3/2 , τ(t) ≡ 0.

(3)求导得

′(t) = (−a cos t, a sin t, b),
′′(t) = (a sin t, a cos t, 0),
′′′(t) = (a cos t,−a sin t, 0),

直接代入上述公式便有

κ(t) =
a

a2 + b2 , τ(t) = − b
a2 + b2 .



(4)求导得

′(t) = (a,
√

2a
t

,− a
t2 ),

′′(t) = (0,−
√

2a
t2 ,

2a
t3 ),

′′′(t) = (0,
2
√

2a
t3 ,−6a

t4 ),

直接代入上述公式便有

κ(t) =
√

2t2

a(1 + t2)2 , τ(t) =
√

2t2

a(1 + t2)2 .

习题 证明 曲线

(s) =
( (1 + s) 3

2

3
,
(1 − s) 3

2

3
,

s√
2

)
(−1 < s < 1)

以 s为弧长参数，并求出它的曲率、挠率和 Frenet标架

证明

| ′(s)| =
∣∣∣
(√1 + s

2
,−

√
1 − s
2

,
1√
2

)∣∣∣ = 1,

从而可知 s是弧长参数

(s) = ′(s) =
(√1 + s

2
,−

√
1 − s
2

,
1√
2

)
,

˙(s) =
1
4

( 1√
1 + s

,
1√

1 − s
, 0
)

,

故得曲率和主法向量

κ(s) = |˙(s)| =
√

2
4
√

1 − s2
, (s) =

˙(s)
|˙(s)| =

√
2

2

(√
1 − s,

√
1 + s, 0

)
.

则副法向量和挠率为

(s) = (s) ∧ (s) =
(
−

√
1 + s
2

,
√

1 − s
2

,
√

2
2

)
, τ(s) = ⟨ ′(s), (s)⟩ =

√
2

4
√

1 − s2
.

Frenet标架为 { (s); (s), (s), (s)} 数据从上
!

习题 设 T (X) = X + P是 E3的一个合同变换 det = −1 (t)是 E3的正则曲线 求
曲线 ˜ = ◦ 与曲线 的弧长参数、曲率、挠率之间的关系

解 分别记 (t)和 ˜(t)的弧长参数为 s和 s̃ 则有

s̃(t) =
∫ t

0
| ′(θ)|dθ =

∫ t

0
| ′(θ)||det |dθ =

∫ t

0
| ′(θ)|dθ = s(t),

故二者弧长参数一致 依次记两条曲线的相关参数为 , , , κ, τ, ˜, ˜ , ˜ , κ̃, τ̃ 则有

˜ =
d˜
ds̃

=
d( + P)

ds
=

d
ds

= ,



继而

κ̃ ˜ =
d˜
ds̃

=
d˜
ds

=
d
ds

= κ ,

这便表明
κ̃ = κ, ˜ = .

˜(t)副法向量
˜ = ˜ ∧ ˜ = ( ) ∧ ( ) = det · ( ∧ ) = −( ∧ ) = − ,

上述倒数第二个等式用到了第一章习题 的结果

(T ) ∧ (T ) = det T · T ( ∧ ),

其中 T 是 E3的一个合同变换 ˜(t)挠率为

τ̃ =
〈d ˜

ds̃

〉
=

〈d
ds

,−
〉
= −d

ds
· ( )t = −d

ds
· t t = −

〈d
ds

,
〉
= −τ.

综上所述，̃(t)和 (t)满足关系

s̃(t) = s(t), κ̃(t) = κ(t), τ̃(t) = −τ(t).

习题 设弧长参数曲线 C : (s)的曲率 κ > 0 挠率 τ > 0, (s)是 C的副法向量，定义曲
线 C̃

˜(s) =
∫ s

0
(u)du,

(1)证明 s是曲线 C的弧长参数并且 κ̃ = τ, τ̃ = κ

(2)求 C的 Frenet标架

证明 (1)由于 |˜′(s)| = | (s)| = 1 故 s是曲线 C̃的弧长参数

˜(s) =
d˜
ds

= (s), ˙̃(s) =
d˜
ds

=
d
ds

= −τ(s) (s),

故有

κ̃(s) = τ(s), ˜ (s) =
˙̃(s)
κ̃(s)

= − (s), ˜ (s) = ˜(s) ∧ ˜ (s) = − (s) ∧ (s) = (s),

˙̃ (s) =
d
ds

= κ(s) (s), τ̃(s) = −⟨ ˙̃ (s), ˜ (s)⟩ = κ(s).

(2)由上述计算过程可知，曲线 C̃的 Frenet标架为

{˜(s); ˜(s), ˜ (s), ˜ (s)} = {˜(s); (s),− (s), (s)},

由 (s)易得曲线 C̃的 Frenet方程 !
习题 设曲线 (s)，它的曲率和挠率分别是 κ, τ，(s)的单位切向量 (s)可视作单位球面
S2上的一条曲线，称为曲线 (s)的切线像 证明：曲线 ˜(s) = (s)的曲率、挠率分别为

κ̃ =

√
1 +

(τ

κ

)2
, τ̃ =

d
ds (

τ
κ )

κ[1 + ( τ
κ )

2]
.



证明 注意 s不一定是曲线 r̃(s)的弧长参数，可利用第二章第 题的结论，直接计算有

r̃′(s) =
d
ds

= κ , |r̃′(s)| = κ,

r̃′′(s) =
d
ds

(κ ) = κ′ + κ
d
ds

= κ′ + κ(−κ + τ )

= −κ2 + κ′ + κτ ,

r̃′′′(s) = κ′′ + κ′
d
ds

− 2κκ′ − κ2 d
ds

+ κ′τ + κτ′ + κτ
d
ds

= κ′′ + κ′(−κ + τ )− 2κκ′ − κ2(κ ) + κ′τ + κτ′ + κτ(−τ )

= −3κκ′ + (κ′′ − κ3 − κτ2) + (2κ′τ + κτ′) ,

则有

˜′(s) ∧ ˜′′(s) = κ2τ + κ3 , |˜′(s) ∧ ˜′′(s)| = κ2
√

κ2 + τ2,
(
˜′(s), ˜′′(s), ˜′′′(s)

)
=

〈
˜′(s) ∧ ˜′′(s), ˜′′′(s)

〉

= κ2τ(−3κκ′) + κ3(2κ′τ + κτ′)

= κ4τ′ − κ3κ′τ,

故得 ˜(s)的曲率和挠率分别为

k̃ =
|˜′(s) ∧ ˜′′(s)|

|˜′(s)|3 =

√
1 +

(τ

κ

)2
,

τ̃ =

(
˜′(s), ˜′′(s), ˜′′′(s)

)

|˜′(s) ∧ ˜′′(s)|2 =
κ4τ′ − κ3κ′τ

κ4(κ2 + τ2)
=

d
ds (

τ
κ )

κ[1 + ( τ
κ )

2]
.

!

习题 (1)求曲率 κ(s) = a
a2+s2 s是弧长参数 的平面曲线

(2)求曲率 κ(s) = 1√
a2−s2 s是弧长参数 的平面曲线

解 对于弧长参数平面曲线 (s) = (x(s), y(s))，假设已知曲率 κ(s)，下面我们给出曲线方程的一般求
解过程
首先 s作为弧长参数给出了约束条件

(x′(s))2 + (y′(s))2 = 1

接下来有
(s) = ′(s) = (x′(s), y′(s)),
(s) = (−y′(s), x′(s)),

˙(s) = ′′(s) = (x′′(s), y′′(s)) = κ(s) (s),

则应有方程 {
x′′(s) = −κ(s)y′(s),
y′′(s) = κ(s)x′(s),

根据方程 我们可以假设 {
x′(s) = cos(θ(s)),
y′′(s) = sin(θ(s)),



其中 θ = θ(s)是关于 s的函数，结合方程 、 我们有关于 θ(s)的一阶 ODE

θ′(s) = κ(s),

则有

θ(s) = θ(0) +
∫ s

0
κ(t)dt =

∫ s

0
κ(t)dt, (相差一个刚体运动)

(1)若 κ(s) = a
a2+s2，则由 知 θ(s) =

∫ s
0

a
a2+s2 ds = arctan s

a，从而有
⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

x(s) = x(0) +
∫ s

0 x′(t)dt = x(0) +
∫ s

0 cos(arctan t
a )dt

= x(0) +
∫ s

0
a√

a2+t2 dt = x(0) + a ln(s +
√

a2 + s2),
y(s) = y(0) +

∫ s
0 y′(t)dt = y(0) +

∫ s
0 sin(arctan t

a )dt
= y(0) +

∫ s
0

s√
a2+t2 dt = y(0) +

√
a2 + s2,

所以我们要求的平面曲线为 (s) =
(
a ln(s +

√
a2 + s2),

√
a2 + s2

)
相差一个刚体运动，这是由于曲

率的刚体不变性
(2)若 κ(s) = 1√

a2−s2，则由 知 θ(s) =
∫ s

0
1√

a2−s2 ds = arcsin s
a，从而有

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

x(s) = x(0) +
∫ s

0 x′(t)dt = x(0) +
∫ s

0 cos
(

arcsin t
a
)
dt

= x(0) +
∫ s

0

√
1 − ( t

a )
2dt = x(0) + 1

2

(
s
√

1 − ( t
a )

2 + a arcsin s
a

)
,

y(s) = y(0) +
∫ s

0 y′(s)ds = y(0) +
∫ s

0 sin
(

arcsin t
a
)

= y(0) +
∫ s

0
t
a dt = y(0) + s2

2a ,

所以我们要求的平面曲线为 (s) =
(

1
2
(
s
√

1 − ( t
a )

2 + a arcsin s
a
)
, s2

2a

)
相差一个刚体运动，这是由于

曲率的刚体不变性

习题 证明 对 E3的弧长参数曲线 (s)，有

(1)
(

d
ds , d2

ds2 , d3

ds3

)
= κ2τ

(2)
(

d
ds , d2

ds2 , d3

ds3

)
= κ3(κτ̇ − κ̇τ) = κ5 d

ds
(

τ
κ

)

证明 (1)直接计算有

d
ds

= ,
d2

ds2 = ˙ = κ ,
d3

ds3 = κ̇ + κ ˙ = κ̇ + κ(−κ + τ ) = −κ2 + κ̇ + κτ ,

故有
(d

ds
,

d2

ds2 ,
d3

ds3

)
=

〈d
ds

∧ d2

ds2 ,
d3

ds3

〉
= ⟨ ∧ κ ,−κ2 + κ̇ + κτ ⟩

= ⟨κ ,−κ2 + κ̇ + κτ ⟩
= κ2τ.

(2)利用 (1)直接计算有

d
ds

=
d2

ds2 = κ ,
d2

ds2 =
d3

ds3 = −κ2 + κ̇ + κτ ,



d3

ds3 = −2κκ̇ + κ̈ + κ̇ ˙ + κ̇τ + κτ̇ + κτ ˙

= −2κκ̇ + κ̈ + κ̇(−κ + τ ) + κ̇τ + κτ̇ + κτ(−τ )

= −3κκ̇ + (κ̈ − κτ2) + (2κ̇τ + κτ̇) ,

故有
( d

ds
,

d2

ds2 ,
d3

ds3

)
=

〈 d
ds

∧ d2

ds2 ,
d3

ds3

〉

=
〈

κ ∧ (−κ2 + κ̇ + κτ ),−3κκ̇ + (κ̈ − κτ2) + (2κ̇τ + κτ̇)
〉

=
〈

κ2τ + κ3 ,−3κκ̇ + (κ̈ − κτ2) + (2κ̇τ + κτ̇)
〉

= κ4τ̇ − κ3κ̇τ

= κ5 d
ds

(τ

κ

)
.

!
习题 证明 满足条件

(1
κ

)2
+

[ 1
τ

d
ds

(1
κ

)]2
=常数

的曲线，或者是球面曲线，或者 κ是常数

证明 显然 κ 是常数满足条件，下设 κ 不是常数 实际上若 κ 不为常数，(s)是球面曲线当且仅当上
述方程成立，不妨设 s为弧长参数
先证必要性
若 (s)是球面曲线，则存在某常数 C和固定点 (s0)使得

| (s)− (s0)| = C,

求导有 〈
(s)− (s0), (s)

〉
= 0,

1 +
〈
(s)− (s0), κ(s) (s)

〉
= 0,

〈
(s), κ(s) (s)

〉
+

〈
(s)− (s0), κ′(s) (s) + κ(s)(−κ(s) (s) + τ(s) (s))

〉
= 0,

由 、 、 可得 (s)− (s0) ∈ Span{ (s), (s)}，并且

⟨ (s)− (s0), (s)⟩ = − 1
κ(s)

,

⟨ (s)− (s0), (s)⟩ = 1
τ(s)

κ′(s)
κ2(s)

= − 1
τ(s)

d
ds

( 1
κ(s)

)
,

由于 (s)− (s0) = ⟨ (s)− (s0), (s)⟩ (s) + ⟨ (s)− (s0), (s)⟩ (s) 再结合 、 、 便得方
程
再证充分性
构造参数曲线

˜(s) = (s) +
1

κ(s)
(s) +

1
τ(s)

d
ds

( 1
κ(s)

)
(s),



下面证如此构造的参数曲线 r̃(s)是常数曲线

˜′(s) = (s) +
d
ds

( 1
κ(s)

)
(s) +

1
κ(s)

(
− κ(s) (s) + τ(s) (s)

)

+
d
ds

( 1
τ(s)

d
ds

( 1
κ(s)

))
(s) +

1
τ(s)

d
ds

( 1
κ(s)

)(
− τ(s) (s)

)

=τ(s)
{ 1

κ(s)
+

1
τ(s)

d
ds

[ 1
τ(s)

d
ds

( 1
κ(s)

)]}
(s),

由原方程 有

2
1

κ(s)
d
ds

( 1
κ(s)

)
+ 2

1
τ(s)

d
ds

( 1
κ(s)

) d
ds

( 1
τ(s)

d
ds

( 1
κ(s)

))
= 0,

这表明
1

κ(s)
+

1
τ(s)

d
ds

( 1
τ(s)

d
ds

( 1
κ(s)

))
= 0,

结合 我们可知
˜′(s) ≡ 0,

从而

(s0) = ˜(s) = ˜(s) = (s) +
1

κ(s)
(s) +

1
τ(s)

d
ds

( 1
κ(s)

)
(s),

结合 我们最终得到
| (s)− (s0)| =常数,

这样我们便证明了 (s)是球面曲线
!

习题 证明 曲线 (t) =
(
t+

√
3 sin t, 2 cos t,

√
3t− sin t

)
与曲线 r̃(t) =

(
2 cos t

2 , 2 sin t
2 ,−t

)

是合同的

证明 要证明 (t)和 ˜(t)的合同性，我们需要下面的定理

定理 定理 设 1(s)和 2(s)是 E3 的两条弧长参数曲线，定义在同一个参数区间 (a, b)上
设 κ1(s) = κ2(s) > 0, τ1(s) = τ2(s), ∀s ∈ (a, b) 则存在 E3 的一个刚体运动 T 把曲线 2 变成 1，
即 1 = T ◦ 2，也即曲线 1和 2是合同的

直接计算有
′(t) = (1 +

√
3 cos t,−2 sin t,

√
3 − cos t), ˜′(t) = (− sin

t
2

, cos
t
2

,−1);

′′(t) = (−
√

3 sin t,−2 cos t, sin t), ˜′′(t) = (−1
2

cos
t
2

,−1
2

sin
t
2

, 0);

′′′(t) = (−
√

3 cos t, 2 sin t, cos t), ˜′′′(t) = (
1
4

sin
t
2

,−1
4

cos
t
2

, 0);

从而便有

κ(t) =
| ′(t) ∧ ′′(t)|

| ′(t)|3 =
1
4

, κ̃(t) =
|˜′(t) ∧ ˜′′(t)|

|˜′(t)|3 =
1
4

;

τ(t) =
( ′(t), ′′(t), ′′′(t))
| ′(t) ∧ ′′(t)|2 = −1

4
, τ̃(t) =

(˜′(t), ˜′′(t), ˜′′′(t))
|˜′(t) ∧ ˜′′(t)|2 = −1

4
;

由此可知曲线 (t)与 ˜(t)是合同的 !



2.2 `̀̀òòò„„„êêê

2.2.1

Ë '�⌥Úø�¶�ÂÚø�¶‡P�B�µÑ�¶⇥
(1)⌦–:

p
ax2 + c Ñü˝p:

x

2

p
ax2 + c+

c

2
p
a
log(x

p
a+

p
ax2 + c)

k =
2|a|

(4a2x2 + 1)
3
2

(2)

k =
1

⇣
x

2

a

4 + y

2

b

4

⌘ 3
2
a2b2

h� = 2a⇡


1� (

1

2
)2e2 � (

1 · 3
2 · 4)

2

e4

3
� (

1 · 3 · 5
2 · 4 · 6)

2

e6

5
� ...

�

(3) k =
|ab|

(a2sh2t+ b2ch2t)
3
2

, (4)k =
1

ach2

t

a

©eE`ò.

ÇÊ˛@:�(⌃ÿ⌦’⌦�9�⇢8)Ñ∆ø�øÔ◆�/≈�
⌃øÔ…'�v⇣⇣…��≈�(∏⌦;˙ÑÚø1/⌃Ñ⇣�
ø⇥B
(1)⇣�øÑ¬phæ✏�
(2)⇣�øÑÚá,
(3) AP µÑ'��ÚÂ OA � OB Ñ9“: a⇥

2.2.2

~t =
(x0, y0)p
x02 + y02

,
ds

dt
=

����
d~r

dt

���� =
p
x02 + y02

Â∞✓:Úø⌥⌘�xtÑ9“�Çú(�π⌅x0 6= 0 ⇡(Ÿ�πÑªflÖ x0 6= 0, ✓ = arctan y

0

x

0

k =
d✓

ds
=

d✓

dt

dt

ds
=

�y

0
x

00

x

02 + y

00

x

0

1 +
⇣

y

0

x

0

⌘
2

1p
x02 + y02

4



Â(–πP⌅�x0 = 0 ⇡ y0 6= 0��®æŸπ:üπ⇥ Ô⌃Úø
øÙøl˚l(ŸÃl = {x = y})⇥˚ló0ÑÚø∞:e�, e�Ñ¬ph
æ✏:er(t) = (y(t), x(t))⇥e�ÑÚáek(t) = �k(t),ç)(Mb”ú(§
bx, y)�ó⇢

ek(t) = �k(t) = ��y00x0 + y0x00

(x02 + y02)
3
2

2.2.3 eee

2.2.4

(1) k =
a
p
a2 + b2ch2t

(a2ch2t+ b2)
3
2

, ⌧ =
b

b2ch2t+ a2
(2) ⌧ = 0, k =

3
p
11

(22t2 + 9)
3
2

(3) k =
a

a2 + b2
, ⌧ =

�b

a2 + b2
(4) k =

p
2t2

a(1 + t2)2
, ⌧ =

p
2t2

a(1 + t2)

2.2.5

~r0(t) =
d~r

ds

ds

dt
= ~t

����
d~r

dt

����

~r00(t) =
d~t

ds

✓
ds

dt

◆
2

+ ~t
d

dt

����
d~r

dt

���� = k~n

����
d~r

dt

����
2

+ ~t
d

dt

����
d~r

dt

����

~r000(t) = k⌧~b

����
d~r

dt

����
2

+ (⇤)~n+ (⇤)~t

⌃Â⌦hæ✏„e�v)((~t,~n,~b) = 1sÔ⇥

©eE`ò. $≠Ç↵$I✏/&cn⇢(1) ds

dt

=
��d~r
dt

�� ,(2)d
2
s

dt

2 =
���d

2
~r

dt

2

���.

2.2.6

~t = (

p
1 + s

2
,

p
1� s

2
,
1p
2
)

~n = (

p
1� sp
2

,�
p
1 + sp
2

, 0)

~b = (�
p
1 + s

2
,�

p
1� s

2
,
1p
2
)

b = k =
1

2
p
2
p
1� s2

©eE`ò. ¡�ÂÚø=(�*⌃%b⌦⇥
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2.2.7

(1)1ée�
1
t

2Ñ⌅6¸p= 0.
(2)

t ! 0�, {~t,~n,~b} ! {(0, 1, 0), (1, 0, 0), (0, 0,�1)},

t ! 0+, {~t,~n,~b} ! {(0, 1, 0), (0, 0, 1), (1, 0, 0)},
©eE`ò. /&X(·≥Â↵ÅBÑöI((0, 1]⌦ÑI—zÙÚø~r(t), ÂX(˜wSÑ �Â
�X(˜Ù�⌃1

1. St ! 0ˆ� k, ⌧ ! 1, ~r(t) !üπ, Úø�¶ P�s

Z
1

✏

|~r(t)|dt  1, ˘@ ✏ > 0

2. St ! 0ˆ� k ! 0, ⌧ ! 1(ÅBX(8p� > 0, s.t k > �t), ~r(t) !üπ. Õ6ÅBÚø�
¶ P⇥

3. St ! 0ˆ� k ! 1, ⌧ ! 0( ÅB ⌧ > 0), ~r(t) !üπ. Õ6ÅBÚø�¶ P⇥

4. St ! 0ˆ� k ! 0, ⌧ ! 0, ~r(t) !üπ, FÅBÚø�¶‡P�s

Z
1

✏

|~r(t)|dt ! 1, as ✏ ! 0

2.2.8

ÂX(✏ > 0, �ó~r(t)({t
0

� ✏, t
0

+ ✏}⌦ öI�⇡

0 =
d|~r � P

0

|2

dt
(t

0

) =
d

dt
< ~r�P

0

,~r�P
0

> (t
0

) = 2 <
d

dt
~r(t

0

),~r(t
0

)�P
0

>= 2 < ~t(t
0

)
ds

dt
,~r(t

0

)�P
0

>

2.2.9

(1)æX(�,�ó~r + �~t = 0, B¸ó ~t+ �k~n+ �0~t = 0 ) �0 = �1, �k = 0. E(� 6= 0⌅k = 0, 1
ék/fiÌ˝p��Í˝(dÀπ⌅÷ˆ�@Âk ⌘ 0.
(2)æX(�,�ó~r + �~n = 0, B¸ó ~t + �(�k~t + ⌧~b) + �0~n = 0 ) �k = 1, �⌧ = 0, �0 = 0 ⇥
E� ⌘ Constant,  � 6= 0(‡: �k = 1). 1d⌧ ⌘ 0, k = 1

�

⌘ Constant

©eE`ò. ⌘ÏzÙÚø�π⌅Ñ;’⌘~n åo’⌘~b ⇣Ñsb:Úø(Âπ⌅Ñ’sb�
¡�⇢ Â�aÚø(k 6= 0) (˚✏π⌅Ñ’sb«öπ�⇡ÂÚb/⇤bÚø⇥
©eE`ò. /&X(�aI—ÑzÙÚø, o’ø«öπ?
©eE`ò. ~r(t):R3-c⇡Úø�X(8p↵

1

,↵
2

,↵
3

, �óÙøœ{~r(t) + �(↵
1

~t(t) + ↵
2

~n(t) +

↵
3

~b(t))|� 2 R}«öπ�ÓŸö↵
1

,↵
2

,↵
3

,ÇúÚø≥���⌘Ï/&ÔÂnöŸaÚøÑ‡Ub
∂�
©eE`ò. $≠Ç↵}ò/&cn�Çcn˜¡���cn˜>ãÙ�⇥
ÂR3-�aÚø;’ø«ŸöÙø�⇡ÂÚø:⌃Ò∫ø�⌃⇥

2.2.10

'�¬p�ÿ�en(t) = n(t), e⌧(t) = �⌧(t)

6



2.2.11

HB˙er(s)ÑFrenet⌥∂�1é|~b| = 1 Es _/ er Ñ'�¬p⇥

et(s) = der(s)
ds

= ~b(s)

en(s) = det(s)
ds

/

�����
det(s)
ds

����� =
d~b(s)

ds
/

�����
d~b(s)

ds

����� =
�k~n

k
= �~n

eb(s) = et ^ en = eb ^ (�~n) = ~t

) ek =

�����
det(s)
ds

����� =

�����
d~b(s)

ds

����� = ⌧, e⌧ =<
den
ds

,eb(s) >=< k~t� ⌧~b,~t >= k

2.2.12

ñH⌘Ï°óer(s) = ~t(s)ÑFrenet⌥∂(∞erÑ'�¬p:�)

et(s) = der(�)
d�

=
der(s)
ds

ds

d�
=

d~t(s)

ds

ds

d�
= k~n(s)

ds

d�

1éet�¶:1�Ed�

ds

= k, et = ~n

en(s) = det(�)
d�

/

�����
det(�)
d�

����� =
d~n(s)

ds

ds

d�
/

�����
det(�)
d�

����� =
�k~t(s) + ⌧~b(s)

k
���det(�)

d�

���

1é|en| = 1, Ek

�����
det(�)
d�

����� = kek =
p
k2 + ⌧2 ) ek =

r
1 + (

⌧

k
)2, en =

�k~t+ ⌧~bp
k2 + ⌧2

1~b = ~t ^ ~n, ó~b ^ ~t = ~n, ~n ^~b = ~t ) eb = et ^ en =
k~b+ ⌧~tp
k2 + ⌧2

e⌧ =<
den(�)
d�

, eb(�) >

=<
ds

d�

d

ds

 
�k~t+ ⌧~bp
k2 + ⌧2

!
,

k~b+ ⌧~tp
k2 + ⌧2

>

=


d

ds

✓
�kp

k2 + ⌧2

◆�
⌧

k
p
k2 + ⌧2

+


d

ds

✓
⌧p

k2 + ⌧2

◆�
1p

k2 + ⌧2

=
1

k

d

ds

�
⌧

k

�

1 +
�
⌧

k

�
2

©eE`ò. æ k 6=, ⌧ 6= 0 ˘ r̂ = ~b °óÚá á⇥

7



2.2.13

æÚø((x, y)sb⌦�Úø⌥⌘�xtÑ9“:✓⇥
(1)1ÚáöI�,òî a > 0

k =
d✓

ds
=

a

a2 + s2
Ô⌃ó ✓ = arctan

s

a
+ C, a tan(✓ � C) = s

��ÑC✏s@⌃ÚøÀl�E�1�,'⌘ÏÔÂ÷C ⌘ 0.

Ÿˆ ~t =
(a, s)p
a2 + s2

, Ô⌃ó ~r =

 
log(

r
s2

a2
+ 1 +

s

a
),
p

a2 + s2

!

(2)

k =
d✓

ds
=

1p
a2 � s2

� Ô⌃ó ✓ = arcsin
s

a
+ C, sin(✓ � C) =

s

a

�⌦ÔÂ÷ C ⌘ 0, Ÿˆ ~t =

 p
a2 � s2

a
,
s

a

!
, (ŸÃGæa > 0)

Ô⌃ó ~r =

 
a

2
(
s

a

r
1� s2

a2
+ arcsin

s

a
),

s2

2a

!

©eE`ò. ’B˙Â⌦$ÚøÙÄ�Ñ(^'�¬p)hæ✏⇥
©eE`ò.  �asbÚø ~r(t),

|d~r
dt

| =
p

1 + t2, k =
t2 + 2

(t2 + 1)
3
2

B ~r(t) hæ✏⇥
©eE`ò.  �asb'�¬pÚø ~r(s),

k =
1p
2s

,

B ~r(s) ¬phæ✏.

2.2.14

π’�: )((~t,~n,~b) =< ~t ^ ~n,~b >= 1� Frenet⌥∂Ñ–®π↵⇥

d4~r

ds4
= (�3k̇k)~t+ (k̈ � k3 � k⌧2)~n+ (2k̇⌧ + k⌧̇)~b

π’å: ˘é,åÓ�⌃,Ç12òÑek, e⌧ , „e,ò,�Ó�vË✏¬pÑ ÷⇥
©eE`ò. °ó⇢  

d~b

ds
,
d2~b

ds2
,
d3~b

ds3

!

8



2.2.15

Ç~r:⇤bÚø�⇡~rÑ’sb«öπ(¬⇤,Ç,9òeE`ò)�ÔæX(�, µ, �ó

~r + �~n+ µ~b ⌘ 0 B¸ó ~t+ �0~n+ �(�k~t+ ⌧~b) + µ0~b+ µ(�⌧~n) = 0

) �k = 1, �0 = µ⌧, �⌧ + µ0 = 0

) ~r +
1

k
~n+

1

⌧

d

ds

✓
1

k

◆
~b :⌃√

1d⌘Ï��1aˆ
�
1

k

�
2

+
⇥
1

⌧

d

ds

�
1

k

�⇤
2

ÔÂ®˙~r + 1

k

~n+ 1

⌧

d

ds

�
1

k

�
~b:8<

0 =
d

ds

"✓
1

k

◆
2

+

✓
1

⌧

d

ds

✓
1

k

◆◆
2

#

=
2

k

✓
1

k

◆0
+

2

⌧

✓
1

k

◆0
 
1

⌧

✓
1

k

◆0
!0

=
2

⌧

✓
1

k

◆0
"
⌧

k
+

 
1

⌧

✓
1

k

◆0
!0#

d

ds


~r +

1

k
~n+

1

⌧

d

ds

✓
1

k

◆
~b

�
=

" 
1

⌧

✓
1

k

◆0
!0

+
⌧

k

#
~b

@ÂÇúk�/8<�⇡~r + 1

k

~n+ 1

⌧

d

ds

�
1

k

�
~b:8<⇥

2.2.16

æP
0

:üπ�l:zt�⇡(P
0

πD—�ÔæÚø:⇢

~r(t) = (x(t), y(t), t), x(0) = y(0) = x0(0) = y0(0) = 0

x(t) = x00(0)
t2

2
+O(t3), y(t) = y00(0)

t2

2
+O(t3)

°óó

k(0) =

����
d2~r

dt2

���� (0) =

�����
(x00, y00, 0)p
x02 + y02 + 1

����� (0) =
p
x00(0)2 + y00(0)2

æP = ~r(t),⇡

lim
P!P0

2d(P, l)

d2(P
0

, P )
= lim

t!0

2
p
x2(t) + y2(t)

x2(t) + y2(t) + t2
= lim

t!0

p
x00(0)2t4 + y00(0)2t4 +O(t5)

t2 +O(t3)

=
p
x00(0)2 + y00(0)2 = k(0)

©eE`ò. Õ(,òÑ∞˜�æL/P
0

π⌅ÚøCÑ⌥⌘�;’⌘ ⇣Ñsb⇥¡�:

lim
P!P0

3d(P,L)

d(P, l)d(P, P
0

)
= ⌧(P

0

)
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©eE`ò. ¡�:⇢«s˚Àl, �ac⇡ÚøÔ@Ëh::

~r(t) = (t,
k

2
t2 +O(t3),

k⌧

6
t3 +O(t4))

2.2.17

π’�⇢⌃⌧ = c( 6= 0)„e,Ç12ò�ó ek =
p
1 + c2, e⌧ = 0, E~t(s)/�*⌃�~b(s)/8⌘

œ(FË✏dˆs�/er(s) = ~t(s)Ñ'�¬p)⇥
1d˚Ÿ–⌃Ñ�*¬p�~a(t), Z

s

0

~a(t)dt , ~r(s)

:·≥aˆÑÚø⇥
π’,⇢

d

ds

0

@
~t
~n
~b

1

A =

0

@
k

�k ⌧
�⌧

1

A

0

@
~t
~n
~b

1

A = k

0

@
1

�1 c
�c

1

A

0

@
~t
~n
~b

1

A

0

@
1

�1 c
�c

1

A = OT

0

@ p
c2 + 1

�
p
c2 + 1

1

AO

⌦✏-� O =

0

@
cp

c

2
+1

1p
c

2
+1

1
� 1p

c

2
+1

cp
c

2
+1

1

A , OTO = OOT = I

E
d

ds
O

0

@
~t
~n
~b

1

A = k

0

@ p
c2 + 1

�
p
c2 + 1

1

AO

0

@
~t
~n
~b

1

A

1dó
d

ds

 
c~t+~bp
c2 + 1

!
= 0,

d

ds
~n = k

p
c2 + 1

 
�c~t+~bp
c2 + 1

!
,

d

ds

 
�c~t+~bp
c2 + 1

!
= �k

p
c2 + 1~n

c~t+~b ⌘ c~t(0) +~b(0)

�c~t+~bp
c2 + 1

= � sin(
p
c2 + 1

Z
k)~n(0) + cos(

p
c2 + 1

Z
k)

 
�c~t(0) +~b(0)p

c2 + 1

!

) ~t =
1

2c

✓
c~t(0) +~b(0) +

p
c2 + 1 sin(

p
c2 + 1

Z
s

0

k)~n(0)� cos(
p

c2 + 1

Z
s

0

k)(�c~t(0) +~b(0))

◆
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˘~tÔ⌃Ôó~r⇥
©eE`ò. Ë✏0(,Ç15ò-�Â

✓
1

k

◆
2

+


1

⌧

d

ds

✓
1

k

◆�
2

= 1, ⇡ ⌧ =
d

ds

�
1

k

�
q
1�

�
1

k

�
2

÷ k =
1p

1� a2
, ó0⌧ =

�a0p
1� a2

,
⌧

k
= �a0

@ÂÂa0 = const⇡ ⌧

k

:8p⇥Çú÷a = s�⇡

k =
1p

1� s2
, ⌧ =

�1p
1� s2

˜wSô˙ÂÚø⇥
©eE`ò. ¡���azÙÚøÂ⌥⌘�˙öπ⌘⇣ö“�⇡ÂÚø·≥⌧ = ck⇥¡��ÕK¶
6�sÂ�aÚø·≥·≥⌧ = ck�⇡ÂÚøÑ⌥⌘�–�˙öπ⌘⇣ö“⇥–:)(⌦bÑπ
’,.

Ë ¬⇤,Ç,mò⇥

2.2.18

(1),föIÚáˆÅB ö~n�ó{~t,~n}�{@
x

, @
y

}ö⌘¯��sÔ⇢«Àls˚�{~t,~n}�{@
x

, @
y

}Õ
�⇥

ek(t) = �k(�t)

(2)
ek(t) = k(�t), e⌧(t) = ⌧(�t)

2.2.19

~v = k~b+ ⌧~t

2.2.20

~r( t
2

)øπ⌘( 1
2

, 0,
p
3

2

)—⌘‡w‹⌅� er(t)øπ⌘(0, 0,�1)—⌘‡w‹⌅⇥ :~0�$ÚøÕ�Ñ
⇢S–®�⌘ÏH⌃ ~r( t

2

) ’ y tÀl� ~r( t
2

), er(t) Â¯��¶—⌘‡w‹⌅⇥

~r(
t

2
)

0

B@
�

p
3

2

� 1

2

1
1

2

�
p
3

2

1

CA = (�2 sin
t

2
, 2 cos

t

2
, �t)

6�ç⌃ (�2 sin t

2

, 2 cos t

2

, �t) ’ ztÀl�Ô�v�er(t)Õ�⇥

2.2.21

©eE`ò. Ÿök, ⌧:x, y, z, s ÑI—˝p⇥¡��X(zÙÚø~r(s) : R ! R3 = {(x, y, z)}, �
ó k = k(~r(s), s), ⌧ = ⌧(~r(s), s)
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