
口一 l变为 叮时
,

每一 N委的秩都必减少 1
.

因此 q 蕊 e 、 (搜~ 1 ,

…
, , )

.

即 j 中 J o r d ”

块的最小阶数不小于 q
.

但它又不会大于 q ,

因那样 了的所 有 J o r d an 块全是 q 十 1阶

的
, m 个 J o r d a n 块 的总阶数为 m伪 + l ) 一 m宁+ m >

这证明了 了中 J or d an 块有且只有 q + l 阶的与 宁

个
,

则 q 阶的有 m 一 苏个
.

m q +
r ~ , .

矛盾
.

阶的两种
.

设 q + l 阶的有
,

, ~ (叮+ l )
x
+ 宁( m 一

x
) ~ 宁。 +

x , o < x < m
-

对照 ( * )式知
x ~ ; .

再据命题 1 ,

这时

了~ d i a g
一

( f (
a ) I` q ’

+ N `q ’ ,

…
,

f (
a
) I

`夕 ’
+ N `口’ ,

f (
a ) I ’̀ + , ’

+ N `q 十” ,

…
,

f (
a
) z

` q + ` ’ + N ` , 十` ,
)

定理证完
。
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全微分方程的积分因子的存在性

陈 维 桓
( 北京大学

, 北京 10 0 8 7 1)

摘要 本文给出两个变量的全微分方程积分因子存在性的初等的直接证明
,

弥补了教科

书中的不足
.

设 f (
x ,

约
, g (

x , y ) 是定义在区域 D c R
,

内的两个连续可微函数
.

考虑全微分方

程

f ( x , y ) d
x + g (

x , y ) d y ~ 0
.

( 1)

如果在 D 内存在函数 又( : , y )
, h (

x , y )
,

使得

又( x , y ) [ f (
: , y ) d x + g (

x , y ) d y ] ~ d h ( x , y )
,

( 2 )

则称函数
.

, ( x , 夕) 为全微分方程 ( l) 的积分因子
,

而称

h ( x , y ) ~
e o n s `

·

为 ( l) 的第一积分
.

在普通 的常微分方程教科书中常常只讨论某些特殊类型的全微分方

程的积分因子的求法 (如 〔l 〕
, p

.

2 1 )
,

或把全微分方程的积分因子的存在性化为一阶偏
·

微分方程的求解问题
,

没有给出初等而直接的存在性证明
.

根据 P f af f 方程组的 rF
。 -

be in us 定理
,

( l) 的积分因子的存在性是显而易见的
.

在曲面论 中
,

( l) 的积分因子的存

在性起很重要的作用 (如见 〔2〕
, p

.

7 9 )
,

所以提供一个初等而直接的证明有助子弥补现

行教科书中的不足
.

这篇注记就是要提供这样一个证明
.



定理
.

考虑全微分方程 ( 1)
.

对于任意一点 (
x。 , y0 ) ` D ,

必有 (介
,
y0 ) 的一个邻城

U =c 。 ,

以及定义在 u 上的函数 又(
x , y )

,
h (

x , y ) 使 ( 2 )式成立
,

即在 (
x 。 , y 。 ) 的某个邻域

内
,

方程 ( l) 的积分因子是存在的
.

证
.

设 x(
。 ,

y0 ) 呀 D ,

不妨设 g (八
,

y0 ) 笋 o ,
`

于是在 (
: 。 , y 。 ) 的邻域内可以考虑常

微分方程

( 3 )ù

一一
VJ一名d一刁

根据常微分方程理论 (川
,

3P 5 ,

.v5 :0)
,

必有

井且对于任意的 y : 〔 J ,

方程 ( 3 )有唯一解

f ( x
,

y )
g (

x , y )
.

x 。
的邻域 了及 y。 的邻域 J

,

使得 1 x J =c D ,

y ~ y (
x , y :

)
, x 〔 I ( 4 )

满足初条件

匕 而且函数 y (
x , y l

) 对于
二 , y l

的邻域 I’ c I ,

使得

y (
x 。 , 夕,

) ~ y l ,

是可微地依赖的
.

由 (钓可知
口y (

x , y :

)

d y :

( 5 )

~ l ,

故有
x 。

旦
目

匹兰
」里迎笋 。 , v ( x , , ;

) 。 I
,

x ,
.

d y -
( 6 )

、
、Z
、
、产,产OQ

沙

`
``
r、

于是根据反函数定理
,

存在函数

y :

~ h (
x , y )

,

( x
, y ) 〔 I ,

x J ;

c 1 X J

满足恒等式

y , y ( x , h (
x ,

y ) )
.

对 ( 4 )式求微分得到
J 二 .

_ 口y ( x , y l

)
」 _ .

口y (
x , y l

)
J 二

u y
~

—
“ 孟 . r

—
一 “ y l

口 x d y l

f (
x , y ( x

, y , ) )
g (

x , y (
二 , y l

) )

dx + 旦丛主立丛 d ,
; .

口y l

第二个等号是由于函数 城
x , 为 ) 满足方程 ( 3)

。

所以

d y l ~
口y (

x , y ;

)

口y l

·

[f (劣
, y ( x , y :

) ) d
x
+ g (

x , y ( x , y l

) ) J y ]
。

·

g (
x , y (

x , y l

) )

用 y ,

~ h (
: , y ) 代人

,

并且命

兄 (
x , y ) ~

粤 (
: , 、 ( 二

, , ) )
.

: (
二 , , )

口 y
l

则由于 ( 7) 式在 I: x J: c D 内成立

d h (
x , y ) ~ 几(

x , y ) 〔了( x , y ) d x
+ g ( x , y ) d y l

,

即 双
x ,

力 是方程 ( l) 在 I , x j ,

内的积分因子
,

证毕
.

顺便指出
,

在变量个数多于 2 时
,

定理 的结论一般是不成立的
。

根 据 rF ob
e in su 定

理可知 (参看 3[ 1
, p

.

8 2 )
,

全微分方程组

(下转 6 0页 )

7 3
.



D iet z
.

x ;

25
.

F
r e d

r
iek os n

n o g a ln o u s

et 、 2
. ,

E p i d e m i o 一o g i e a一 m记 e l f o r s e x

au l l y , r a n s m i t et a d i s o a s。 , J
.

M o r 几
.

刀 况̀
, 2` ( l , 58 )

, x一

, A
.

G
, A m a t l一e m a t i c a l t h e o r y o f

m a r r i a g e m o d e l s
,

M a t h
.

B i o s c i .,’

a g e s t r u c tur e i n s e x u a l P o p u l a [ i o n : r a n d o m m a t x n g a n d m o -

1 0( 1 9 7 1)
, 翻

H a r r i s o n ,

M
.

J
,

T h e e u bi e g r o w t h

t r i b u t i o n o f t im e s t o a P Pe a r a n e e o f

H e s s o l ,

N
.

A
.

e t a l
, T h e n a t u r a l

o f A I D S

c l i n i e a l

C a s e S :

1 1 7— 14 3
.

G e n e r a l d c P e n d e n e e
O n

e a r ly 盛n f e e 亡i o n r a t e s a n d d i s
-

s ym P仁o m s
,

J
.

M
a 泌h

.

B i o l o g y
,

2 7 ( 19 8 9)
,

i n f e e t i o n

5 2 3一5 3 6
.

h i s t o r y o f h u m a h im m u n o d e f i c i e n c y v i r u s
I n a

e o h o r t

m o s e x u a l a n d 6i s e x u a i A 7
一 y e a r Pr o s P e e t i v e s t u d y , P r e s e n t e d a t 111 In 亡e r n a t i o n a l 伽

n f e r e n e e
O n

of h o -

A I D S
,

,101112
护.L工.Lr` pL.L

W a s h i n g t o n , l

.M--5
卜

.M.J4lH ym a n ,

( 1 98 8 )
,

m a t h e . a t i c a l m o d e l s t o u n d e r s t a n d t h e A I D S e p id e m i e ,

材云t人
.

刀i o s c f
,

9 0

H ym a n ,

J
.

1 9 0一2 19
.

L a n g ,

T
.

t r a n s l t l o n

J u n e
.

e t a l
,

4 7 5
.

e t a l
,

T h e e f f e e t o f s o e i a l 位 i x in g p a t t e r n s o n t h e s p r e a d o f A I D S ,

M a ,人
.

B i o s c i
, 9 0 ( 19 8 3 )

,

,J.1.J,j月,. .二勺且.r̀ù..`

M
.

A
.

ct

t o A I D S
,

a l
,

P e r s i s t e l , t H二v
’

a n r i g e n e m i a a n d d e c l i n e o f
,

H l v e o r e a n t ib记 i e s a s s o e i a t e d 诚h.

B ,
i名1

5 人
,

M
o d

.

J
一 ,

2 9 3 ( 1 98 6)
,

14 5 9一 14 6 2`l5l6[][]

越少

,月J气..J

;
.J, .J加了óHùO产八U

,立,二,人,ùr
.Lr. Lr.rL. L

,J., .J,J.,人,̀,j,̀ù气̀,̀
.

r. Lr.L件.L

{:;{
〔2 6 3

L i n ,

w
.

M
.

e t a l
, D y n a m i e a l b e h a v

i o r o f o p i d e m i o l o g i e a l m o d
e l s w i t h n o n l i n e a r

i n e id
e n c e r a t e s ,

J
.

M盯人
-

B i o l
, 2 5( 19 8 7 )飞 3 5 9一 3 8 0

.

L o n d e n ,

S
.

D
,

In t e g r a l e q u a t i o n s 。 f v o
l t e r r a t y p e , I n : M a : h e m a t i e s o f 形

0 1呛 y
.

M
.

I a n n e l l i ( e d )
.

L i g u ` r
i
`

Ed i t o r i
,

N a

po l i ( 1 9 8 1)
.

J血c qu e z ,

J
.

e t a l ,
M o d e l i o g a n d t h e

.

t r a n s m i s s i o n o f H IV ( In P r e Pa r a t i o n )
.

J in g ,

2
.

J
. ,

Q u a l i t a t i v e a n a ly s i : 。 f : m a t h e m a t i e a l m o d e l o f A l o s (将发表于
“
应用数学学报

”
英文版 )

.

J o s t Ph
,

J
.

G
.

e 七 a ]
,

T wo
一

拌 a r
i o n g i t u d i n

a
l ` t u d y o f be h a v i o r a l r i sk

r e d u e t i o n i n a c o h o 。 讨 h o m o s e 文 u al `

m e n , p r e s e n t e d a t 111 I n t e r n a t i o n a l oC
n f e r e n c e o n A l n S

,

w
a s h i n g t o n ,

l
,

J u n e , 19 8 7 、

丫叮
:

`

R
· ,

丫
·

乡`
.

乎l
一 p o , , i bl e d e m o g r a p h i c c o n ` e q u e n c e s o f H l v / A I D s e p i d e m i c ,

·

I
·

A “ ` u m i n g H lv i n f e c t i o n·

a zw a y s ze a d s t。 A r D s
,

材 a r左
.

B io s c i
,

, o ( 29 5 8 )
, 4 7 ,一 , o ,

.

N a s e l l
, 1

. ,

H y b r id m o d e l s o f t r o P i e a l in f e e t i o n s , L e e t
.

N o t e s
.

B i o m a t h
,

’

5 9 ( 1 9 85 )
.

P a d i an
,

N
.

e t a l
,

M a l e r o f e m a l e t r a n s m i , s i o n o f ll u m
a n

’

i由币 u n o d e f i c i e n e v v i r u s : e u r r e n t r e s u l t s ,

i n f e e -

t i v i t y r a t e s , a n d Sa n F r a n e i s e o Po p u l a t i o n Se r o p r e r a l e n e e e s t im a t e s , P r e s e n t e d a t 111 I n t e r n a t i o n a l oC
n -

f e r e n e e o n A I D S
,

W a s h i n g t o n , J u n e , 19 8 7
.

S’a t t e n s p i e l
.

L
· , p o p u l o t i o n s t r u e t u r e a n d t五e : p r e a d 。 f a i s e a s e ,

脚 , a。 召 10 1
,

s , ( 19 5 7 )
, 4 1 1一” s

Sa t t e n s p i e l
,

L
.

雌 a l
, T h e sp r e a d a n d p e r s i s t e n c e o f in f e e t i o n s d i s e a s e i n s t r u e t u r e d p o Pu l a t i o n s ,

P r
oc

e
卜

d in g o f t h e 1 9 57 e N L s w o r k s h o p o n N o n l i n e a r i t v i n M e d i e i n e a n d B i o l o g y ,

材 a t入
.

刀.lo , ic
,

9 0( l夕5 0 )
,

美国医学会杂志中文版 (J 人M A )
, 7 ( 1 9 8 8 )

,
6一 .8

口、 八洲, 气产 . 、 产甲、 内曰、 内 气口勺户
`

(上接 7 3页 )

。 二 习 f` (
x , ,

…
, x ·

) 、
x ` 一 。

有积分因子的充分必要条件是 d o A 。 二 。
.

在三个变量的情形
,

即方程

p (
x , 夕 , :

) d
x
+ Q ( x , y , z ) d y + R (

x , y , :
) d

z 一 0

有积分因子的充分必要条件是

岑

”
(譬

.

一

黝
十 。

(豁
一

黝
+ “

(豁
一

韵
一 。
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