
1.0.11 习题

1. 回忆悬链面有如下的参数表示

r(u, v) = (coshu cos v, coshu sin v, u) , u ∈ R, v ∈ (0, 2π).

(i) 求悬链面上经线 (即 u-线)和纬线 (即 v-线)的测地曲率；经线和纬线是否为测地线？

(ii) 设曲线C : r(s) = r(u(s), v(s))为悬链面上一条测地线，与经线的夹角为 θ(s)（定向

为从 ru到 r′(s),即若有 (ru, r
′(s),n) > 0，则 θ(s) > 0）. 试判断 coshu(s) sin θ(s)沿

着曲线 C 是否为常数，并说明理由。

(iii) 给定一般的旋转面

r(u, v) = (f(u) cos v, f(u) sin v, g(u)) , f > 0, u ∈ R, v ∈ (0, 2π).

考虑其上一条测地线 C : r(s) = r(u(s), v(s))，与经线的夹角为 θ(s)。试判断

f(u(s)) sin θ(s)

沿着曲线 C 是否为常数，并说明理由。

2. 设M 为 E3中正则曲面，α(s) = r(u(s), v(s))为M 上一条正则曲线，s为弧长参

数。记 t(s) = α′(s)为曲线的切向量，h(s) ∈ Tα(s)M 为曲面在 α(s)点处与 t(s)正交的

单位切向量，且 {t(s),h(s)}与曲面的定向相同，即 t(s) ∧ h(s) = n(s)，其中 n(s)为曲

面M 在 α(s)处的单位法向量。定义曲线 α(s) ⊂M 在 α(s)处的测地挠率为

τg(s) =

〈
dn

ds
,h(s)

〉
.
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(ii) 记Ws : Tα(s)M → Tα(s)M 为曲面在 α(s)点处Weingarten变换，说明
dn

ds
= −Ws

(
dα

ds

)
.

(iii) 设 κ1(s), κ2(s)为曲面在 α(s)点处的主曲率，e1(s), e2(s)为对应的单位正交主方向，

且 {e1, e2,n}为正定向 (即 n = e1 ∧ e2)。若 e1与 t的夹角为 φ（定向为从 e1到 t,

即若有 (e1, t,n) > 0，则 φ > 0），证明

τg = (κ1 − κ2) cosφ sinφ.

(iv) 证明曲线 α(s)为曲面M 上的曲率线当且仅当其测地挠率 τg 恒为零。

(v) 设 e1(s), t(s)为沿着曲线 α(s)的光滑切向量场，定义如 (iii)。证明〈
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