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第三节  变换 
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一般变换 
 所谓变换就是把点映射到其它点，把向量映射到其它

向量 

Q = T(P) 

v = R(u) 
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连续变换 
 在一般变换下，直线的像是

由直线上每个点的像构成的，
像一般不再是一条直线 

 当变换是连续的时候，直线
的像就是一条连续曲线 
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仿射变换 
 保持共线性 

 许多物理上重要变换的特征 
 刚体变换：旋转、平移 

 放缩、错切 

 数学定义：设映射                    ，若     保持重心组合系
数不变，即 

 

    其中 

 可以证明：任一仿射变换可表示为 

 

3 3:Φ →  Φ

( ) ( ) ( )j j jj
α αΦ = Φ = Φ∑ ∑x a a

3, ,   1j jα∈ =∑x a 

( ) AΦ = +x x b
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为什么需要变换? 

变换前 

变换后 

变换前 

变换后 
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变换的作用之一 
 组合场景 
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构造三维场景 
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雪花的构造 

应用12次 
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变换的作用之二 
 设计者可能需要从不同的角度查看同一个场景，此

时自然的方法是对象不变，而变换照相机的位置 
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变换的作用之三 
 在计算机动画中，在相邻帧图像中，几个对象相对彼

此的位置进行移动。这可以通过平移和旋转局部坐标
系实现 
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流水线实现 

变换 光栅化 
u 

v 

 T (来自于应用程序) 

T(u) 

T(v) 
帧缓冲区 
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记号 
  在后面的处理中，既会考虑变换的无坐标表示，也会

考虑变换在特定标架下的表示： 

           P, Q, R：在仿射空间中的点 

           u, v, w：在仿射空间中的向量 

           α, β, γ：标量 

           p, q, r：点的表示 
                 在齐次坐标中为由四个标量构成的数组 

           u, v, w：向量的表示 
                 在齐次坐标中为由四个标量构成的数组 
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平移 
 把一个点移到新的位置 

 

 

 

 

 平移由一个向量d确定 
 三个自由度 
 P’ = P + d 

d 
P 

P’ 
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对象的平移 
把一个对象上的所有点沿同一向量平移 

原始对象 平移后的对象 
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平移的表示 
  应用在某个标架中的齐次坐标表示 

         p = [x, y, z, 1]T 

         p’ = [x’, y’, z’, 1]T 

         d = [dx, dy, dz, 0]T 

那么 p’ = p + d 或者 
         x’ = x + dx, 
         y’ = y + dy, 
         z’ = z + dz. 

 

注意：这个表达式是四维
的，而且表示的  
      点 = 点+ 向量 
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平移矩阵 
 可以用在齐次坐标中一个4×4的矩阵T表示平移：p’ = 

Tp, 其中 
 
 
 
 
这种形式更容易实现，因为所有的仿射变换都可以用这

种形式表示，矩阵乘法可以复合在一起 
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二维旋转 
 考虑绕原点旋转θ度 

 半径保持不变，角度增加了θ 

 

(x, y) 

(x’, y’) 

x 

y 

φ 

θ r 

r 

x = r cosφ 
y = r sinφ 

x’ = r cos(φ + θ ) 
y’ = r sin (φ + θ ) 

x’ = x cos θ – y sinθ  
y’ = x sin θ + y cosθ  
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二维旋转 
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三维旋转 
 几种特殊情形 

 分别绕x，y，z轴的旋转 

 绕过原点的轴旋转 

 绕任一轴旋转 
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绕z轴的旋转 
 在三维空间中绕z轴旋转，点的z坐标不变 

 等价于在z=常数的平面上进行二维旋转 

      x’ = x cos θ – y sinθ  
      y’ = x sin θ + y cosθ 
      z’ = z  

 其齐次坐标表示为 
        p’ = Rz(θ)p 
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旋转矩阵 
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绕x轴和y轴的旋转 
 与绕z轴的旋转完全类似 

 对于绕x轴的旋转，x坐标不变 

 对于绕y轴的旋转，y坐标不变 
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刚体变换 
 旋转与平移是两种刚体变换 

 这两种变换的复合只能改变对象的位置与定向 

 其它的仿射变换会改变对象的形状 
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放缩 
 沿每个坐标轴伸展或收缩（原点为不动点） 

      x’ = sx x 
      y’ = sy y 
      z’ = sz z 
      p’ = Sp 
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放缩因子 
 放缩变换必定有一个不动点 

 为了定义放缩变换，可以指定其不动点，一个放缩方
向，以及沿该方向的放缩因子 

 当放缩因子大于1时，对象在指定方向上变长 
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反射 
 对应于负的放缩因子 

     sx = −1,  sy = 1 
 
 
 
 
 sx = −1,  sy = −1 

 

 

初始形状 

sx = 1,  sy = −1 
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逆变换 
 虽然可以直接计算矩阵的逆，但根据几何意义可以给

出各种变换的逆 
 平移：T−1(dx,dy,dz) = T(−dx, −dy, −dz) 
 旋转：R−1(θ) = R(−θ) 
 对任一旋转矩阵成立 
 注意cos(−θ) = cos θ, sin(−θ) = −sin θ, 从而 

  R−1(θ) = RT(θ) 
 放缩： S−1 (sx,sy,sz) = S(1/sx, 1/sy, 1/sz) 
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变换的复合 
 可以通过把旋转、平移与放缩矩阵相乘从而形成任意

的仿射变换 

 因为对许多顶点应用同样的变换，所以构造矩阵M = 
ABCD的代价相比于对许多顶点p计算Mp的代价是很
小的 

 难点在于如何根据应用程序的要求构造出满足要求的
变换矩阵 
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变换的顺序 
 从数学的角度来说，下述表示是等价的 

 p’ = ABCp = A(B(Cp)) 
 变换的顺序是不可交换的 

 注意 
 在右边的矩阵是首先被应用的矩阵 

 对于函数调用来说，离顶点数据越近的变换越先作用，譬如 

     glTranslate3f(…)  //A 
     glScale3f(…)  //B 
     glRotate3f(…) //C 
     glVertex3f(…) //p 

 OpenGL中的矩阵乘法是右乘：C  C M 
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绕原点的一般旋转 
 绕过原点任一轴旋转θ角可以分解为绕x, y, z轴旋转的

复合：R(θ) = Rz(θz)Ry(θy)Rx(θx) 
    θx, θy, θz称为Euler角。 
 注意：旋转顺序不可交换；可以用不同的旋转顺序，

不同的旋转角度得到同样的效果 

θ 

x 

z 

y 
v 



32 

绕不同于原点的固定点旋转 
 把固定点移到原点 

 旋转 

 把固定点移回到原来位置 
 M = T(pf)R(θ)T(−pf) 
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实例 
 在进行造型时，通常从一个中心在原点，相对于坐标

轴定向的标准尺寸的对象开始 

 接着对这个对象的顶点应用一个实例变换 
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剪切变换 
 剪切变换（shear transformation）：一种实用的基本

变换 

 等价于把面向相反方向倾斜 
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剪切矩阵 
 考虑沿x轴的剪切 

  x’ = x + y cot θ 
  y’ = y 
  z’ = z 

 (x’, y’) 
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进一步的性质 
 一个二维旋转相当于三个剪切变换的复合 

 

 

 

 但剪切变换可以表示为旋转、放缩、平移的复合 
 如何表示？ 

 三维空间中上述结论如何？ 

 任一仿射变换一定可以分解成一系列平移、旋转和缩
放变换的复合！ 
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Thanks for your attention! 
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