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第二节  参数曲线曲面的设计 
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矩阵-向量形式 
 三次曲线的矩阵表示 

定义 

则 
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插值曲线 
 给定四个数据点p0, p1, p2, p3，确定一条三次曲线p(u)

通过这三个点 

 

 

 

 

 

   需要求出系数c0, c1, c2, c3 
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插值方程 
 在 u=0, 1/3, 2/3, 1四点处应用插值条件 

 

 

 

 表示为矩阵形式，记 p = [p0 p1 p2 p3]T 

p0=p(0)=c0 
p1=p(1/3)=c0+(1/3)c1+(1/3)2c2+(1/3)3c2 
p2=p(2/3)=c0+(2/3)c1+(2/3)2c2+(2/3)3c2 
p3=p(1)=c0+c1+c2+c2 

p=Ac 
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插值矩阵 
 为了求解 c，计算插值矩阵 

 

 

 

 

 注意       与输入数据无关，可以对x, y, z中任一部分应
用该矩阵 
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多段插值曲线 

应用p = [p0 p1 p2 p3]T 

 
应用p = [p3 p4 p5 p6]T 

 
在交点处有连续性，但导数不一定连续 
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混合（blending）函数 
 把 p(u)的方程重写为 

 

 其中b(u) = [b0(u) b1(u) b2(u) b3(u)]T 为一组多项式，
称为混合函数，从而 

          p(u) = b0(u)p0+ b1(u)p1+ b2(u)p2+ b3(u)p3 
 

p(u)=uTc=uTMIp = b(u)Tp 

b0(u) = – 9/2(u – 1/3)(u – 2/3)(u – 1) 
b1(u) = 27/2 u (u – 2/3)(u – 1) 
b2(u) =  – 27/2 u (u – 1/3)(u – 1) 
b3(u) = 9/2 u (u – 1/3)(u – 2/3) 
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混合函数的图形 
 这些函数的形状上下变化很大 

 因此得到的插值多项式也有类似的现象 
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插值曲面片 
 推广到曲面形式 
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需要16个条件确定16个系数 cij 

选择 u,v = 0, 1/3, 2/3, 1 
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矩阵形式 
 定义 v = [1 v v2 v3]T 

            C = [cij] 
 
 

 认为u （或v）为常数，那么得到的就是关于v （或u）
的插值曲线,  若记插值点P = [pij]，从而 

 

p(u,v) = uTCv 

p(u,v) = uTMIPMI
Tv  

C=MIPMI 



12 

混合曲面片 
 采用如下表示形式： 
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每个bi(u)bj(v)就是一个混合曲面片 

应用前面关于曲线的知识，可以建立并分析这些曲面片的表示 
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其它类型的曲线和曲面 
 如何去掉插值形式的局限性？ 

 不必要的振荡 

 在相交点导数不连续 

 对于三次曲线，我们在每段上可以加四个条件 
 不必要采用位置插值条件 

 只需要靠近数据 
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Hermite形式 

p(0) p(1) 

p’(0) p’(1) 

在每段上应用两个位置插值条件以及两个导数插值条件 
从而保证了段与段之间的连续性与一阶导数连续性 
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插值条件 
 在端点处的位置插值条件是相同的 

             p(0) = p0 = c0 

             p(1) = p3 = c0+c1+c2+c3 
    微分后得到p’(u) = c1+2uc2+3u2c3  
    在端点处求值 

             p’(0) = p’0= c1 

             p’(1) = p’3= c1+2c2+3c3 
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矩阵形式 
 定义 

 

 

 

 

 求解得到 c=MHq 其中 MH 称为 Hermite 矩阵 
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混合多项式 

p(u) = b(u)Tq 
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这些函数比较平滑，但是在计算机图形学和CAD中并不 
直接应用Hermite形式，因为我们通常有的是数据点， 
而不是导数。然而Hermite形式是Bézier形式的基础。 
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参数连续性与几何连续性 
 参数连续性：在相邻两段交点处x, y, z的导数分别完全

相同 

 另外，我们可以只要求结果得到的曲线在交点处切向
连续，这称为几何连续性 

 几何连续性使得我们更有弹性，因此此时我们只需要
满足两个条件，而不是参数连续中的三个条件 
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示例 
 图中p和q在端点处有相同的切向，但导数不同 

 生成不同的Hermite曲线 

 在绘图程序中用户可以通过改变切向的长度控制曲线
的形状 
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高维逼近 
 插值和Hermite曲线的技术可以应用到高维参数多项式

中的构造中 

 对于插值形式，得到的矩阵通常具有很差的条件数，
从而构造的曲线振荡严重，而且对数据误差非常敏感 

 对于这两种情形，显示所生成的多项式曲线和曲面也
需要大量的工作 
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Bézier的想法 
 在图形学和CAD中，我们通常没有直接的导数信息 

 Bézier（皮埃尔·贝塞尔，法国雷诺公司的一名工程师，
是实体造型、几何模型和物理模型领域的奠定者之一）
建议应用三次插值曲线中同样的四个数据点逼近
Hermite形式中的导数 
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逼近导数 

p0 

p1 
p2 

p3 

p1 位于 u=1/3 p2 位于 u=2/3 

3/1
pp)0('p 01−≈

3/1
pp)1('p 23−≈

斜率 p’(0) 斜率 p’(1) 

u 
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方程 

p(0) = p0 = c0 
p(1) = p3 = c0+c1+c2+c3 

p’(0) = 3(p1- p0) = c0 
p’(1) = 3(p3- p2) = c1+2c2+3c3 

端点位置插值条件相同 

逼近导数条件 

求解有四个方程的线性方程组 c=MBp 
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Bézier矩阵 
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p(u) = uTMBp = b(u)Tp 

混合函数 
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混合函数 
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注意函数的零点全在0与1使得函数在(0,1)上比较平滑 
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Bernstein多项式 
 混合函数是Bernstein多项式的一种特殊情形 

 

 

 这些多项式定义了任意次数Bézier形式的混合多项式 
 所有零点在0和1处 

 对任意次数，所有多项式的和等于1 

 在(0,1)内它们的值都在0与1之间 
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凸包性质 
 Bernstein多项式的性质确保了所有的Bézier曲线位于

它们的控制点形成的凸包（convex hull）内 

 因此，即使我们不插值所有的数据，所得结果也不会
离数据太远 

p0 

p1 p2 

p3 

凸包 
Bézier曲线 
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Bézier曲面片 

应用与插值形式中同样的数据组P=[pij]可以构造Bézier曲面片 
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分析 
 虽然Bézier形式远优于插值形式，导数在交点处仍然

不连续 

 能做得更好吗？ 
 应用高阶Bézier曲线和曲面 
 需要做更多的工作 

 导数的连续性仍然只是近似的 

 OpenGL支持 

 应用不同的条件 
 这种方法不会导致次数的增高 
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B-样条 
 基本样条（Basic splines）：应用在p=[pi-2 pi-1 pi pi+1]T 

的数据只定义在介于 pi-1和pi之间的曲线 

 可以在每段上应用更多的连续性条件 

 对于三次情形，可以在连接点处得到连续曲线，一阶
导数和二阶导数连续的曲线 
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三次B样条 
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p(u) = uTMSp = b(u)Tp 
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混合函数 
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凸包性质 
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B样条曲面片 
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只定义区域的 1/9 
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样条和基函数 
 如果从控制点（数据）的角度来看，每个内部点对四

段曲线的形状有贡献，具体由混合函数确定 

 可以把p(u)重写为如下形式： 

 

    从而定义出了基函数{Bi(u)} 

puBup ii )()( ∑=
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基函数 
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用混合多项式表示： 
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样条的推广 
 可以把样条推广到任意次数的情形 

 数据和条件不需要对应于等距点（节点, knots） 
 均匀样条和非均匀样条 

 可以有重节点 

 从而可以强迫样条插值某些点 

 Cox-de Boor递推关系给出了计算方法 
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NURBS 
 非均匀有理B样条（Nonuniform Rational B-spline）曲

线和曲面在x, y, z中添加了第四个变量w 
 可以认为是控制点的权重，使得某些控制点的重要性加大 

 也可以认为是齐次坐标表示 

 需要一次透视除法 
 NURBS对透视投影是不变的 

 二次曲面是NURBS的特殊情形 
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Thanks for your attention! 
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