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第三节  参数曲线曲面的显示 
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多项式值的计算 
 显示多项式曲线的最简单方法就是计算出多项式上许

多点的值，从而形成一条近似的折线 

 对于曲面，可以形成近似的三角网格或者四边网格 

 应用Horner方法计算多项式在一点的值 
 p(u)=c0+u(c1+u(c2+uc3)) 
 对于三次的情形，只需要三次乘法 
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有限差分 
 对于等间距的 {uk}，如下定义有限差分 

 

 

 

 

 

 对于n次多项式，n阶差分的结果是一个常数 
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建立有限差分表格 

p(u)=1+3u+2u2+u3 



6 

求出下一个值 

从底部开始，依次向上可以求出多项式的新值 
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de Casteljau算法 
 可以应用Bézier曲线的凸包性质给出一个有效的递推

方法显示曲线 
 只需要用到控制顶点的仿射组合 

 基于想法“任何多项式以及多项式的任何一部分都可
以在正确选择了控制顶点后转化为一个Bézier多项式” 
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分割三次Bézier曲线 

p0, p1 , p2 , p3 确定了一条三次Bézier多项式以及它们的凸包 

考虑左半部分l(u)和右半部分 r(u) 
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l(u)和r(u) 

由于l(u)和r(u)也是Bézier曲线，我们可以求出两组控制顶点 
 {l0, l1, l2, l3} 与 {r0, r1, r2, r3}，它们定义的这两条曲线 
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凸包 

{l0, l1, l2, l3} 与 {r0, r1, r2, r3}分别有自己的凸包，它们比 
{p0, p1, p2, p3}所确定的凸包更靠近曲线p(u).这条性质称为 
变差减缩(variation diminishing) 
由从l0 到 l3 (= r0) 再到 r3 各点确定的折线是 p(u)的一个近似。 
重复这个过程可以得到更好的近似 
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公式 

从Bézier方程p(u)=uTMBp开始 

l(u) 需要插值p(0) 和 p(1/2) 

l(0) = l0 = p0 
l(1) = l3 = p(1/2) = 1/8( p0 +3 p1 +3 p2 + p3 ) 

为了匹配斜率，考虑到l(u) 与 r(u)分别只走了p(u)一半的 
路程 

l’(0) = 3(l1 - l0) = p’(0) = 3/2(p1 - p0 ) 
l’(1) = 3(l3 – l2) = p’(1/2) = 3/8(- p0 - p1+ p2 + p3) 

对 r(u) 成立类似的公式 
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有效形式 

l0 = p0 
r3 = p3 
l1 = ½(p0 + p1) 
r1 = ½(p2 + p3) 
l2 = ½(l1 + ½( p1 + p2)) 
r1 = ½(r2 + ½( p1 + p2)) 
l3 = r0 = ½(l2 + r1) 
 
只需要移位与加法 
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所有曲线都是Bézier曲线 
 如果能找到给定多项式曲线表示为Bézier曲线所需要

的控制顶点，那么就可以应用递推方法显示它 

 假设p(u)是以插值曲线的形式给出，数据点为q， 

 

 那么存在Bézier控制点p使得 

 

 列出方程并求解，可得p = MB
-1MI q 

p(u)=uTMIq 

p(u)=uTMBp 
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矩阵 

插值形式到Bézier形式 

B-样条到Bézier形式 
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示例 

生成这些曲线的初始数据是相同的，但生成时都是 
把它们转化为Bézier控制顶点，然后采用Bézier递推 
方法 

Bézier 插值 B样条 
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曲面 
 由于Bézier曲面片中常数参数u（或v）对应的曲线也

是Bézier曲线，因此可以应用递推方法到曲面上 
 然后沿u方向细分 

 这个过程得到新的点 
 原来的某些控制顶点被抛弃 

被保存下来的初始点 新增加的点 

被抛弃的初始点 
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第二次细分 

生成1/4曲面片创建 
了16个点 

由细分生成的新点 
在细分后被抛弃的旧点 
在细分后被保留的旧点 
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法向计算 
 在显示的时候，为了进行明暗理，我们需要法向量 

 可以从参数方程中计算 

 

 

 可以用角顶点确定 

 OpenGL可以自动计算 
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Utah茶壶 
 计算机图形学中最著名的数据集之一 

 通常用到的是由363个三维顶点定义的32张Bézier曲
面片 
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Thanks for your attention! 


	计算机图形学
	幻灯片编号 2
	多项式值的计算
	有限差分
	建立有限差分表格
	求出下一个值
	de Casteljau算法
	分割三次Bézier曲线
	l(u)和r(u)
	凸包
	公式
	有效形式
	所有曲线都是Bézier曲线
	矩阵
	示例
	曲面
	第二次细分
	法向计算
	Utah茶壶
	几何建模参考书籍
	幻灯片编号 21

