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§2 线性方程组

.
线性方程组..
......称由变量都为一次的方程所组成的方程组为线性方程组。

例如： 
3x1 + 2x2 − x3 = 6

x1 + 3x2 + 2x3 = 9

2x1 − x2 + 3x3 = 3
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定义 2.1..

......

一般地，具有 n 个变量 x1, x2, · · · , xn，由 m 个方程组成的线性方
程组具有如下形式：

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

(1)

其中，aij 是第 i 个方程中第 j 个变量 xj 的系数，bi 是第 i 个方程
的常数项。假设系数 aij、常数项 bi 及方程组的解 xj 均属于某个数
域 F。如果常数项都为零，则称相应的线性方程组为齐次线性方程
组。否则，称为非齐次线性方程组。
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§2 线性方程组

.
定义 2.2..

......

若将 x1 = c1, x2 = c2, · · · , xn = cn 代入上述方程等式都成立，
则称 (c1, c2, · · · , cn) 为该方程组的一组解。线性方程组解的
全体称为该方程组的解集。如果解集非空，则称线性方程组
是相容的; 否则，称线性方程组不相容.
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§2 线性方程组

.
基本问题..

......

线性方程组是否存在解？如果有解，有多少个解？

如何求线性方程组的解？

解的公式表示；

解集的几何结构；

线性方程组的解是否符合实际的需要（可行解问题）？
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§2.1 Gauss 消元法

.
基本想法..

......
ሡኂำ੶ݨ캐ࠝڴᐉؐݬ۝ও

ॽၼဠ੶ࠝڴᐉ
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哪些形式的线性方程组是易于求解的？

何谓“互为同解方程组”？

初等变换有哪些？
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§2.1 Gauss 消元法

.
初等变换..

......

交换两个方程 (i) ↔ (j)

某个方程乘一个非零常数 λ(i), λ ̸= 0

某方程乘一个常数加到另一个方程 λ(i) → (j)

初等变换是学好线性代数的关键之一！
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§2.1 Gauss 消元法

如果两个线性方程组有相同的解，则称它们为同解方程组。

.
命题 2.1..

......
三种初等变换将线性方程组变为同解线性方程组，因此不会

产生增根也不会丢根。
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§2.2 Gauss 消元法的矩阵表示

现象：变元不参与运算，只是变元的系数与常数项参与运行
（变元可替换）⇒ 是否可以省去变元？

.
矩阵..
......由若干行及若干列的数构成的阵列称为矩阵

矩阵是线性代数中最常用的术语与记号！
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. . . . . .

§2.2 Gauss 消元法的矩阵表示

采用矩阵的表示，线性方程组可写成：
a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2
. . . . . . . . . . . . . . .

am1 am2 . . . amn bm


称为线性方程组的增广矩阵

线性方程组的初等变换 ⇒ 矩阵的初等行变换
记号：ri ↔ rj（互换第 i 与第 j 两行），λ ri（第 i 行乘非零常
数 λ），λ ri → rj（第 i 行乘 λ 加到第 j 行）
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§2.3.1 算法描述

Algorithm 1 高斯消元法
Input:

n, (aij), (bi)
1: for k = 1 to n− 1 do
2: for i = k + 1 to n do
3: z← aik/akk;
4: aik ← 0;
5: for j = k + 1 to n do
6: aij ← aij − zakj;
7: end for
8: bi ← bi − zbk;
9: end for
10: end for
11: for i = n to 1 step -1 do
12: xi ← (bi −

∑n
j=i+1 aijxj)/aii ;

13: end for
Output:

(xi)
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§2.3.1 算法描述
Gauss 消元法的可行性：消元过程中主对角元非零，即
akk ̸= 0, k = 1, 2, . . . , n（否则，进行行交换）

.
最简形式或标准形式..

......



c11 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . c1n d1
0 . . . 0 c2j2 . . . . . . . . . . . . c2n d2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . . . . . . . . . . 0 crjr . . . crn dr
0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 dr+1

0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 0


其中 c11, c2j2 , . . . , crjr 均非零。

思考：若允许列交换，形式如何？
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§2.3.2 线性方程组解的属性

利用最简形式，判断线性方程组解的存在、唯一及有多个解
的条件。

.
定理 2.2..

......

线性方程组 (1) 的解的属性如下：
当 dr+1 ̸= 0 时，线性方程组 (1) 无解；
当 dr+1 = 0 且 r = n 时，线性方程组 (1) 有唯一解；
当 dr+1 = 0 且 r < n 时，线性方程组 (1) 有多解。
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当 dr+1 = 0 且 r < n 时，对应的线性方程组为：

c11x1+c12x2 + . . . . . . . . . +c1nxn = d1

c2j2xj2+ . . . . . . +c2nxn = d2

. . . . . . . . . . . .

crjrxjr+ . . . +crnxn = dr

除变量 xj1 , . . . , xjr (j1 = 1) 外，其余变量（共有 n− r 个）是
独立的，可以在数域 F 中任意取值。
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§2.3.2 线性方程组解的属性

.
通解..

......



x1 = α11t1 + . . .+ α1,n−rtn−r + β1

x2 = α21t1 + . . .+ α2,n−rtn−r + β2

...
xn = αn1t1 + . . .+ αn,n−rtn−r + βn

其中 t1, . . . , tn−r 为参数，
αij, βi ∈ F, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n− r。

将参变量 t1, · · · , tn−r 取定一组值代入，得到的解称为一个特
解。

童伟华 线性代数 (B1)



线性代数 (B1)

童伟华

第二章线性方
程组

§2.1 Gauss 消元法

§2.2 Gauss 消元法的矩
阵表示

§2.3 一般线性方程组
的 Gauss 消元法

. . . . . .

§2.3.2 线性方程组解的属性

向量形式：

x = t1α1 + t2α2 + · · ·+ tn−rαn−r + β,

其中，

x =


x1
x2
...
xn

 , αi =


α1i

α2i
...
αni

 , i = 1, . . . , n− r, β =


β1

β2
...
βn


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§2.3.2 线性方程组解的属性

对于齐次线性方程组，由于总有 dr+1 = 0，故线性方程组总
有解。特别地，x1 = 0, · · · , xn = 0 就是齐次线性方程组的一
组解，我们称之为零解或平凡解。齐次线性方程组的非零解
称为非平凡解。

.
推论 2.1..
......齐次线性方程组有非零解的充要条件为 r < n。

.
推论 2.2..
......若 m < n，则齐次线性方程组一定有非零解。
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§2.3.2 线性方程组解的属性

尚未解决的问题：
如何从原方程组直接判别解的存在性、唯一性及多解
性？
如何从原方程组直接确定 r？
r 是否唯一？
解集的大小与 r 有何关系？
直接从原方程获得公式解。
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. . . . . .

Thanks for your attention!

童伟华 线性代数 (B1)


	第二章 线性方程组
	§2.1 Gauss消元法
	§2.2 Gauss消元法的矩阵表示
	§2.3 一般线性方程组的Gauss消元法


