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§3.1 矩阵的定义

矩阵是线性代数的基本研究对象与工具。
.
定义 3.1..

......

对任意正整数 m 和 n，由 m× n 个数排成的 m 行 n 列的表
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

... · · ·
...

am1 am2 · · · amn

 (1)

称为一个 m× n 矩阵，记作 A = (aij)m×n。表中的每个数称为矩阵
A 的元素；排在第 i 行第 j 列的元素 aij 称为 A 的第 (i, j) 元素；当
i = j 时，aii 也称为 A 的对角元。
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§3.1 矩阵的定义

常用大写字母如 A,B,C 表示矩阵。

两个矩阵 A 与 B 是相等的，如果它们的行数和列数都相等并且每
个位置上的元素都相等，记作 A = B。

常见的矩阵名称及记号：

元素都是 0 的矩阵称为零矩阵，记作 O 或 0。

n× n 矩阵称为 n 阶方阵。

对角元是 1 其它元素都是 0 的 n 阶方阵称为单位阵，记作 I、
In 或 I(n)。

对角元是 a 其它元素都是 0 的方阵称为数量阵，记作 aI。
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§3.1 矩阵的定义
常见的矩阵名称及记号：

若方阵 A = (aij)n×n 的元素除对角元外都为零，则称 A 为对
角阵，记作

A =


a11

. . .
ann

 或 A = diag(a11, a22, · · · , ann).

若矩阵 A = (aij)m×n 满足 aij = 0 对所有 i > j 成立，则 A 称
为上三角阵。

若矩阵 A = (aij)m×n 满足 aij = 0 对所有 i < j 成立，则 A 称
为下三角阵。

上三角阵和下三角阵统称为三角阵。
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§3.1 矩阵的定义

常见的矩阵名称及记号：

若方阵 A = (aij)n×n 满足 aij = aji 对所有 i, j 成立，则 A 称为
对称阵。

若方阵 A = (aij)n×n 满足 aij = −aji 对所有 i, j 成立，则 A 称
为反对称阵。

若矩阵 A 的元素都是整数、有理数、实数、复数、多项式等，
则 A 分别称为整数矩阵、有理数矩阵、实矩阵、复矩阵、多
项式矩阵。一般地，若 A 的元素都取自某个数域 F，则 A 称
为数域 F 上的矩阵。数域 F 上的 m× n 矩阵的全体，记作
Fm×n。
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§3.1 矩阵的定义

矩阵的概念是向量的一个自然推广：行向量

a = (a1, a2, · · · , an)

可视为 1 行 n 列的矩阵；列向量

ã =


a1
...
an


可视为 n 行 1 列的矩阵。在向量的意义下，行向量 a 与列向量 ã

表示同一个向量，但是在矩阵的意义下，它们表示不同的矩阵。
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§3.1 矩阵的定义
反之，矩阵 A = (aij)m×n 也可以视为向量，譬如 A 既可以被看作
是 m 个行向量按列排在一起

a1
a2
...
am

 , ai = (ai1, ai2, · · · , ain), i = 1, 2, . . . ,m,

又可以被看作 n 个列向量按行排在一起

(
b1,b2, · · · ,bn

)
, bj =


a1j
a2j
...
amj

 , j = 1, 2, . . . , n,
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还可以被看作是将一个 mn 维的数组向量排在一起

(a11, a12, · · · , a1n, a21, a22, · · · , a2n, · · · , am1, am2, · · · , amn)

或

(a11, a21, · · · , am1, a12, a22, · · · , am2, · · · , a1n, a2n, · · · , amn)T.

矩阵自身没有特殊的含义，如何灵活的解释矩阵是学习线性
代数的关键之一！
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§3.2 矩阵的运算

矩阵的基本运算：加法 + 数乘，线性运算。

矩阵的乘法、求逆：学习线性代数的关键之一！

矩阵的初等变换、分块运算：初等变换 ⇔ 矩阵乘法，利用
矩阵的结构进行分块

矩阵的转置、共轭、迹等。
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§3.2.1 加法与数乘
.
定义 3.2..

......

设矩阵 A = (aij)m×n ∈ Fm×n，B = (bij)m×n ∈ Fm×n，λ ∈ F。定义

A+ B :=


a11 + b11 a12 + b12 · · · a1n + b1n
a21 + b21 a22 + b22 · · · a2n + b2n

...
... · · ·

...
am1 + bm1 am2 + bm2 · · · amn + bmn



λA :=


λa11 λa12 · · · λa1n
λa21 λa22 · · · λa2n
...

... · · ·
...

λam1 λam2 · · · λamn


分别称为矩阵的加法运算和数乘运算。
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记作：A+ B = (aij + bij)m×n, λA = (λaij)m×n。

类似地，可以定义矩阵的减法运算和负矩阵
A− B = (aij − bij)m×n, −A = (−aij)m×n。

矩阵的加法与减法只对规格相同的矩阵才有定义。
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.
定理 3.1..

......

矩阵的加法和数乘运算具有下列性质：

加法交换律 A+ B = B+ A

加法结合律 (A+ B) + C = A+ (B+ C)

有零矩阵　 A+ O = O+ A = A

有负矩阵　 A+ (−A) = (−A) + A = O

左分配律　 (λ+ µ)A = λA+ µA

右分配律　 λ(A+ B) = λA+ λB

数乘结合律 (λµ)A = λ(µA)

数乘单位元 1A = A

其中 A,B,C 是使运算有意义的矩阵，λ, µ 是数。
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§3.2.1 加法与数乘
第 (i, j) 元素是 1，其它元素全是 0 的 m× n 矩阵

0 · · · 0
... 1

...
0 · · · 0

←第 i 行

↑
第 j 列

称为基本矩阵，记作 Eij。

每个 m× n 矩阵 A = (aij)m×n 都可以通过矩阵的加法和数乘唯一地
表示成为

A =
m∑
i=1

n∑
j=1

aijEij.
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§3.2.2 矩阵的乘法

.
线性映射..

......

设 U,V 为数域 F 上的线性空间，映射 A : U 7→ V，若映射
A 满足：

(1) A(x+ y) = A(x) +A(y), ∀x, y ∈ U,

(2) A(λx) = λA(x), ∀x ∈ U, λ ∈ F,

则称 A 为线性空间 U 到线性空间 V 的线性映射。

线性映射（变换）是线性代数的主要研究对象之一！
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§3.2.2 矩阵的乘法
设 A = (aij)m×n ∈ Fm×n，按如下方式

y1 = a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn,

y2 = a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn,

· · · · · · · · ·

ym = am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn,

定义映射 A : Fn×1 7→ Fm×1，其中

x =


x1
x2
...
xn

 ∈ Fn×1, y =


y1
y2
...
ym

 ∈ Fm×1,

不难验证 A 为线性映射，简记为：y = Ax。
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§3.2.2 矩阵的乘法

反之，当线性空间 U,V 取定一组基后，可以证明：任意 U
到 V 的线性映射A 都可以表示成 y = Ax 形式。

若有矩阵 B = (bjk)n×l，按如下方式

x1 = b11z1 + b12z2 + · · ·+ b1lzl,

x2 = b21z1 + b22z2 + · · ·+ b2lzl,

· · · · · · · · ·

xn = bn1z1 + bn2z2 + · · ·+ bnlzl,

定义线性映射 B : Fl×1 7→ Fn×1, x = Bz。
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将线性映射 A,B 进行复合，即 y = (A ◦ B)(z), 则可定义新
的线性映射 C : Fl×1 7→ Fm×1，问题：映射 C 写成 y = Cz 的
形式是怎样的？

按定义 y = (A ◦ B)(z) = A(Bz) = Cz，如何写成：

y1 = c11z1 + c12z2 + · · ·+ c1lzl,

y2 = c21z1 + c22z2 + · · ·+ c2lzl,

· · · · · · · · ·

ym = cm1z1 + cm2z2 + · · ·+ cmlzl.

的形式？
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yi = ai1x1 + · · ·+ ainxn

= ai1(
l∑

k=1

b1kzk) + · · ·+ ain(
l∑

k=1

bnkzk)

= (ai1b11 + · · ·+ ainbn1)z1 + · · ·+ (ai1b1n + · · ·+ ainbnn)zl

cij = ai1b1j + · · ·+ ainbnj

=
n∑

k=1

aikbkj
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.
定义 3.3..

......

设 A = (aij)m×n ∈ Fm×n 与 B = (bij)n×l ∈ Fn×l，定义 A 与 B
的乘积为 m× l 阶矩阵

a11b11 + a12b21 + · · ·+ a1nbn1 · · · a11b1l + a12b2p + · · ·+ a1nbnl
... · · ·

...
· · · ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj · · ·

... · · ·
...

am1b11 + am2b21 + · · ·+ amnbn1 · · · am1b1l + am2b2l + · · ·+ amnbnl


记作 C := (cij)m×l = AB，其中 cij =

n∑
k=1

aikbkj 是 A 的第 i 行

与 B 的第 j 列的对应元素的乘积之和。
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..






a1 → a11 a12 · · · a1n b11 b12 · · · b1l
a2 → a21 a22 · · · a2n b21 b22 · · · b2l
... · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

am → am1 am2 · · · amn bn1 bn2 · · · bnl
↑
b1

↑
b2 · · ·

↑
bl

=


a1
a2
...
am


m×1

(
b1 b2 · · · bl

)
1×l

=


a1b1 a1b2 · · · a1bl
a2b1 a2b2 · · · a2bl
· · · · · · · · · · · ·
amb1 amb2 · · · ambl


cij = aibj, ai ∈ F1×n, bj ∈ Fn×1
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行向量的线性组合 ⇔ 行变换

..






a11 a12 · · · a1n b11 b12 · · · b1l ← β1

a21 a22 · · · a2n b21 b22 · · · b2l ← β2

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
...

am1 am2 · · · amn bn1 bn2 · · · bnl ← βn

=


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
· · · · · · · · · · · ·
am1 am2 · · · amn


m×n


β1

β2

...
βn


n×1

=


a11β1 + · · ·+ a1nβn

a21β1 + · · ·+ a2nβn

· · · · · · · · ·
am1β1 + · · ·+ amnβn


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. . . . . .

§3.2.2 矩阵的乘法

列向量的线性组合 ⇔ 列变换

..






a11 a12 · · · a1n b11 b12 · · · b1l
a21 a22 · · · a2n b21 b22 · · · b2l
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
am1 am2 · · · amn bn1 bn2 · · · bnl
↑
α1

↑
α2 · · ·

↑
αn

=
(
α1 α2 · · · αn

)
1×n


b11 b12 · · · b1l
b21 b22 · · · b2l
· · · · · · · · · · · ·
bn1 bn2 · · · bnl


n×l

=
(∑n

k=1 αkbk1
∑n

k=1 αkbk2 · · ·
∑n

k=1 αkbkl
)
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. . . . . .

§3.2.2 矩阵的乘法

另外，我们还可视矩阵乘法为：

AB = A
(
b1 b2 · · · bl

)
=
(
Ab1 Ab2 · · · Abl

)
其中 A ∈ Fm×n, bi ∈ Fn×1 ⇒ Abi ∈ Fm×1, i = 1, 2, . . . , l

思考：如何证明上述公式的正确性？

AB 的每一列都是 A 的列向量组的线性组合，组合系数为 B
对于列的元素；AB 的每一行都是 B 的行向量组的线性组合，
组合系数为 A 对于行的元素。
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§3.5 秩与相抵

. . . . . .

§3.2.2 矩阵的乘法

矩阵乘法注意事项：

仅当 A 的列数等于 B 的行数时，A 与 B 才可以相乘；

矩阵乘法不满足交换律，甚至不一定有定义；

AB = 0 ; A = 0或 B = 0；

AB = AC ; B = C；

IA = AI = A, 0A = A0 = 0, λA = (λI)A。
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. . . . . .

§3.2.2 矩阵的乘法

.
定理 3.2..

......

矩阵的乘法运算具有以下性质：

(1) 乘法结合律 (AB)C = A(BC)

(2) 乘法单位元 IA = AI = A

(3) 左分配律　 (A+ B)C = AC+ BC

(4) 右分配律　 A(B+ C) = AB+ AC

(5) 数乘结合律 λ(AB) = (λA)B = A(λB)

其中 A,B,C 是使运算有意义的矩阵，λ 是数。

乘法结合律 ⇔ 映射的复合满足结合律
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§3.5 秩与相抵

. . . . . .

§3.2.2 矩阵的乘法

.
方阵的幂..

......

通过矩阵的乘法，可以定义任意方阵 A 的正整数次幂

Ak = A · · ·A︸ ︷︷ ︸
k

, k = 1, 2, . . .

对任意方阵 A（包括零方阵），规定 A0 = I。

.
矩阵多项式..

......

设多项式 f(x) = c0 + c1x+ · · ·+ ckxk，定义矩阵多项式

f(A) = c0I+ c1A+ · · ·+ ckAk.
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§3.4 逆矩阵

§3.5 秩与相抵

. . . . . .

§3.2.2 矩阵的乘法
矩阵的乘法是矩阵最重要的运算！
利用矩阵的乘法，线性方程组

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

可写成简洁的形式：Ax = b，其中

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
· · · · · · · · · · · ·
am1 am2 · · · amn

 , x =


x1
x2
...
xn

 b =


b1
b2
...
bm

 .
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§3.5 秩与相抵

. . . . . .

§3.2.3 矩阵的转置、共轭和迹

.
定义 3.4..

......

将矩阵 A = (aij)m×n 的行列互换，得到的矩阵
a11 a21 · · · am1
a12 a22 · · · am2
... ... · · ·

...
a1n a2n · · · amn


称为 A 的转置矩阵，记作 AT = (aji)n×m。
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. . . . . .

§3.2.3 矩阵的转置、共轭和迹

.
定义 3.5..

......

将复矩阵 A 的每个元素换成它的共轭复数，得到的矩阵
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
... ... · · ·

...
an1 an2 · · · amn


称为 A 的共轭矩阵，记作 A = (aij)m×n。

共轭转置：AH = (A)T = (AT)
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§3.5 秩与相抵

. . . . . .

§3.2.3 矩阵的转置、共轭和迹

.
定义 3.6..

......

n 阶方阵 A 的对角元之和

a11 + a22 + · · ·+ ann

称为 A 的迹，记作 tr(A)。
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. . . . . .

§3.2.3 矩阵的转置、共轭和迹

.
定理 3.3..

......

矩阵的转置运算具有以下性质：

(1) (A+ B)T = AT + BT；

(2) (λA)T = λAT；

(3) (AB)T = BTAT；

其中 A,B 是使运算有意义的矩阵，λ 是数。

⇒ (A1A2 · · ·An)
T = AT

n · · ·AT
2AT

1
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. . . . . .

§3.2.3 矩阵的转置、共轭和迹

.
定理 3.4..

......

矩阵的迹具有以下性质：

(1) tr(A+ B) = tr(A) + tr(B)；

(2) tr(λA) = λ tr(A)；

(3) tr(AT) = tr(A)，tr(A) = tr(A)；

(4) tr(AB) = tr(BA)，

其中 A,B 是使运算有意义的矩阵，λ 是数。
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§3.2 矩阵的运算
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§3.4 逆矩阵

§3.5 秩与相抵

. . . . . .

§3.2.4 矩阵的分块运算

将矩阵视为行向量组或列向量组：

A =




a11 a12 · · · a1n ← a1
a21 a22 · · · a2n ← a2

· · · · · · · · · · · ·
...

am1 am2 · · · amn ← am
↑
b1

↑
b2 · · ·

↑
bn

⇒ 是否有更一般形式的划分？
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. . . . . .

§3.2.4 矩阵的分块运算

.
分块矩阵..

......

给定矩阵 A = (aij)m×n，可将 A 用水平线与竖直线分成若干块，

A =


A11 A12 · · · A1s

A21 A22 · · · A2s
...

... · · ·
...

Ar1 Ar2 · · · Ars


称为分块矩阵，记作 A = (Aij)r×s，每个 Aij ∈ Fmi×nj 称为 A 的子
块。

水平线之间的间距：m1,m2, . . . ,mr，满足 m1 +m2 + · · ·+mr = m；

竖直线之间的间距：n1, n2, . . . , ns，满足 n1 + n2 + · · ·+ ns = n。
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§3.5 秩与相抵

. . . . . .

§3.2.4 矩阵的分块运算

普通矩阵可视为分块矩阵的特殊情况，即 Aij 仅含一个元素 aij。

分块可以是任意的，但一般情形下，都是带有目的地：发掘矩阵的
特殊结构，譬如零矩阵块，单位阵块，数量阵块，对称块等。

若 Aij = O 对所有 i ̸= j 成立，则称 A 为准对角阵，记作

A =


A11

. . .
Arr

 或 A = diag(A11,A22, · · · ,Arr).

若 Aij = O 对所有 i > j 成立，则 A 称为准上三角阵。
若 Aij = O 对所有 i < j 成立，则称 A 为准下三角阵。

准上三角阵和准下三角阵统称为准三角阵。
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. . . . . .

§3.2.4 矩阵的分块运算

.
子矩阵..

......

由 A 的第 i1, i2, · · · , ir 行和第 j1, j2, · · · , js 列上的元素依次排
列组成的 r× s 矩阵称为 A 的子矩阵，记作

A
(
i1i2 · · · ir
j1j2 · · · js

)
=


ai1j1 ai1j2 · · · ai1js
ai2j1 ai2j2 · · · ai2js... ... · · ·

...
airj1 airj2 · · · airjs

 .
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. . . . . .

§3.2.4 矩阵的分块运算

.
定理 3.5..

......

矩阵的分块运算具有以下性质：

(1) 设 A = (Aij)r×s，B = (Bij)r×s，则 A+ B = (Aij + Bij)r×s；

(2) 设 A = (Aij)r×s，则 λA = (λAij)r×s；

(3) 设 A = (Aij)r×s，B = (Bij)s×t，则 AB = (Cij)r×t，其中

Cij =
s∑

k=1

AikBkj，

其中矩阵 A,B 的分块方式使运算有意义，λ 是数。

矩阵的分块乘法：要求 A 的列的分块方式与 B 的行的分块
方式相同，即 Aik 的列数与 Bkj 的行数相同。
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§3.5 秩与相抵

. . . . . .

§3.2.4 矩阵的分块运算

.
定理 3.6..

......

矩阵的分块运算具有以下性质：

(1) 设 A = (Aij)r×s，则 AT = (AT
ji)s×r；

(2) 设 A = (Aij)r×s 是复方阵，则 A = (Aij)r×s；

(3) 设 A = (Aij)r×r 且每个 Aii 都是方阵，则 tr(A) =
r∑

i=1
tr(Aii)，

其中矩阵 A,B 的分块方式使运算有意义，λ 是数。

在对矩阵施行分块运算时，可把每个矩阵块看作是一个元素
进行运算，然后再对每个矩阵块施行同样的运算。
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. . . . . .

§3.2.5 初等变换与初等矩阵

三种初等行（列）变换

(1) 交换矩阵的两行（列）；
(2) 将某行（列）乘以一个非零常数；
(3) 将某行（列）的常数倍加到另一行（列），
以上变换称为矩阵的初等行（列）变换，初等行变换与初等
列变换统称为矩阵的初等变换。

矩阵乘法的背景是线性映射，问题：初等行（列）变换是否
可以用矩阵乘法表示？
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. . . . . .

§3.2.5 初等变换与初等矩阵
.
初等方阵..
......对单位方阵施行初等变换，得到的方阵称为初等方阵。

交换单位阵的第 i, j 行（或交换第 i, j 列）：

Sij =



1

. . .
0 1

. . .
1 0

. . .
1



←第 i 行

←第 j 行
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§3.5 秩与相抵

. . . . . .

§3.2.5 初等变换与初等矩阵

将单位阵的第 i 行（或第 i 列）乘以非零数 λ：

Di(λ) =



1

. . .
1

λ

1

. . .
1


←第 i 行 (2)
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. . . . . .

§3.2.5 初等变换与初等矩阵

将单位阵的第 j 行的 λ 倍加到第 i 行（或将第 i 列的 λ 倍加
到第 j 列）：

Tij(λ) =



1

. . .
1 λ

. . .
1

. . .
1



←第 i 行

←第 j 行
(3)
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. . . . . .

§3.2.5 初等变换与初等矩阵

.
定理 3.7..

......

对矩阵作初等行变换，相当于在矩阵的左边乘上一个相应的

初等方阵；对矩阵作初等列变换，相当于在矩阵的右边乘上

一个相应的初等方阵。

解释：初等行变换 A ⇔ A
AI = A

初等列变换类似。
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. . . . . .

§3.2.5 初等变换与初等矩阵

如果对矩阵施行一系列初等行变换与初等列变换，目标是使
得矩阵具有尽可能简单的形式，那么最终的形式是怎样的？

.
定理 3.8..

......

对任意矩阵 A = (aij)m×n，存在一系列 m 阶初等方阵
P1, . . . ,Ps 和 n 阶初等方阵 Q1, . . . ,Qt，使得

Ps · · ·P1 A Q1 · · ·Qt =

(
Ir O
O O

)
,

其中 r 为非负整数。
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. . . . . .

§3.3 行列式

二阶行列式：平行四边形的有向面积

∆2 =

∣∣∣∣∣a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣∣ = a1b2 − a2b1

三阶行列式：平行六面体的有向体积

∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
a1b2c3 + a2b3c1 + a3b1c2 − a3b2c1 − a2b1c3 − a1b3c2

问题：n 维数组空间

Fn := {α = (a1, a2, . . . , an), ai ∈ F, i = 1, 2, . . . , n} 中的向量组

α1,α2, . . . ,αn 张成的平行多面体的有向体积是多少？
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. . . . . .

§3.3.1 行列式的定义

行列式有很多等价定义：递归定义，展开式定义，几何定
义......

几何定义方式：把有向面积、有向体积所具有的本征性质推
广到一般的 n 维数组空间。

有向面积、有向体积的本征性质：多重线性性、反对称性、
规范性。
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§3.3.1 行列式的定义

.D1：多重线性性..

......

若记 ∆2 = det(α1,α2)，则

det(λα+ µβ,α2) = λ det(α,α2) + µ det(β,α2),

det(α1, λα+ µβ) = λ det(α1,α) + µ det(α1,β),

对任意的 λ, µ ∈ F 都成立。

推广：det(α1, . . . , ληi + µξi, . . . ,αn) =

λ det(α1, . . . ,ηi, . . . ,αn) + µ det(α1, . . . , ξi, . . . ,αn), λ, µ ∈ F 对

i = 1, 2, . . . , n 都成立。
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. . . . . .

§3.3.1 行列式的定义

.D2：反对称性..

...... det(α2,α1) = − det(α2,α1) ⇐⇒ det(α,α) = 0, ∀α

推广：
det(α1, . . . ,αj, . . . ,αi, . . . ,αn) = − det(α1, . . . ,αi, . . . ,αj, . . . ,αn),

对任意的 i, j = 1, 2, . . . , n 都成立。

⇐⇒ det(α1, . . . ,α, . . . ,α, . . . ,αn) = 0, ∀α
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.D3：规范性..

...... det(e1, e2) = 1

推广：det(e1, e2, . . . , en) = 1, 其中

ei = (0, · · · ,
i
↓
1, · · · , 0), i = 1, 2, . . . , n。
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. . . . . .

§3.3.1 行列式的定义

.
定义 3.7..

......

设 Fn 为 n 维数组空间，det : Fn × · · · × Fn︸ ︷︷ ︸
n

7→ F 且满足

D1,D2,D3 性质，则称 det(α1,α2, . . . ,αn) 为 n 阶行列式。

⇐⇒ 行列式：Fn 上的规范反对称 n 重线性函数（可证明
这样的函数存在且唯一！）
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. . . . . .
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.
定理 3.9..

......

行列式具有以下性质：

(1) D4：若某一向量 αj = 0，则 det(α1,α2, . . . ,αn) = 0；

(2) D5：若 αj = kαi (i ̸= j)，则 det(α1,α2, . . . ,αn) = 0；

(3) D6：对 ∀i ̸= j 有，det(α1, . . . ,αi + λαj, . . . ,αj, . . . ,αn)

= det(α1, . . . ,αi, . . . ,αj, . . . ,αn)。

代数上：若有向量 α1, . . . ,αn ∈ Fn×1 的坐标表示，那么
det(α1,α2, . . . ,αn) 的解析表达式是什么？
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§3.3.2 排列的奇偶性

.
定义 3.8..

......

将 n 个两两不同的正整数 s1, s2, . . . , sn 按顺序排成的一个有
序数组称为一个排列，记做 s = (s1, s2, . . . , sn)。满足
s1 < s2 < . . . < sn 的排列称为顺序排列。满足 i < j 且 si > sj
的一对数 (si, sj) 称为 s 的一个逆序。s 的逆序的个数称为 s
的逆序数，记作 τ(s)。逆序数为奇数的排列称为奇排列；逆
序数为偶数的排列称为偶排列。

τ(s1, s2, . . . , sn) = s1后面比s1小的数的个数+

s2后面比s2小的数的个数+ · · ·+ sn−1后面比sn−1小的数的个数
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§3.3.2 排列的奇偶性

互换 s 中 i, j 位置的两个数 si 与 sj 称为一次对换。
下面研究自然数 1, 2, . . . , n 的排列，称 (1, 2, . . . , n) 为标准排
列。
.
命题 3.10..

......

对换具有以下性质：

(1) 任一排列经过一次对换，必改变其奇偶性；
(2) 任意 n 元排列 (s1, s2, . . . , sn) 都可经过有限次对换变成
标准排列 (1, 2, . . . , n)；同一排列 (s1, s2, . . . , sn) 变成标
准排列所经历的对换次数 s 不唯一，但是 s 的奇偶性是
确定的且与排列的奇偶性相同。
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. . . . . .

§3.3.2 排列的奇偶性

对每个排列 (j1, j2, . . . , jn) 引入奇偶性符合：

sgn(j1, j2, . . . , jn) = (−1)τ(j1,j2,...,jn)

=

1, 当(j1, j2, . . . , jn)为偶排列;

−1, 当(j1, j2, . . . , jn)为奇排列.

利用排列的奇偶性记号，行列式的解析表达式或展开式是什
么？

童伟华 线性代数 (B1)



线性代数 (B1)

童伟华

第三章矩阵与
行列式

§3.1 矩阵的定义

§3.2 矩阵的运算

§3.3 行列式

§3.4 逆矩阵

§3.5 秩与相抵

. . . . . .

§3.3.3 方阵的行列式

设 βj =
n∑

i=1

aijei (j = 1, 2, . . . , n)（视为列向量），则

det(β1,β2, . . . ,βn) = det(
n∑

i1=1

ai11ei1 ,
n∑

i2=1

ai22ei1 , . . . ,
n∑

in=1

ainnein)

=

n∑
i1=1

n∑
i2=1

· · ·
n∑

in=1

ai11ai22 · · · ainn det(ei1 , ei2 , . . . , ein)

=
∑

(i1,i2,...,in)

ai11ai22 · · · ainn det(ei1 , ei2 , . . . , ein),

再利用 det(ei1 , ei2 , . . . , ein) = (−1)τ(i1,i2,...,in)，可得
det(β1,β2, . . . ,βn) =

∑
(i1,i2,...,in)

(−1)τ(i1,i2,...,in)ai11ai22 · · · ainn.

思考：若 αi =
n∑

j=1

aijej (i = 1, 2, . . . , n)（视为行向量）, 则

det(α1,α2, . . . ,αn) 表达式是什么？是否与上式相等？
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.
定义 3.9..

......

设方阵 A = (aij)n×n，称 A 的行向量组（列向量组）张成 n 平行多
面体的有向体积为矩阵 A 的行列式，记作
det(A) = det(α1,α2, . . . ,αn) = det(β1,β2, . . . ,βn)

= |A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n

· · · . . .

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
(i1,i2,...,in)

(−1)τ(i1,i2,...,in)ai11ai22 · · · ainn

=
∑

(j1,j2,...,jn)

(−1)τ(j1,j2,...,jn)a1j1a2j2 · · · anjn

展开式的项数：n!
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.
定理 3.11..

......

方阵的行列式具有以下性质：

(1) det(AT) = det(A)；

(2) 当方阵 A = (aij)n×n 为上角阵时，则

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
a22 · · · a2n

. . .
...

ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11a22 · · · ann；

(3) 当准上角阵 A = (Aij)k×k 的每个对角块 Aii 都是方阵时，则

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A11 A12 · · · A1k

A22 · · · A2k
. . .

...
Akk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= det(A11) det(A22) · · · det(Akk)。
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. . . . . .
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.
定理 3.12..
......对于任意两个 n 阶方阵 A 和 B，有 det(AB) = det(A) det(B)。

更为一般地，我们有
.
（Binet-Cauchy 公式）..

......

设 A ∈ Fm×n, B ∈ Fn×m，则 det(AB) =

∑
16j1<···<jm6n

det
(
A
(

12 · · ·m
j1j2 · · · jm

))
det
(
B
(
j1j2 · · · jm
12 · · ·m

))
, 当m < n;

det(A) det(B), 当m = n;

0, 当m > n.
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.
技巧 1..
......利用初等变换，将方阵化为上三角阵、下三角阵或对角阵。

.
例 3.1..

......

计算 n 阶行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x 1 · · · 1

1 x . . . ...
... . . . . . . 1

1 · · · 1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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.
例 3.2..

......

计算 Vandermonde 行列式

∆n(a1, a2, . . . , an) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 · · · an−1
1

1 a2 · · · an−1
2

... ... · · ·
...

1 an · · · an−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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.
技巧 2..
......利用行列式的Laplace 展开，将高阶行列式 ⇒ 低阶行列式。

.
定义 3.10..

......

任意矩阵 A = (aij)m×n 的 k 阶子矩阵 A
(i1i2···ik
j1j2···jk

)
的行列式，即

|A
(i1i2···ik
j1j2···jk

)
|，称为 A 的k 阶子式，简称子式。

.
定义 3.11..

......

删去 n 阶方阵 A = (aij)n×n 的第 i 行和第 j 列之后，剩下的
n− 1 阶子矩阵的行列式 Mij 称为元素 aij 的余子式。
Aij = (−1)i+jMij 称为元素 aij 的代数余子式。
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.
定理 3.13..

......

（Laplace 展开定理）设 n 阶方阵 A = (aij)n×n，则

det(A) =
∑n

i=1 aijAij, ∀j = 1, 2, . . . n（按某一列展开）；
det(A) =

∑n
j=1 aijAij, ∀i = 1, 2, . . . n（按某一行展开）。

更为一般地，我们有
.
定理 3.14..

......

（Laplace 展开定理）设 n 阶方阵 A = (aij)n×n，取定行指标

1 6 i1 < . . . < ip 6 n（列展开情形类似），则
det(A) =∑
16j1<...<jp6n

∣∣∣∣∣A
(
i1 · · · ip
j1 · · · jp

)∣∣∣∣∣
[
(−1)i1+···+ip+j1+···+jp

∣∣∣∣∣A
(
ip+1 · · · in
jp+1 · · · jn

)∣∣∣∣∣
]
.
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. . . . . .

§3.3.4 行列式的计算

.
定理 3.15..

......

设 n 阶方阵 A = (aij)n×n，则某一行（列）与另一行（列）相应元

素的代数余子式乘积之和等于 0，即∑n
k=1 aikAjk = 0, ∀i ̸= j（按某一行展开）；∑n
k=1 akiAkj = 0, ∀i ̸= j（按某一列展开）。
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.
定义 3.12..

......

设 A = (aij) 为 n 阶方阵，引入

A∗ := (Aji)n×n =


A11 A21 · · · An1

A12 A22 · · · An2
... ... · · ·

...
A1n A2n · · · Ann


其中 Aij 是 aij 的代数余子式，称 A∗ 为 A 的伴随方阵。

利用 Laplace 展开定理 ⇒ AA∗ = A∗A = det(A)I
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例 3.3..

......

设 n ≥ 2，计算 n 阶行列式

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x a0
−1 x a1

−1
. . . ...
. . . x an−2

−1 x+ an−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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.
例 3.4..

......

设 n ≥ 2，计算 n 阶行列式

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α+ β α

β α+ β α

. . . . . . . . .
β α+ β α

β α+ β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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.
技巧 3..

......
将方阵分解成若干矩阵的乘积，利用 Binet-Cauchy 公式或一些恒
等式来计算行列式。

.
例 3.5..

......

计算 n 阶行列式

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1y1 x1y2 · · · x1yn
x2y1 x2y2 · · · x2yn

· · · · · ·
xny1 xny2 · · · xnyn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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. . . . . .
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.
例 3.6..

......

设 A 是 m× n 矩阵，B 是 n× m 矩阵，证明：

det(In − BA) = det(Im − AB).

更为一般地，有 λm det(λIn − BA) = λn det(λIm − AB).

延伸：计算下列 n 阶行列式

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + x1y1 x1y2 · · · x1yn
x2y1 1 + x2y2 · · · x2yn

· · · · · ·
xny1 xny2 · · · 1 + xnyn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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. . . . . .

§3.3.4 行列式的计算
.
技巧 4..

......

视行列式 det(A) 为某些元素的多项式，确定 det(A) 的次数 m，求
出 det(A) 的 m 个根 r1, r2, . . . , rm，再利用
det(A) = c(x− r1)(x− r2) · · · (x− rm)，确定常数 c 即可。

.
例 3.7..

......

计算 n 阶行列式

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x a1 a2 · · · an−1

a1 x a2 · · · an−1

· · · · · · · · ·
a1 a2 · · · · · · x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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. . . . . .

§3.4 逆矩阵

矩阵乘法的逆运算 — 除法： A/B = AB−1

Am×n Bn×l = Cm×l ⇒ Am×n = Cm×l B−1
l×n

n = l：方阵的逆，何时存在？是否唯一？
n ̸= l：广义逆，一般不唯一！
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. . . . . .

§3.4.1 逆矩阵的定义

.
定义 3.13..

......

设 A 是一个 n 阶方阵，如果存在 n 阶方阵 X 满足

XA = AX = I,

则称 A 可逆，并称 X 为 A 的逆矩阵，记作 A−1。

可逆方阵也称为非奇异方阵，称不可逆方阵为奇异方阵。
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.
定理 3.16..

......

方阵 A 可逆的充分必要条件是 det(A) ̸= 0。当 A 可逆时，A
有唯一的逆矩阵 1

det(A)A
∗。

思考：对于方阵，定义中的 AX = XA = I 是否可用 AX = I
（右逆）或 XA = I（左逆）来取代？
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. . . . . .
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.
定理 3.17..

......

对任意 n 阶可逆方阵 A,B，都有

(1) (A−1)−1 = A；

(2) (λA)−1 = λ−1A−1, λ ̸= 0；

(3) (AB)−1 = B−1A−1；

(4) (A−1)T = (AT)−1；

(5) 当 A1, · · · ,Ar 都可逆时，

(diag(A1, . . . ,Ar))
−1 = diag(A−1

1 , . . . ,A−1
r )。

⇒ (A1A2 · · ·An)
−1 = A−1

n · · ·A−1
2 A−1

1
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. . . . . .
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.
定理 3.18..

......

初等方阵具有下列性质：

(1) Sij 为对称方阵，且 S−1
ij = Sij；

(2) Di(λ) 为对角方阵，且 Di(λ)
−1 = Di(λ

−1)；

(3) Tij(λ) 为三角方阵，且 Tij(λ)−1 = Tij(−λ)。

初等矩阵：可逆且其逆仍为初等矩阵 ⇒ 若干初等矩阵的
乘积为可逆矩阵；反之，是否正确？
.
定理 3.19..

......
方阵 A 可逆的充分必要条件是 A 可以分解为一系列初等方
阵的乘积。
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.
技巧 1..
......利用恒等式AA∗ = A∗A = det(A)I ⇒ A−1 = 1

det(A)A
∗。

计算量：行列式 det(A)，A∗ 中有 n2 个 (n− 1)× (n− 1) 行列式。

理论解，仅适用于 A 的阶数较小或 A 的行列式及余子式较易计算

的情形。
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. . . . . .
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.
例 3.8..

......

设 n 方阵

A =



2 1

1 2 1

. . . . . . . . .
1 2 1

1 2


,

求 A−1。
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.
技巧 2..

......

利用初等变换： (
A
... I
)
初等行变换−→

(
I
... A−1

)
或求解 n 个线性方程组 Axj = ej (j = 1, 2, . . . , n)。

PA = I ⇒ A−1 = P ⇒ PI = A−1

思考：是否可以利用初等列变换？如果可以，怎么做？
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.
例 3.9..

......

设 n 方阵

A =


0 1 1 · · · 1

1 0 1 · · · 1
...
...
... . . . ...

1 1 1 · · · 0

 ,

求 A−1。
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§3.4.2 逆矩阵的计算

.
技巧 3..
......利用矩阵的分块运算。

.
例 3.10..

......

设有分块矩阵

M =

(
I A
B I

)
,

求 M 可逆的条件并算出 M−1。
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.Schur 公式..

......

设 A ∈ Fr×r, B ∈ Fr×(n−r), C ∈ F(n−r)×r, D ∈ F(n−r)×(n−r)，并且 A
可逆，则

(1)
(

Ir 0

−CA−1 In−r

)(
A B
C D

)
=

(
A B
0 D− CA−1B

)
；

(2)
(
A B
C D

)(
Ir −A−1B
0 In−r

)
=

(
A 0

C D− CA−1B

)
；

(3)
(

Ir 0

−CA−1 In−r

)(
A B
C D

)(
Ir −A−1B
0 In−r

)
=

(
A 0

0 D− CA−1B

)
。
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.
技巧 4..
......构造矩阵恒等式，通过矩阵运算直接求出 A−1。

Am = 0（幂零方阵） ⇒ I− A 可逆，并且
(I− A)(I+ A+ · · ·+ Am−1) = I− Am = I
⇒ (I− A)−1 = I+ A+ · · ·+ Am−1.

A2 = A（幂等方阵） ⇒ I+ A 可逆，并且
(A+ I)(A− 2I) = −2I
⇒ (I+ A)−1 = I− 1

2A.

思考：例 3.9 如何构造矩阵恒等式？
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利用行列式及逆运算，如何给出求解线性方程组的公式解？

.
定理 3.20 (Cramer 法则)..

......

当系数矩阵 A = (aij)n×n 的行列式不等于零时，线性方程组

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

· · · · · · · · ·

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn
存在唯一解 (x1, x2, . . . , xn)T =

(
∆1

∆ , ∆2

∆ , . . . , ∆n
∆

)T
，其中

∆ = det(A)，∆i 是将 A 的第 i 列换成 b = (b1, b2, · · · , bn)T 后所得
方阵的行列式，i = 1, 2, . . . , n。
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Cramer 法则：理论解，运算量非常大，仅适用于阶数较小或相关
行列式较易计算的情形。

.
例 3.11..

......

设 t1, t2, . . . , tn 为各不相同的常数，y1 = f(t1), y2 = f(t2), . . .,
yn = f(tn)，试构造多项式 l1(t), l2(t), . . . , ln(t) 使得

f(t) = y1l1(t) + y2l2(t) + · · ·+ ynln(t),

对任意次数不超过 n− 1 次的多项式 f(t) 都成立。

⇒ Lagrange 插值多项式
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. . . . . .

§3.5.1 秩与相抵的定义

.
定义 3.14..

......

设 A,B 是 m× n 矩阵，如果存在可逆方阵 P 和 Q 使得

B = PAQ,

则称 A 和 B 相抵。

A 与 B 相抵 ⇔ 可以通过一系列初等变换将 A 化为 B。

童伟华 线性代数 (B1)



线性代数 (B1)

童伟华

第三章矩阵与
行列式

§3.1 矩阵的定义

§3.2 矩阵的运算

§3.3 行列式

§3.4 逆矩阵

§3.5 秩与相抵

. . . . . .

§3.5.1 秩与相抵的定义

.
等价关系..

......

在集合 M 上定义二元关系 ∼，即 E ⊂ M×M，若其满足性
质：

(1) （自反性）x ∼ x；

(2) （对称性）x ∼ y⇒ y ∼ x；

(3) （传递性）x ∼ y, y ∼ z⇒ x ∼ z，

则称 ∼ 为集合 M 上的等价关系。

不难验证：相抵是矩阵集合 Fm×n 上的一种等价关系。
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.
等价类..

......

利用等价关系 ∼，可以对集合 M 进行分类，

x̄ = {y ∈ M | y ∼ x} ⊂ M,

称集合 x̄ 为包含元素 x 的等价类。任意元素 y ∈ x̄ 都称为等
价类 x̄ 的代表元。
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.
命题 3.21..

......

由关系 ∼ 确定的等价类的集合 X = {x̄ | x ∈ M} 是集合 M 的
一个划分，即

M =
∪
x̄∈X

x̄且 x̄
∩

ȳ = ∅,∀ x̄, ȳ ∈ X,

也就是说 M 是这些子集的不交并。
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等价类的基本问题：

(1) 等价类的代表元是什么？（譬如最简形式的代表元）
(2) 等价类的不变量有哪些？（不变量指该等价类中所有元
素都相等的量，是判别等价的必要条件，主要用于判别
不等价）

(3) 等价类的全系不变量有哪些？（全系不变量指该等价类
中所有元素都相等的量，且不同等价类的全系不变量必
不相等，是判别等价的充要条件）

本课程将研究矩阵集合上的三类重要等价关系：相抵、相
似、相合！
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与矩阵 A 相抵的等价类的最简形式代表元是什么？

.
定理 3.22..

......

设 A 是 m× n 矩阵，则 A 相抵于 m× n 矩阵 diag(Ir,0), 即
存在 m 阶可逆方阵 P 和 n 阶可逆方阵 Q 使得

PAQ =

(
Ir 0

0 0

)
, (4)

其中非负整数 r 由 A 唯一决定。

⇒ 相抵标准形
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.
定义 3.15..

......

设 A 是 m× n 矩阵，式（4）中的矩阵 diag(Ir,0) 称为 A 的
相抵标准形。整数 r 称为矩阵 A 的秩，记为 rank(A) 或
r(A)。若 r = m，则 A 称为是行满秩的；若 r = n，则 A 称
为是列满秩的。

显然有：0 6 rank(A) 6 min{m, n}
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.
定理 3.23..
......设 A,B ∈ Fm×n，则 A 与 B 相抵 ⇔ rank(A) = rank(B)。

⇒ 矩阵的秩是相抵等价关系下的不变量，且是全系不变量。

.
定理 3.24..

......
设 A 是 m× n 矩阵，P,Q 分别是 m, n 阶可逆方阵，则
rank(PAQ) = rank(A)。

⇒ 初等变换不改变矩阵的秩！
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. . . . . .

§3.5.1 秩与相抵的定义
.
引理 3.1..

......
设 A 是 m× n 方阵，P,Q 分别是 m, n 阶初等方阵。若 A 的
所有 k 阶子式都为零，则 PA 与 AQ 的所有 k 阶子式也为零。

.
定理 3.25..
......矩阵 A 有 k 阶非零子式的充分必要条件是 rank(A) > k。

⇒ 矩阵 A 的秩等于矩阵 A 的非零子式的最大阶数，即矩阵
A 至少有一个 r 阶非零子式，且 A 的所有 r+ 1 阶子式都为
0，则称 A 的秩为 r。

思考：矩阵秩的几何含义是什么？
童伟华 线性代数 (B1)



线性代数 (B1)

童伟华

第三章矩阵与
行列式

§3.1 矩阵的定义

§3.2 矩阵的运算

§3.3 行列式

§3.4 逆矩阵

§3.5 秩与相抵

. . . . . .

§3.5.1 秩与相抵的定义

.
定理 3.26..

......

矩阵的秩具有以下性质：

(1) rank(AT) = rank(A)；

(2) rank(A
... B) > max{rank(A), rank(B)}；

(3) rank

(
A 0

0 B

)
= rank(A) + rank(B)；

(4) rank

(
A C
0 B

)
> rank

(
A 0

0 B

)
；

(5) rank(A+ B) 6 rank(A
... B) 6 rank(A) + rank(B)。
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. . . . . .

§3.5.2 秩的计算

.
技巧 1..
......利用定义，找矩阵的最高阶非零子式。

.
例 3.12..

......

计算 n 阶方阵 A 的秩，这里

A =


1 1

1
. . .
. . . 1

1 1

 .

童伟华 线性代数 (B1)



线性代数 (B1)

童伟华

第三章矩阵与
行列式

§3.1 矩阵的定义

§3.2 矩阵的运算

§3.3 行列式

§3.4 逆矩阵

§3.5 秩与相抵
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§3.5.2 秩的计算
.
技巧 2..

......
利用初等变换，将矩阵化为上三角阵、下三角阵或对角阵，
求出矩阵的秩。

.
例 3.13..

......

计算 n 阶方阵 A 的秩，这里

A =


x 1 · · · 1

1 x . . . ...
... . . . . . . 1

1 · · · 1 x

 .
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§3.5.3 相抵标准形的应用

.
例 3.14..
......每个秩为 r 的矩阵都可以写成 r 个秩是 1 的矩阵之和。

.
例 3.15..

......
若 m× n 矩阵 A 是列满秩的，则 A 是某个 m 阶可逆方阵的
前 n 列。
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§3.5.3 相抵标准形的应用

.
例 3.16..

......
（Frobenius 秩不等式）设矩阵 A ∈ Fm×n，B ∈ Fn×l，
C ∈ Fl×p，则 rank(ABC) > rank(AB) + rank(BC)− rank(B).

.
例 3.17..

......

设矩阵 A ∈ Fm×n，B ∈ Fn×l，证明：

rank(A) + rank(B)− n 6 rank(AB) 6 min{rank(A), rank(B)}
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§3.5.3 相抵标准形的应用

.
例 3.18..
......设矩阵 A 满足 A2 = A，证明：rank(A) = tr(A)。
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. . . . . .

Thanks for your attention!
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