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§6 欧几里德空间的定义

线性空间：集合 + 加法与数乘 + 八条运算规律

R3：有度量（长度、夹角等）的线性空间 ⇒ n 维的有度量线性空
间，即 n 维欧几里德空间

关键问题：如何将三维空间的度量推广到一般的 n 维线性空间？
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§6.1 欧几里德空间的定义

∀a, b ∈ R3, ⟨a, b⟩ =∥ a ∥∥ b ∥ cos θ
⇒ ∥ a ∥=

√
⟨a, a⟩, θ = arccos ⟨a,b⟩√

⟨a,a⟩⟨b,b⟩

容易看出：R3 中向量的长度、夹角可以通过内积来定义！

思考：一般线性空间中，如何引入内积？内积需要满足哪些性质？
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§6.1.1 欧几里德空间的定义

内积满足哪些本质的性质？⇒ 线性性、对称性及正定性。
.
定义 6.1..

......

设 V 是实数域 R 上的线性空间，如果 V 中任意两个向量 a 和 b
都按某一法则对应于一个实数，记作 (a, b)，且满足

(1) 对称性：∀a, b ∈ V，有 (a,b) = (b, a)；
(2) 线性性：∀λ ∈ R, a, b, c ∈ V，有

(λa, b) = λ(a, b),
(a+ b, c) = (a, c) + (b, c)；

(3) 正定性：∀a ∈ V，有 (a, a) ≥ 0，等号成立当且仅当 a = 0。

则称 (a, b) 为向量 a 和 b 的内积，定义了内积的实数域 R 上的线
性空间 V 称为欧几里得 (Euclid) 空间，简称欧氏空间。
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§6.1.1 欧几里德空间的定义

⇒ ∀λ1, λ2 ∈ R, a, b ∈ V，有
(λ1a+ λ2b, c) = λ1(a, c) + λ2(b, c)
(a, λ1b+ λ2c) = λ1(a, b) + λ2(a, c)

⇒ (
k∑

i=1

λiai,
m∑

j=1

µjbj) =
k∑

i=1

m∑
j=1

λiµj(ai, bj)

(a, 0) = (a, λ0) = λ(a, 0)
⇒ (λ− 1)(a, 0) = 0, ∀λ ∈ R

⇒ (a, 0) = 0
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§6.1.2 欧几里德空间的性质

∀λ ∈ R, a, b ∈ V ⇒ (λa+ b, λa+ b) > 0

⇒ (a, a)λ2 + 2(a, b)λ+ (b, b) > 0

⇒ |2(a, b)|2 6 4(a, a)(b, b)
⇒ |(a, b)| 6

√
(a, a)(b, b)

.
定理 6.1 (Cauchy-Schwarz 不等式)..

......

设 V 是欧氏空间，(·, ·) 是 V 的内积，则对 V 中的任意两个向量 a
和 b，有

|(a, b)| 6
√
(a, a)(b, b).
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§6.1.2 欧几里德空间的性质

内积 ⇒ 范数
.
定义 6.2..

......

设 V 是欧氏空间，(·, ·) 是 V 的内积，对于任意的 a ∈ V，称

|a| =
√
(a, a)

称为 a 的长度或模。

三角不等式：∀ a, b ∈ V 有
|a+ b| 6 |a|+ |b|

⇔ |a+ b|2 = (a+ b, a+ b) = (a, a) + 2(a, b) + (b, b)
6 |a|2 + 2|a||b|+ |b|2 = (|a|+ |b|)2

Cauchy-Schwarz 不等式 ⇒ 三角不等式
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§6.1.2 欧几里德空间的性质

范数 ⇒ 距离
d(a, b) = |a− b|, ∀a, b ∈ V

距离满足如下性质：

对称性：d(a, b) = d(b, a)；
正定性：d(a, b) ≥ 0，等号成立当且仅当 a = b；
三角不等式：d(a, b) ≤ d(a, c) + d(c,b)。

推广的线路：内积 ⇒ 范数 ⇒ 距离，是否存在其它方案？（泛函分

析、拓扑学）
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§6.1.2 欧几里德空间的性质

如果推广向量之间的夹角？Cauchy-Schwarz 不等式

⇒ −1 6 (a, b)
|a||b|

6 1, ∀a, b ̸= 0 ∈ V

.
定义 6.3..

......

对于欧氏空间 V 中两个非零向量 a 和 b，定义它们之间的夹角为

θ = arccos
(a, b)
|a||b|

. (1)

特别地，当 (a, b) = 0 时，称向量 a 和 b 正交或垂直，记作
a ⊥ b。

童伟华 线性代数 (B1)



线性代数 (B1)

童伟华

第六章欧几里
德空间

§6.1 定义与基本性质

§6.2 内积的表示与标
准正交基

§6.3 欧几里德空间的
同构

§6.4 欧几里德空间中
的线性变换

§6.5 酉空间

§6.6 最小二乘法

. . . . . .

§6.1.2 欧几里德空间的性质
.
例 6.1..

......

设 V = Rn，对于任意两个向量
a = (a1, a2, . . . , an), b = (b1, b2, . . . , bn)

定义
(a, b) = a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn，

容易验证它是 Rn 上的一个内积。此时，Rn 中向量 a 的模为
|a| =

√
a21 + a22 + · · ·+ a2n，

两个向量 a 与 b 的夹角为

θ = arccos
a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn√

a21 + a22 + · · ·+ a2n
√

b21 + b22 + · · ·+ b2n
。

对应这种内积，Cauchy-Schwarz 不等式为
|a1b1 + · · ·+ anbn| 6

√
a21 + · · ·+ a2n

√
b21 + · · ·+ b2n。
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§6.1.2 欧几里德空间的性质
.
例 6.2..

......

设 C[a, b] 是闭区间 [a, b] 上实的连续函数的全体。对于任意的
f, g ∈ C[a, b]，定义

(f, g) =
∫ b
a f(x)g(x)dx，

容易验证，它满足内积定义中的 (1) 和 (2)。如果
(f, f) =

∫ b
a f 2(x)dx = 0，

则由连续函数的性质可知 f ≡ 0，所以 (3) 也满足。对应的
Cauchy-Schwarz 不等式为∣∣∣∫ b

a f(x)g(x)dx
∣∣∣ 6√∫ b

a f 2(x)dx
√∫ b

a g2(x)dx。
特别地，对于 C[−π, π]，容易验证三角函数

1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, . . . , cos nx, sin nx
在上述内积之下是两两正交的。

⇒ 无穷维线性空间 C[a, b] 上的傅立叶分析
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§6.2 内积的表示与标准正交基

与描述线性变换的想法类似，如果知道内积在线性空间 V 的一组
基上的值，那么内积在任意向量上的取值也就清楚了。
设 V 是有限维的欧氏空间，α1,α2, . . . ,αn 是它的一组基。任取 V
中任意两个向量 α 和 β，

x = x1α1 + x2α2 + · · ·+ xnαn，
y = y1α1 + y2α2 + · · ·+ ynαn，

⇒ (x, y) = (
n∑

i=1

xiαi,
n∑

j=1

yjαj) =
n∑

i=1

n∑
j=1

xiyj(αi,αj)

=
(
x1 x2 · · · xn

)

(α1,α1) (α1,α2) · · · (α1,αn)

(α2,α1) (α2,α2) · · · (α2,αn)
...

... . . . ...
(αn,α1) (αn,α2) · · · (αn,αn)




y1
y2
...
yn
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§6.2 内积的表示与标准正交基

记 G = (gij)n×n，其中 gij = (αi,αj), i, j = 1, 2, . . . n，称矩阵 G 是
内积 (·, ·) 在基 α1,α2, . . . ,αn 下的度量矩阵。

利用度量矩阵，内积可以表示为
(x, y) = X TGY，

其中 X = (x1, . . . , xn)T，Y = (y1, . . . , yn)T。

容易看出，度量矩阵是实对称矩阵，并且具有如下性质：
xGx > 0, 且等号成立当且仅当 x = 0，

称满足上述性质的实对称方阵 G 为正定方阵。

事实上，若取定 n 维欧几里德空间 V 的一组基，则

V 上的内积 (·, ·) 1−1←→ 正定的 n 阶实对称方阵 G。

童伟华 线性代数 (B1)



线性代数 (B1)

童伟华

第六章欧几里
德空间

§6.1 定义与基本性质

§6.2 内积的表示与标
准正交基

§6.3 欧几里德空间的
同构

§6.4 欧几里德空间中
的线性变换

§6.5 酉空间

§6.6 最小二乘法

. . . . . .

§6.2 内积的表示与标准正交基

线性空间的基是不唯一的，问题：

(1) 欧氏空间的内积在不同基下对应的度量矩阵之间有什么关系？
(2) 是否存在一组特殊的基，使得欧氏空间的内积对应的度量矩
阵尽可能的简单？

设欧氏空间 V 的一组基为：α1,α2, . . . ,αn，内积 (·, ·) 在此基下的
度量矩阵为 G，现有 V 的另一组基：η1,η2, . . . ,ηn，内积 (·, ·) 在
这组基下的度量矩阵为 G，则对于 a, b ∈ V，有

(a, b) =
(
a1 · · · an

)
G


b1
...
bn

 =
(
a1 · · · an

)
G


b1
...
bn

 ,

其中 a = a1α1 + · · ·+ anαn = a1η1 + · · ·+ anηn，

b = b1α1 + · · ·+ bnαn = b1η1 + · · ·+ bnηn。
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§6.2 内积的表示与标准正交基

记基 α1,α2, . . . ,αn 到基 η1,η2, . . . ,ηn 的过渡矩阵为 P，即
(η1,η2, . . . ,ηn) = (α1,α2, . . . ,αn)P,

⇒


a1
...
an

 = P


a1
...
an

，

b1
...
bn

 = P


b1
...
bn



⇒
(
a1 · · · an

)
PTGP


b1
...
bn

 =
(
a1 · · · an

)
G


b1
...
bn


⇒ PTGP = G
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§6.2 内积的表示与标准正交基

.
定义 6.4..

......
设 A,B ∈ Fn×n，若存在数域 F 上的 n 阶可逆方阵 P，使得
B = PTAP，则称 A 与 B（在数域 F 上）相合，记作 A ∼ B。

容易验证：

(1) A ∼ A；

(2) A ∼ B ⇒ B ∼ A；

(3) A ∼ B,B ∼ C ⇒ A ∼ C。

⇒ 相合为等价关系！

⇒ 欧氏空间内积在不同基下的度量矩阵彼此相合!
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§6.2 内积的表示与标准正交基
.
定义 6.5..

......

如果 V 中有一组两两正交的非零向量 α1,α2, . . . ,αr，即
(αi,αj) = |αi||αj|δij, i, j = 1, 2, . . . , r，

则称该向量组为正交向量组。由正交向量组构成的基称为正交基。
由单位向量组构成的正交基称为标准正交基。

规定：单独一个非零向量也构成正交向量组。
.
命题 6.2..

......
欧氏空间中的正交向量组 {α1,α2, . . . ,αr} ⇒ α1,α2, . . . ,αr 线性

无关。

⇒ 内积在正交基下的度量矩阵为对角阵，在标准正交基下的度量

矩阵为单位阵。
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§6.2 内积的表示与标准正交基

n 维欧氏空间的标准正交基是否存在？回答是肯定的。
设欧氏空间 V 的一组基：α1,α2, . . . ,αn ⇒ 构造一组标准正交基？

e1 =
α1

|α1|
，

β2 = α2 − (α2, e1)e1, e2 =
β2

|β2|
，

...

βk = αk −
k−1∑
i=1

(αk, ei)ei, ek =
βk

|βk|
, k = 1, 2, . . . , n，

⇒ e1, e2, . . . , en 为一组标准正交基，上述构造性算法称为 Schmidt
正交化方法
.
定理 6.3 (Schmidt 正交化)..
......从 n 维欧氏空间 V 的任意一组基出发，可以构造一组标准正交基。
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§6.3 欧几里德空间的同构

n 维线性空间之间是彼此同构的！⇒ n 维欧几里德空间是否同构？

.
定义 6.6..

......

实数域 R 上的两个欧氏空间 V 和 V′ 称为同构的，如果存在一个
从 V 到 V′ 的一一映射 σ : V→ V′，满足

(1) σ(λα+ µβ) = λσ(α) + µσ(β);
(2) (σ(α), σ(β)) = (α,β),

其中 ∀α,β ∈ V, λ, µ ∈ R。

容易验证欧氏空间之间的同构关系是等价关系！
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. . . . . .

§6.3 欧几里德空间的同构

设 V 是 n 维欧氏空间，取 V 的一组标准正交基：e1, e2, . . . , en，则
∀α ∈ V ⇒ α = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen

令 σ(α) = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn ⇒ 映射 σ : V→ Rn 是同构映射！

.
定理 6.4..
......两个有限维欧氏空间同构的充分必要条件是它们的维数相同。

欧氏空间的结构完全被它的维数所决定!
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. . . . . .

§6.4.1 正交变换与正交矩阵

研究欧氏空间中满足特殊几何性质的线性变换

正交变换：保持内积不变的变换

.
定义 6.7..

......

设 V 是一个 n 维的欧氏空间，A 是 V 上的一个线性变换，如果 A
保持 V 的内积不变，即 ∀a, b ∈ V 都有

(Aa,Ab) = (a, b),
则称 A 是 V 上的正交变换。
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§6.4.1 正交变换与正交矩阵

.
定理 6.5..

......

设 V 是一个 n 维的欧氏空间，A 是 V 上的一个线性变换，则 A
为正交变换当且仅当下列两个条件之一成立

(1) A 保持任意向量的模长不变；
(2) A 将标准正交基变换为标准正交基。

思考：正交变换的矩阵表示满足什么代数条件？
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. . . . . .

§6.4.1 正交变换与正交矩阵
欧氏空间 V 有一组标准正交基 e1, e2, . . . , en，V 上线性变换 A 在
这组基下的表示矩阵为 A，即

(Ae1,Ae2, . . . ,Aen) = (e1, e2, . . . , en)A

⇒ Aei =
n∑

l=1

aliel, Aej =
n∑

k=1

akjek

⇒ (Aei,Aej) = (

n∑
l=1

aliel,
n∑

k=1

akjek) =
n∑

l=1

n∑
k=1

ali akj(el, ek)

=

n∑
k=1

aki akj = δij, ∀i, j = 1, 2, . . . , n ⇔ ATA = I

.
定义 6.8..

......

如果实方阵 A 满足
ATA = I 或 A−1 = AT，

则称方阵 A 为正交矩阵。
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. . . . . .

§6.4.1 正交变换与正交矩阵

ATA = I ⇒ det(A) = ±1, A−1 = AT

n 阶实方阵 A 为正交方阵 ⇔ A 的行向量组（列向量组）构成
Rn×n 的标准正交基

.
定理 6.6..

......
欧氏空间中的线性变换 A 是正交变换的充分必要条件是 A 在标准
正交基下的矩阵 A 是正交矩阵。
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§6.4.1 正交变换与正交矩阵

.
命题 6.7..

......

设 V 是 n 维欧氏空间，则

(1) 单位变换是正交变换；
(2) 两个正交变换的复合仍然是正交变换；
(3) 正交变换一定可逆，其逆变换也是正交变换。

记 O(V) 为 n 维欧氏空间 V 上正交变换全体所构成的集合
⇒ 正交变换群

记 GL(V) 为 n 维欧氏空间 V 上可逆变换全体所构成的集合

⇒ 一般线性群
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. . . . . .

§6.4.1 正交变换与正交矩阵

A 为正交变换 ⇒ det(A) = ±1

.
定义 6.9..

......

如果正交变换 A 在一组基下的矩阵行列式为 1，则称 A 为第一类
变换。如果正交变换 A 在一组基下的矩阵行列式为 −1，则称 A
为第二类变换。

在 R2 中，旋转变换是第一类正交变换，第二类正交变换的实例是

反射变换。
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§6.4.1 正交变换与正交矩阵

.
定理 6.8..

......

设 A 是欧氏空间 V 上的正交变换，则

(1) A 的特征值的模长都为 1。特别地，A 的实特征值（如果存
在的话）只能是 1 或者 −1；

(2) 如果 V 的维数是奇数且 A 是第一类正交变换，则 A 一定存
在值为 1 的特征值。

几何解释：三维欧氏空间 R3 中任何一个旋转变换（第一类变换）

一定保持一个向量不变，即旋转轴。
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§6.4.1 正交变换与正交矩阵

.
例 6.3..

......

在二维平面上任取一点 O 作为原点，将平面上每个点 P 与向量
−→
OP 对应起来，将平面看成二维欧氏空间 V。设 A 是 V 上的正交
变换，则

(1) 当 det(A) = 1 时，A 是绕原点的旋转，在 V 的任意一组标准

正交基下的表示矩阵 A =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
；

(2) 当 det(A) = −1 时，A 是关于过原点的某条直线 l 的轴对称，

在 V 的某一组标准正交基下的表示矩阵 A =

(
1 0

0 −1

)
。
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§6.4.1 正交变换与正交矩阵

.
例 6.4..

......
设 R3 是建立了直角坐标系的欧式空间，A 是 R3 上的正交变换且
det(A) = 1。求证：A 是绕某条过原点的直线的旋转。
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§6.4.2 对称变换和对称矩阵

.
定义 6.10..

......

设 V 是 n 维欧氏空间，A 是 V 上的线性变换。如果 A 满足
(a,Ab) = (Aa, b), ∀a, b ∈ V,

则称 A 是 V 上的对称变换。

.
定理 6.9..

......
设 A 是欧氏空间 V 上的线性变换，则 A 是对称变换 ⇔ A 在 V
的任何一组标准正交基下的表示矩阵 A 是实对称方阵。
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. . . . . .

§6.4.2 对称变换和对称矩阵

.
定理 6.10..

......
设 A 是欧氏空间 V 上的对称变换，则 A 的不同特征值对应的特
征向量相互正交。

.
推论 6.1..
......实对称阵 A 的属于不同特征值的特征向量必正交。
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§6.4.3 实对称矩阵的对角化

.
命题 6.11..
......实对称矩阵 A 的特征值都是实数。

.
定理 6.12..

......
对于任意 n 阶实对称阵 A，存在一个 n 阶正交矩阵 T，使得
T−1AT 为对角矩阵。

.
例 6.5..

......

设 A =


1 2 2

2 1 2

2 2 1

，求正交阵 T，使 T−1AT 为对角阵。
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§6.4.3 实对称矩阵的对角化

.
例 6.6..

......

设 3 阶实对称矩阵 A 的各行元素之和均为 3，向量
α1 = (−1, 2,−1)T，α2 = (0,−1, 1)T 是线性方程组 Ax = 0 的两个
解。

(1) 求 A 的特征值与特征向量；
(2) 求正交矩阵 Q 和对角阵 D，使得 QTAQ = D；
(3) 求 A 及 (A− 3

2 I)
6，其中 I 为 3 阶单位矩阵。
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§6.4.3 实对称矩阵的对角化

.
例 6.7..

......

设 A =


0 −1 4

−1 3 a
4 a 0

，存在正交矩阵 Q 使得 QTAQ 为对角阵。

若 Q 的第一列为 1√
6
(1, 2, 1)T，求 a, Q。
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§6.4.3 实对称矩阵的对角化

.
例 6.8..

......

设 A 为 3 阶实对称矩阵，rank(A) = 2 且

A


1 1

0 0

−1 1

 =


−1 1

0 0

1 1

。
(1) 求矩阵 A 的特征值与特征向量；
(2) 求矩阵 A。
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§6.5.1 酉空间的基本概念

欧氏空间 Rn（F = R）⇒ 酉空间 Cn（F = C），内积如何推广？
.
定义 6.11..

......

设 V 是复数域 C 上的线性空间，如果 V 内任意两个向量 a 和 b
都按某一法则对应于一个复数，记作 (a, b)，且满足

(1) 共轭对称性：∀a, b ∈ V，有 (a, b) = (b, a)；
(2) 线性性：∀λ ∈ C, a, b, c ∈ V，有

(a, λb) = λ(a, b),
(a, b+ c) = (a, b) + (a, c)；

(3) 正定性：∀a ∈ V，有 (a, a) ≥ 0，等号成立当且仅当 a = 0，

则称 (a, b) 为 a 和 b 的内积，定义了内积的复数域 C 上的线性空
间 V 称为酉空间。
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§6.5.1 酉空间的基本概念
容易看出：(λa, b) = λ(a, b)，(a+ b, c) = (a, c) + (b, c)

⇒ (

m∑
i=1

λiai,
n∑

j=1

µjbj) =
m∑

i=1

n∑
j=1

λiµj(ai, bj)

V 是有限维酉空间：α1,α2, . . . ,αn 是 V 的一组基
x = x1α1 + x2α2 + · · ·+ xnαn，y = y1α1 + y2α2 + · · ·+ ynαn，

⇒ (x, y) =
(
x1 · · · xn

)
(α1,α1) · · · (α1,αn)

...
...

...
(αn,α1) · · · (αn,αn)



y1
...
yn


在 Cn 中：e1, e2, . . . , en 标准正交基

a = (a1, a2, . . . , an)T, b = (b1, b2, . . . , bn)T

(a, b) , a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn = aHb

⇒ Cn 中的标准内积
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. . . . . .

§6.5.2 酉空间的基本性质

内积 ⇒ 模或范数 ⇒ 距离

∥ a ∥=
√
(a, a)

夹角是否成立？答案是否定的，酉空间内的向量之间没有夹角的
定义！
Cauchy-Schwarz 不等式：|(a, b)| 6 |a||b| ; −1 6 (a,b)

|a||b| 6 1

酉向量的向量之间是否有正交或垂直的概念？
.
定义 6.12..

......
酉空间中两个向量 a 和 b 满足 (a, b) = 0，则称 a 与 b 相互正交或
垂直，记为 a ⊥ b。
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§6.5.2 酉空间的基本性质

.
定理 6.13..

......

设 V 是 n 维酉空间，则

(1) V 中两两正交的一组非零向量一定是线性无关的；
(2) V 中也存在标准正交基，即存在一组基 e1, e2, . . . , en，满足

(ei, ej) = δij, i, j = 1, 2, . . . , n；
(3) 欧氏空间的 Schmidt 正交化过程在酉空间一样有效，即从酉
空间中任何一组基出发，可以通过完全一样的 Schmidt 正交
化过程，得到一组标准正交基。

在酉空间中，正交变换 ⇒ 酉变换，对称变换 ⇒ Hermite 变换
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. . . . . .

§6.5.3 酉变换与酉矩阵

欧氏空间中的正交变换 ⇒ 酉空间中的酉变换
.
定义 6.13..

......

设 U 是酉空间 V 上的线性变换，如果 U 保持内积不变，即
(Ua,Ub) = (a, b), ∀a, b ∈ V

则称 U 是酉空间 V 上的一个酉变换。

酉变换 U 在酉空间 V 的任一标准正交基下的表示矩阵 U 满足：
UHU = I，其中 H 表示共轭转置，即 UH , (UT) = (A)T。
.
定义 6.14..

......

设 U 是一个 n 阶复矩阵，如果它满足
UHU = I 或 U−1 = UH

则称 U 为酉矩阵。
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§6.5.3 酉变换与酉矩阵
.
定理 6.14..

......

设 U 是酉空间 V 内的一个线性变换，则下列各命题相互等价

(1) U 是一个酉变换；
(2) U 保持向量的模长不变，即 ∀a ∈ V，有 |Ua| = |a|；
(3) U 把酉空间的标准正交基变为标准正交基；
(4) U 在标准正交基下的表示矩阵是酉矩阵。

U(V)：n 维酉空间 V 中所有酉变换的全体所形成的集合 ⇒ U(V)
在复合和逆运算之下是封闭的，构成酉群！

UHU = I ⇒ det(U)det(U) = 1 ⇒ | det(U)| = 1

⇒ det(U) = eiθ, θ ∈ R
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§6.5.4 Hermite 变换与 Hermite 矩阵

欧氏空间中的对称变换 ⇒ 酉空间中的 Hermite 变换

.
定义 6.15..

......

设 A 是 n 维酉空间 V 上的线性变换，如果
(a,Ab) = (Aa, b), ∀a, b ∈ V

则称 A 是酉空间 V 上的 Hermite 变换。

Hermite 变换 A 在酉空间 V 的任一标准正交基下的表示矩阵 A 满

足：AH = A。
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§6.5.5 规范变换与规范矩阵

代数运算：A→ AT(F = R)，A→ AH(F = C) ⇒ 几何意义是什么？
.
定义 6.16..

......

设 A 是 n 维酉空间 V 上的一个线性变换，如果存在 V 上的线性
变换 A∗，使得

(Aa, b) = (a,A∗b), ∀a, b ∈ V,
则称 A∗ 是 A 的伴随变换。

思考：线性变换 A∗ 是否存在？是否唯一？（答案是肯定的！）

A 在酉空间 V 的任一标准正交基下的表示矩阵分别为 A

⇒ 伴随变换 A∗ 在这组基下的表示矩阵为：AH
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§6.5.5 规范变换与规范矩阵

.
定义 6.17..

......

设 A 是 n 维酉空间 V 上的一个线性变换，如果 A 和它的伴随变
换 A∗ 可交换，即
AA∗ = A∗A,

则称变换 A 是一个规范变换。规范变换在 V 的任一标准正交基下
的矩阵满足

AAH = AHA,
我们称任何满足上式的矩阵为规范矩阵。

容易验证：酉变换和 Hermite 变换均为规范变换
⇒ 酉矩阵和 Hermite 矩阵均为规范矩阵
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§6.5.5 规范变换与规范矩阵

.
定理 6.15..

......

设 A 是 n 维酉空间 V 中的一个规范变换，则

(1) 若 λ 是 A 的一个特征值, x 是 A 的属于特征值 λ 的特征向量

⇒ λ 是伴随变换 A∗ 的特征值，x 是 A∗ 的属于特征值 λ 的

特征向量；

(2) A 属于不同特征值的特征向量相互正交。

.
定义 6.18..

......

对于复数域上的 n 阶方阵 A 和 B，如果存在 n 阶酉矩阵 U 使得
A = U−1BU, U−1 = UH

则称 A 酉相似于B。

问题：规范矩阵相似等价类的代表元是什么？
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§6.5.5 规范变换与规范矩阵

.
定理 6.16..

......

设 A 是 n 维酉空间 V 中任意规范变换，则存在 V 的一组标准正
交基，使得 A 在这组基下的矩阵 A 为对角阵。
⇔ 任一规范矩阵 A 都可酉相似于对角阵，即存在酉矩阵 U 使得

U−1AU = diag{λ1, λ2, . . . , λn},
其中 λi (i = 1, 2, . . . , n) 为 A 的特征值。反之，复数域 C 上任一酉
相似于对角阵的矩阵一定是规范矩阵。

.
定理 6.17..
......A 为规范方阵 ⇔ AH 可以表示为 A 的多项式。
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§6.5.6酉变换和 Hermite变换的对角化

.
定理 6.18..

......

设 A 是酉空间 V 中任意一个酉变换，则

(1) A 的特征值一定是模为 1 的复数；
(2) 存在一组标准正交基，使得 A 在这组基下对应的矩阵为对角
阵，即存在一个酉矩阵 U 使得

A = U diag(eiθ1 , eiθ2 , . . . , eiθn)UH, θj ∈ R, j = 1, 2, . . . , n。
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§6.5.6酉变换和 Hermite变换的对角化

.
定理 6.19..

......

设 A 是酉空间 V 中的任意一个 Hermite 变换，则

(1) A 的特征值一定是实数；
(2) 存在一组标准正交基，使得 A 在这组基下对应的矩阵为实对
角阵，即存在一个酉矩阵 U 使得

A = U diag(λ1, λ2, . . . , λn)UH,

其中 λi ∈ R (i = 1, 2, . . . , n) 是 A 的特征值。

.
推论 6.2..

......

设 A 是欧氏空间 V 中的对称变换，则存在 V 的一组标准正交基，
使得 A 在这组基下的表示矩阵为对角阵，即实对称矩阵可正交相
似于对角阵。
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§6.6 最小二乘法
.
函数逼近问题..

......

对给定的一组观测数据
(xi, f(xi)), i = 1, 2, . . . ,m,

在函数空间 Φ 中寻找满足函数 φ 使得
min
φ∈Φ
∥ φ− f ∥,

其中 ∥ · ∥ 表示函数空间 Φ 的某种范数。

问题：

(1) 范数 ∥ · ∥ 如何选取？
(2) 函数空间 Φ 如何选取？

−2

−1

1

2

3

4

5

6y

−2 2 4 6 8 10 12 14
x

O

ϕ(x) = kx+ c
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§6.6 最小二乘法
在泛函分析中，最常用的一类赋范线性空间是 Lp([a, b])，即区间
[a, b] 上所有 p 方可积函数的全体。对任意的 f(x) ∈ Lp([a, b])，函
数的 p-范数定义如下：
||f||p ,

(∫ b
a |f(t)|

pdt
) 1

p
.

问题：对函数逼近问题来说，函数 f(x) 往往是未知的，只有 f(x)
在某些观测点的值是已知的。

⇒ 使用 Lp([a, b]) 的离散逼近来刻画 φ(x) 与 f(x) 之间的误差或距
离，即

||φ− f||p ,
( m∑

i=1

|φ(xi)− f(xi)|p
) 1

p

.

在实际计算中，p 常取 1, 2 或 +∞。当 p = 2 时, 极小化 2-范数的
优化问题称为最小二乘问题。
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§6.6 最小二乘法

函数空间 Φ 一般可依据专业知识或工作经验来选取, 例如 Φ 取多
项式空间 Pn[x]、样条函数空间 S(Pm[x]) 或函数空间{
aebx | a, b ∈ R

}
等。

一般地，假设 Φ 为线性空间, 函数组 {φj(x)}nj=1 构成它的一组基，
则最小二乘问题可写成

min
c1,c2,··· ,cn∈R

m∑
i=1

 n∑
j=1

cjφj(xi)− f(xi)

2

.

若记 F(c1, c2, · · · , cn) =
m∑

i=1

 n∑
j=1

cjφj(xi)− f(xi)

2

，则

F(c1, c2, · · · , cm) 可视为关于变量 c1, c2, · · · , cm 的多元二次函数。
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§6.6 最小二乘法

若记

A =


φ1(x1) φ2(x1) · · · φn(x1)
φ1(x2) φ2(x2) · · · φn(x2)
...

... . . . ...
φ1(xm) φ2(xm) · · · φn(xm)

 , c =


c1
c2
· · ·
cn

 , f =


f(x1)
f(x2)
· · ·
f(xm)

 ,

则多元二次函数 F(c1, c2, · · · , cn) 可表示为

F(c1, c2, · · · , cn) =∥ Ac− f ∥22= (Ac− f)T(Ac− f)

= cTATAc− 2cTATf+ fTf.
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§6.6 最小二乘法

多元函数 F(c1, c2, · · · , cn) 取极值的必要条件：

∂F
∂c =


∂F
∂c1
∂F
∂c2...
∂F
∂cn

 = 2ATAc− 2ATf = 0 ⇒ ATAc = ATf.

事实上，我们可以证明 ATAc = ATf 也是最小二乘问题解的充分条

件。
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§6.6 最小二乘法
.
定义 6.19..

......

设 A ∈ Rm×n, f ∈ Rm，称向量 c 为最小二乘问题 min
x∈Rn
∥ Ax− f ∥22

的解，如果
∥ Ac− f ∥226∥ Ax− f ∥22, ∀x ∈ Rn

成立。

.
定义 6.20..

......

当 m≫ n 时，称方程组 Ax = f 为矛盾方程组，此时方程个数远远
多余未知量的个数方程，是超定的；方程组 ATAx = ATf 称为最小
二乘问题的法方程组。

思考：如何用欧氏空间的理论来解释最小二乘法？
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§6.6 最小二乘法

Ax = (a1a2 . . . an)x = x1a1 + x2a2 + · · ·+ xnan
记 col(A) = span{a1, a2, . . . , an}，则最小二乘问题等价于在
col(A) ⊂ Rm 中寻找向量 f̂，使得 f̂ 与 f 距离最近；记 Ac = f̂。
⇒ (f− f̂) ⊥ col(A)
⇒ (f− Ac) ⊥ col(A)
⇒ aTi (f− Ac) = 0, i = 1, 2, . . . , n
⇒ AT(f− Ac) = 0

⇒ ATAc = ATf
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§6.6 最小二乘法
.
定理 6.20..

......

设 A ∈ Rm×n，b ∈ Rm，则

(1) Ax = b 的法方程组 ATAx = ATb 恒有解；
(2) min

x∈Rn
∥ Ax− b ∥22 的解 ⇔ x ∈ Rn 是法方程组 ATAx = ATb 的

解。

.
定理 6.21..

......

矩阵 ATA 可逆 ⇔ A 的列向量组是线性无关的。在此情形下，矛盾
方程组 Ax = b 有唯一最小二乘解 c，且有

c = (ATA)−1ATb.

历史：最小二乘法是由德国数学家高斯和法国数学家勒让德分别

独立提出的，如今被广泛应用于统计学、逼近论和控制论等领域。
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Thanks for your attention!
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