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§7 实二次型

在科学与工程应用中，经常会遇到多元二次多项式，譬如最小二
乘法、二次曲线/曲面的分类、多元函数的极值问题等。

多元二次多项式：二次项的全体组成一个二次齐次多项式，称之
为二次型。

目标：利用线性代数的理论，研究二次型的基本理论、性质及其应

用等。
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§7.1 二次型的矩阵表示

.
定义 7.1..

......

在实数域 R 上，一个含 n 个变元 x1, . . . , xn 的二次型Q(x1, . . . , xn)
是一个齐次的二次多项式

Q(x1, . . . , xn) =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxixj,

其中 aji = aij (i, j = 1, 2, . . . , n) 为实系数。
（若 aij ̸= aji，⇒ a′

ij = a′

ji =
aij+aji

2 ）
利用矩阵的语言，记 x = (x1, . . . , xn)T，A = (aij)n×n，则

Q(x1, . . . , xn) = xTAx,
称实对称矩阵 A 为二次型 Q(x1, . . . , xn) 的矩阵，A 的秩称为二次
型的秩。
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§7.1 二次型的矩阵表示

二次型 1−1⇐⇒ n 阶实对称矩阵

例如：

Q(x1, x2, x3) = x1x2 + x2x3 + x1x3 = (x1, x2, x3)


0 1

2
1
2

1
2 0 1

2
1
2

1
2 0



x1
x2
x3


⇒ A =


0 1

2
1
2

1
2 0 1

2
1
2

1
2 0


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§7.1 二次型的矩阵表示

同一二次型在不同基下的矩阵之间有什么关系？

设线性空间 V 的一组基 α1,α2, . . . ,αn，V 上的二次型
Q(x1, . . . , xn) 在这组基下的表示为：

Q(x1, . . . , xn) = xTAx.
V 有另一组基 β1,β2, . . . ,βn 且有

(β1,β2, . . . ,βn) = (α1,α2, . . . ,αn)P,
则

Q(y1, . . . , yn) = (Py)TA(Py) = yTPTAPy = yTBy,

其中对称矩阵 B = PTAP。
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§7.1 二次型的矩阵表示

.
定义 7.2..

......

对于实数域 R 上两个 n 阶矩阵 A,B，如果存在一个可逆的实矩阵
P 使得

B = PTAP, 则称 A 和 B 是相合的，或者说 B 相合于A，矩阵 P
称为相合变换矩阵。

容易验证：相合关系是等价关系！

n 阶实对称矩阵在相合等价关系下的分类问题：

(1) 不变量；
(2) 全系不变量；
(3) 代表元。
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§7.2 二次型的标准形
.
定义 7.3..

......

如果二次型 Q(x1, . . . , xn) = xTAx 经过可逆线性变换 x = Py 化为
下列平方和的简单形式：

Q(x1, . . . , xn)
∣∣∣
x=Py

= µ1y21 + · · ·+ µny2n = yTBy,

其中 B = diag(µ1, . . . , µn) 是实对角阵，称这种平方和形式为二次
型的标准形。

二次型 Q(x1, . . . , xn) = xTAx，其中 A 为实对称矩阵

⇒ 存在正交矩阵 P 使得 P−1AP = PTAP =


λ1

. . .
λn


⇒ Q(x1, . . . , xn)

∣∣∣
x=Py

= λ1y21 + · · ·+ λny2n
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§7.2 二次型的标准形

.
定理 7.1..

......

实数域 R 上的任何一个二次型 Q(x, . . . , xn) 都可以经过正交变换
x = Py 化为标准形

Q(x1, . . . , xn)
∣∣∣
x=Py

= λ1y21 + · · ·+ λny2n .

.
例 7.1..

......
用正交变换将二次型 Q(x1, x2, x3) = 2x1x2 + 2x1x3 + 2x2x3 化为标
准形。

优点：保持度量，形式优美。
缺点：计算繁琐。
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§7.2 二次型的标准形

如果不用正交变换，是否有更简单的方法？（答案是肯定的，配平
方法）
.
定理 7.2..

......

对于任何一个实二次型

Q(x1, . . . , xn) =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxixj,

均可通过配平方法找到可逆变换 x = Py，将二次型化为标准形
Q(x1, . . . , xn)

∣∣∣
x=Py

= µ1y21 + · · ·+ µny2n .

注意：µ1, . . . , µn 不要求是矩阵 A 的特征值。
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§7.2 二次型的标准形

用矩阵乘法的语言描述

.
定理 7.3..

......

对每一个实二次型都可以通过初等变换使之化为标准形 ⇔ 对每一
个实对称矩阵 A，存在一系列初等矩阵 P1, . . . ,Pr，使得 A 相合于
实对角矩阵

PT
r PT

r−1 · · ·PT
1AP1P2 · · ·Pr =


µ1

. . .
µn

 .
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§7.2 二次型的标准形

(
A
... I
) 对 A 作成对的初等行列变换

对 I 只作初等行变换

(
PTAP

... PT
)

(
A
I

)
对 A 作成对的初等行列变换
对 I 只作初等列变换

(
PTAP
P

)

.
例 7.2..
......化三元的二次型 Q(x1, x2, x3) = 2x21 + x1x2 + x23 为标准形。

.
例 7.3..
......化三元的二次型 Q(x1, x2, x3) = 2x1x2 − 6x2x3 + 2x1x3 为标准形。
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§7.3 相合不变量与分类

二次型的标准形是不唯一的！⇒ 不是相合等价类的代表元！

.
定理 7.4..

......

设 A 是一个 n 阶实对称矩阵，则存在可逆矩阵 P，使得

PTAP =


Ir

−Is
0

 , rank(A) = r+ s ≤ n

其中 r 是标准形中正项的项数，s 是负项的项数。上式右边的对角
矩阵称为矩阵 A 的规范形。
⇐⇒ 给定实二次型 Q(x1, . . . , xn)，存在可逆方阵 P 使得

Q(x1, . . . , xn)
∣∣∣
x=Py

= y21 + · · ·+ y2r − y2r+1 − · · · − y2r+s, 上式称为

二次型 Q(x1, . . . , xn) 的规范形。
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§7.3 相合不变量与分类

.
定理 7.5..

......

惯性定理 实二次型 Q(x1, . . . , xn) = xTAx 的规范形中正项数 r 和负
项数 s 是由二次型 Q(x1, . . . , xn) 唯一确定的，或者说是由实对称
矩阵 A 唯一确定的。

r 为正惯性指数，s 为负惯性指数 ⇒ 相合等价类的全系不变量！

r+ s 就是二次型的秩，即 rank(A) = r+ s

r− s = 2r− rank(A) 称为二次型 (或矩阵 A) 的符号差
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. . . . . .

§7.4 二次曲线与曲面的分类

设欧氏空间 R2 取定一个直角坐标系：[O; e1, e2]，平面二次曲线的
一般方程为

F(x, y) = a11x2 + 2a12xy+ a22y2 + 2b1x+ 2b2y+ c = 0,

其中 a11, a12, a22 不全为 0。

分类目标：
1）确定 F(x, y) 所对应的曲线属于那一类曲线？
（不求标准方程而只利用系数来判断）

2）确定其标准方程？
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§7.4 二次曲线与曲面的分类

若采用齐次坐标，则

F(x, y) =
(
x y 1

)
a11 a12 b1
a21 a22 b2
b1 b2 c



x
y
1


=
(
XT 1

)( A B
BT c

)(
X
1

)

其中 a21 = a12，A =

(
a11 a12
a21 a22

)
是 2 阶实对称方阵，B =

(
b1
b2

)
，

X =

(
x
y

)
。
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. . . . . .

§7.4 二次曲线与曲面的分类

如果取一个新的直角坐标系：[Õ; ẽ1, ẽ2]，则

X = TX̃+ X0 ⇐⇒

(
X
1

)
=

(
T X0

0 1

)(
X̃

′

1

)
,

其中 T 为正交矩阵（若保持定向，要求 det(T) = 1）。

⇒ F̃(x̃, ỹ) =
(
X̃ 1

)(TT 0

XT
0 1

)(
A B
BT c

)(
T X0

0 1

)(
X̃
1

)

=
(
X̃ 1

)( TTAT TTAX0 + TTB
XT
0AT+ BTT XT

0AX0 + 2BTX0 + c

)(
X̃
1

)

（式中利用 XT
0B = BTX0）
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. . . . . .

§7.4 二次曲线与曲面的分类

.
命题 7.6..

......

对于 F(x, y) 以下三个数：

I1 = tr(A) = a11+ a22, I2 = det(A) = a11a22− a212, I3 =

∣∣∣∣∣ A B
BT c

∣∣∣∣∣
在直角坐标变换下保持不变，称为二次多项式 F(x, y) 的正交不变
量，简称不变量。

利用 I1, I2, I3 可对二次曲线 F(x, y) 进行分类
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§7.4 二次曲线与曲面的分类

情形 (I) 当 I2 = |A| = λ1λ2 ̸= 0 时 ⇒ A 可逆

依据 I1, I2, I3 不同取值，二次曲线 C 可分为 5 类：

(1) I2 > 0，I3 与 I1 异号 ⇒ C 是椭圆， x2
a2 + y2

b2 − 1 = 0；
(2) I2 > 0，I3 与 I1 同号 ⇒ C 是虚椭圆， x2

a2 + y2
b2 + 1 = 0；

(3) I2 > 0，I3 = 0 ⇒ C 退化成点， x2
a2 + y2

b2 = 0；
(4) I2 < 0，I3 ̸= 0 ⇒ C 是双曲线， x2

a2 − y2
b2 − 1 = 0；

(5) I2 < 0，I3 = 0 ⇒ C 是一对相交直线， x2
a2 − y2

b2 = 0。

几何量：二次曲线的中心、对称轴、渐近线等
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. . . . . .

§7.4 二次曲线与曲面的分类

情形 (II) 当 I2 = |A| = λ1λ2 = 0 时 ⇒ λ2 = I1(设 λ1 = 0, λ2 ̸= 0)

依据 I1, I2, I3 不同取值，二次曲线 C 可分为 4 类：

(1) I2 = 0，I3 ̸= 0 ⇒ C 是抛物线，y2 − 2px = 0；
(2) I2 = I3 = 0，K1 < 0 ⇒ C 是一对平行直线，y2 − a2 = 0；
(3) I2 = I3 = 0，K1 > 0 ⇒ C 是一对虚平行直线，y2 + a2 = 0；
(4) I2 = I3 = 0，K1 = 0 ⇒ C 是一对重合直线，y2 = 0，

其中 K1 =

∣∣∣∣∣a11 b1
b1 c

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣a22 b2
b2 c

∣∣∣∣∣。
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. . . . . .

§7.4 二次曲线与曲面的分类

设 n 维欧氏空间 V 取定一个直角坐标系：[O; e1, e2, . . . , en]，二次
超曲面的一般方程为

F(x1, . . . , xn) =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxixj + 2
n∑

i=1

bixi + c = 0,

其中 aij = aji (i, j = 1, 2, . . . , n)。
采用齐次坐标，则

F(x1, . . . , xn) =
(
x1 · · · xn 1

)

a11 · · · a1n b1
...

...
...

an1 · · · ann bn
b1 · · · bn c




x1
...
xn
1


=
(
XT 1

)( A B
BT c

)(
X
1

)
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. . . . . .

§7.4 二次曲线与曲面的分类

如果取一个新的直角坐标系：[Õ; ẽ1, ẽ2, . . . , ẽn]，则

X = TX̃+ X0 ⇐⇒

(
X
1

)
=

(
T X0

0 1

)(
X̃

′

1

)
,

其中 T 为正交矩阵（若保持定向，要求 det(T) = 1）。

⇒ F̃(x̃1, x̃2, . . . , x̃n) =
(
X̃ 1

)(TT 0

XT
0 1

)(
A B
BT c

)(
T X0

0 1

)(
X̃
1

)

=
(
X̃ 1

)( TTAT TTAX0 + TTB
XT
0AT+ BTT XT

0AX0 + 2BTX0 + c

)(
X̃
1

)

（式中利用 XT
0B = BTX0）
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§7.4 二次曲线与曲面的分类 I
.
定理 7.7..

......

对于实对称矩阵 A ∈ Rn×n，列矩阵 B ∈ Rn 以及实数 c，一定存在
正交矩阵 T 以及列矩阵 X0 ∈ Rn 使得矩阵(

TT 0

XT
0 1

)(
A B
BT c

)(
T X0

0 1

)
具有以下简化形式：

(1) 当 rank(A
... B) = rank(A) 时：

λ1

. . .
λn

c′


其中 λ1, . . . , λn 是矩阵 A 的特征值，c′ 是一个实数；
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§7.4 二次曲线与曲面的分类 II
.
定理 7.7..

......

(2) 当 rank(A
... B) ̸= rank(A) 时：

λ1

. . .
λk

0

. . .
0 c′

c′ 0


其中 λ1, . . . , λk (k < n) 是矩阵 A 的非零特征值，c′ 是一个非
零实数。
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§7.4 二次曲线与曲面的分类

.
命题 7.8..

......

n 维欧氏空间中的二次超曲面在适当选取直角坐标系后可以简化成
以下两种方程之一：

λ1x21 + · · ·+ λnx2n = c, λ1, . . . , λn, c ∈ R,
或

λ1x21 + · · ·+ λkx2k = 2cxn, k < n, λ1, . . . , λk, c 均为非零实数。

⇒ n = 3 时，共 17 类标准方程！
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§7.5 正定二次型

.
定义 7.4..

......

n 元实二次型

Q(x1, . . . , xn) =
n∑

i,j=1

aijxixj = xTAx

称为正定二次型，如果对任意非零向量 x ∈ Rn 均有
Q(x1, . . . , xn) > 0.

正定的二次型对应的矩阵 A 称为正定矩阵，简记为 A > 0。

⇒ 内积的度量矩阵是正定矩阵
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§7.5 正定二次型

正定矩阵的相合标准形是什么？Q(x1, . . . , xn) = xTAx
⇒ ∃ 可逆阵 P 使得

Q(x1, . . . , xn)
∣∣∣
x=Py

= y21 + · · ·+ y2r − y2r+1 · · · − y2r+s,

且 rank(A) = r+ s，r 为正惯性指数，s 为负惯性指数。
⇒ 矩阵 A 正定 ⇔ r = n, s = 0

.
定理 7.9..

......

n 元实二次型
Q(x1, . . . , xn) = xTAx

正定的充要条件是 Q 的正惯性指数为 n。
⇐⇒ 实对称方阵 A 正定的充要条件是 A 相合于单位阵。

⇒ 正定二次型，正定矩阵的等价定义
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§7.5 正定二次型

.
定理 7.10..

......

设方阵 A = (aij)n×n 是实对称方阵，则下述命题等价：

(1) 方阵 A 是正定的；
(2) 方阵 A 的每个特征值都是正的；
(3) 存在正定对称方阵 A1，使得 A = A2

1；

(4) 存在可逆方阵 P，使得 A = PTP；
(5) 方阵 A 的每个主子式都是正的；
(6) 方阵 A 的每个顺序主子式都是正的。

⇒ 正定矩阵的等价定义
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§7.5 正定二次型

.
例 7.4..

......
判断二次型

Q(x1, x2, x3) = x21 +2x22 +6x23 +2x1x2 +2x1x3 +6x2x3 是否正定。

.
定理 7.11..

......

设 A,B 是两个 n 阶实对称矩阵，其中 A 是正定的，则存在 n 阶可
逆矩阵 P 使得 A 和 B 同时相合于对角阵，即

PTAP = I, PTBP = D,
其中 D 为对角阵。
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§7.5 正定二次型

n 个变元的二次型 Q(x1, . . . , xn) = xTAx 的分类：

(1) 正定二次型：r = n, s = 0 ⇔ 正定矩阵；
(2) 半正定二次型：r < n, s = 0 ⇔ 半正定矩阵，简记为：A > 0；
(3) 负定二次型：r = 0, s = n ⇔ 负定矩阵，简记为：A < 0；
(4) 半负定二次型：r = 0, s < n ⇔ 半负定矩阵，简记为：A 6 0；
(5) 不定二次型：其他情形 0 < r, s < n ⇔ 不定矩阵；

思考：负定矩阵 A 的顺序主子式满足什么条件？
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§7.5 正定二次型

.
例 7.5..

......

设 A 为 3 阶实对称矩阵，且满足条件：A2 + 2A = 0。已知
rank(A) = 2，求

(1) 矩阵 A 的全部特征值；
(2) 当 k 为何值时，矩阵 A+ kI 为正定矩阵。
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§7.5 正定二次型

.
例 7.6..

......

设二次型 Q(x1, x2, x3) = xTAx = ax21 + 2x22 − 2x23 + 2bx1x3 (b > 0)。
已知矩阵 A 的全部特征值之和为 1，全部特征值之积为 −12，

(1) 求 a，b 的值；
(2) 利用正交变换将二次型 Q(x1, x2, x3) 化为标准形，并写出所用
的正交变换和对应的正交矩阵。
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例 7.7..

......

已知二次型 Q(x1, x2, x3) = xTAx 在正交变换 x = Py 下的标准形为
y21 + y22 且 P 的第三列为

(√
2
2 0

√
2
2

)T
，

(1) 求矩阵 A；
(2) 证明 A+ I 为正定矩阵。
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Thanks for your attention!
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