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§4.1 数组空间及其子空间

点、直线、平面、空间 ⇒ 一般的 n 维线性空间！

平面上的二维向量可通过 (x, y) 表示，空间中的三维向量可
通过 (x, y, z) 表示，那么一般的 n 维线性空间中的向量是否
可以通过 (x1, x2, . . . , xn) 来表示？

n 维线性空间的典型代表：n 维数组空间
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§4.1 数组空间及其子空间
数域 F 上的一个有序的 n 元数组 (a1, a2, . . . , an) 称为 n 维数组向
量。对向量 a = (a1, a2, . . . , an) 及 b = (b1, b2, . . . , bn) 定义加法与
数乘运算：

a+ b = (a1 + b1, a2 + b2, . . . , an + bn),
λa = (λa1, λa2, . . . , λan).

.
定义 4.1..

......

设 F 是数域。定义了加法与数乘运算的 n 维数组向量的全体

{(a1, a2, . . . , an) | ai ∈ F}

称为 n 维数组空间，记为 Fn。

Fn + 加法 + 数乘 + 八条运算规律 ⇒ 构成数域 F 上的n 维线

性空间！
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行向量：n 维数组写成行的形式，如 a = (a1, a2, . . . , an)

列向量：n 维数组写成列的形式，如 a =


a1
a2
...
an


.
定义 4.2..

......

给定一组向量 a1, a2, . . . , an ∈ Fn 及一组数 λ1, λ2, . . . , λn ∈ F，称
和式λ1a1 + λ2a2 + · · ·+ λnan为向量 a1, a2, . . . , an 的线性组合，
λ1, λ2, . . . , λn 称为组合系数。如果向量 a 可以写成 a1, a2, . . . , an
的线性组合，则称 a 可以被 a1, a2, . . . , an 线性表示。
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§4.2 数组空间及其子空间

共线、共面（不共线、不共面）概念 ⇒ 如何在一般的n
维线性空间进行推广？

.
定义 4.3..

......

设 a1, a2, . . . , am ∈ Fn，若存在不全为零的常数λ1, λ2, . . . , λm

使得
λ1a1 + λ2a2 + · · ·+ λmam = 0,

则称 a1, a2, . . . , am 线性相关；否则，称 a1, a2, . . . , am 线性无
关。
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§4.2 数组空间及其子空间

线性相关的解释：如果其中某个向量能被其它向量线性表示，
即存在 ai 及 λj ∈ F (j ̸= i) 使得 ai =

∑
j̸=i

λjaj。特别地，一个

非零向量 a1 是线性无关的。

.
例 4.1..

......
含有零向量的任何向量组一定线性相关。特别地，仅有一个
零向量的向量组是线性相关的。
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§4.2 数组空间及其子空间

.
定理 4.1..

......

设向量组 S1 = {ai1 , . . . , aik} 是向量组 S = {a1, . . . , am} 的一
个子集。那么，如果 S1 线性相关，则 S 也线性相关；如果 S
线性无关，则 S1 也线性无关。

⇒ 如果 S1 中有多余的向量，那么 S 中必有多余的向量。
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§4.2 数组空间及其子空间
.
定理 4.2..

......

设 ai = (ai1, . . . , ain) ∈ Fn, i = 1, . . . ,m，用 A 表示以 a1, . . . , am 为
行构成的 m×n阶矩阵，则 a1, . . . , am 线性相关⇔关于 λ1, . . . , λm

的齐次线性方程组 AT


λ1

...
λm

 = 0有非零解⇔ rank(A) < m。

.
推论 4.1..

......

设 a1, · · · , am ∈ Fn 是一组数组向量，则

(1) 若 m > n，则 a1, . . . , am 必然线性相关；
(2) 若 m = n，则 a1, . . . , am 线性相关 ⇔ det(A) = 0；
(3) 若 m < n，则 a1, . . . , am 线性相关 ⇔ 矩阵 A 的所有 m 阶子
式为零。
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§4.2 数组空间及其子空间

.
定理 4.3..

......

设 ai = (ai1, . . . , air) ∈ Fr, i = 1, 2, . . . ,m，它们的加长向量组
为 bi = (ai1, . . . , air, . . . , ain) ∈ Fn (n > r), i = 1, 2, . . . ,m，则
有

(1) 若 a1, . . . , am 线性无关，则 b1, . . . , bm 也线性无关；

(2) 若 b1, . . . , bm 线性相关，则 a1, . . . , am 也线性相关。
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给定一个线性方程组，如何确定它的独立方程的个数？

独立：该方程不能由其它方程通过线性组合得到
⇒ 所有独立的方程构成极大无关组，个数为方程组的秩！

.
定义 4.4..

......

设 a1, . . . , am ∈ Fn，若 ai1 , . . . , air 线性无关，且任加一个其
它向量 air+1 后 ai1 , . . . , air , air+1 线性相关，则称 ai1 , . . . , air
为 a1, . . . , am 的极大无关组。
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.
定理 4.4..

......

设 S 是某一向量空间中的向量组，M = {a1, . . . , am} 是 S 的
线性无关子集，则 M 是 S 的极大线性无关组 ⇔ S 中所有的
向量都是 M 中元素的线性组合。

S 可以是有限集，也可以是无限集。
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定理 4.5..

......

设 a1, · · · , am ∈ Fn 为一组列向量，A = (a1, · · · , am) 是以
a1, · · · , am 为列构成的 n× m 阶矩阵。若 A 经一系列的初等
行变换变为矩阵 B = (b1, · · · ,bm)，则

(1) a1, · · · , am 线性相关（无关）⇔ b1, · · · ,bm 线性相关
（无关）；

(2) ai1 , · · · , air 为 a1, · · · , am 的极大无关组 ⇔ bi1 , . . . , bir 为
b1, · · · ,bm 的极大无关组。

⇒ 算法：通过初等行变换，将 A 化为阶梯形矩阵 B，便很容
易找出极大无关组。
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§4.3 极大无关组与秩

向量组与其极大线性无关组之间的关系？
向量组 ⊃ 极大线性无关组；
向量组的任一向量都可以由极大线性无关组线性表示。

.
定义 4.5..

......

如果向量组 a1, . . . , am 中的每一个向量都可以用向量组
b1, . . . , bl 线性表示，则称向量组 a1, . . . , am 可以由向量组
b1, · · · ,bl 线性表示。如果两个向量组 a1, . . . , am 与
b1, . . . , bl 可以相互线性表示，则称 a1, . . . , am 与 b1, . . . , bl
等价，记为 {a1, . . . , am} ∼ {b1, . . . , bl}。

不难验证：向量组等价是等价关系！（自反性、对称性、传递
性）
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.
定理 4.6..
......一组向量组与它的任何一组极大无关组等价。
.
推论 4.2..
......向量组的任何两个极大无关组彼此等价。

⇒ 向量组的极大无关组不唯一，彼此之间相互等价，但是所
含向量的个数是否相等呢？
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定理 4.7..

......
两个线性无关向量组 {a1, . . . , ar} 和 {b1, . . . , bs} 等价，则
r = s。

.
推论 4.3..

......
设 ai1 , . . . , air 和 aj1 , . . . , ajs 分别为 a1, . . . , am 的两个极大无
关组，则 r = s。

⇒ 向量组的极大无关组元素的个数是等价关系下的不变量！
.
定义 4.6..

......
向量组 a1, . . . , am 的极大无关组元素的个数称为向量组的秩,
记为 rank(a1, . . . , am), 或 r(a1, . . . , am)。
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定理 4.8..

......

设向量 a1, . . . , am ∈ Fn，则有

(1) a1, . . . , am 线性无关 ⇔ rank(a1, . . . , am) = m；
(2) a1, . . . , am 线性相关 ⇔ rank(a1, . . . , am) < m；
(3) {b1, . . . , bs} 可以用 {a1, . . . , ar} 线性表示 ⇒

rank(b1, . . . , bs) ≤ rank(a1, . . . , ar)；
(4) {b1, . . . , bs} 与 {a1, . . . , ar} 等价 ⇒

rank(b1, . . . , bs) = rank(a1, . . . , ar)；
(5) {b1, . . . , bs} 可以用 {a1, . . . , ar} 线性表示，且 b1, . . . ,bs 线性
无关 ⇒ s ≤ r；

(6) 向量 b 可以表示成 a1, . . . , am 的线性组合 ⇔
rank(a1, . . . , am) = rank(a1, . . . , am, b)。

性质 (6) ⇒ 线性方程组有解的充分必要条件！
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向量组的秩与矩阵的秩之间有什么关系？

A =




a11 a12 · · · a1n ← a1
a21 a22 · · · a2n ← a2

· · · · · · · · · · · ·
...

am1 am2 · · · amn ← am
↑
b1

↑
b2 · · ·

↑
bn

矩阵的行秩 — rank(a1, a2, . . . , am)
矩阵的列秩 — rank(b1, b2, . . . , bn)
矩阵的秩 — rank(A)
.
定理 4.9..
......任何矩阵的行秩 = 矩阵的列秩 = 矩阵的秩。
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.
例 4.2..

......

设 A ∈ Fm×n，B ∈ Fn×l。证明：

rank(A) + rank(B)− n ≤ rank(AB) ≤ min(rank(A), rank(B)).
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三维空间中的子集：直线、平面，自身也构成线性空间！

.
定义 4.7..

......

设 V ⊂ Fn 为非空向量集合，它满足

(1) ∀a,b ∈ V ⇒ a+ b ∈ V；

(2) ∀a ∈ V, λ ∈ F ⇒ λa ∈ V，

则称 V 为 Fn 的子空间。

⇒ 对任意 a1, . . . , am ∈ V, λ1, . . . , λm ∈ F，都有
m∑
i=1

λiai ∈ V 成立

⇒ 集合 V 对线性运算（加法与数乘）运算封闭！

Fn 的平凡子空间：Fn, {0}。
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.
定义 4.8..

......

设 a1, . . . , am ∈ Fn 是一组向量，称集合

⟨a1, . . . , am⟩ :=
{ m∑

i=1

λiai | λi ∈ F, i = 1, . . . ,m
}

为向量组 a1, . . . , am 生成的子空间，a1, . . . , am 称为生成子空
间的生成元。

给定一个矩阵 A ∈ Fm×n，由 A 的行向量生成的子空间称为
行空间；由 A 的列向量生成的子空间称为列空间。
容易验证：生成子空间 ⟨a1, . . . , am⟩ 是 Fn 的子空间！
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. . . . . .

§4.4 子空间、基与维数

.
定理 4.10..

......

设 ai, bj, b ∈ Fn，则下列结论成立：

(1) 向量 b1, . . . ,bl ∈ ⟨a1, . . . , am⟩ ⇒ ⟨b1, . . . , bl⟩ ⊂ ⟨a1, . . . , am⟩；
(2) 向量组 a1, . . . , am 与 b1, . . . , bl 等价 ⇔
⟨a1, . . . , am⟩ = ⟨b1, . . . , bl⟩；

(3) a1, . . . , am 线性相关 ⇔ 存在 i 使得
⟨a1, . . . , am⟩ = ⟨a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , am⟩；

(4) a1, . . . , am 线性无关 ⇔ 对任意 i 都有
⟨a1, . . . , am⟩ ̸= ⟨a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , am⟩;

(5) ai1 , . . . , air 是 a1, . . . , am 的极大无关组 ⇔
⟨a1, . . . , am⟩ = ⟨ai1 , . . . , air⟩ 且 ai1 , . . . , air 线性无关；
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. . . . . .

§4.4 子空间、基与维数

Fn 的生成子空间是子空间，问题：除生成子空间外，Fn 是
否存在其它子空间？

.
定理 4.11..

......
设 V 是 Fn 的子空间，则存在线性无关的向量组 a1, . . . , ar
使得 V = ⟨a1, . . . , ar⟩。

⇒ Fn 的子空间必为生成子空间！
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§4.4 子空间、基与维数

设 V ⊂ Fn 的子空间，则 ∀a ∈ V = ⟨a1, . . . , ar⟩ ⇒ a 都可以表
示成 a1, . . . , ar 的线性组合。
.
定义 4.9..

......

设 V ⊂ Fn 是子空间，V 中一组向量 {a1, . . . , ar} 称为 V 的一
组基，如果它满足

(1) 对任意向量 a ∈ V, a 可唯一表示成 a1, . . . , ar 的线性组
合 a = λ1a1 + · · ·+ λrar；

(2) a1, . . . , ar 线性无关，

则称 (λ1, . . . , λr) 为向量 a 在基 {a1, . . . , ar} 下的坐标。
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. . . . . .

§4.4 子空间、基与维数

基：子空间的极大线性无关组（不唯一！）
维数：基的秩，子空间的维数（唯一！）

.
定义 4.10..

......
设 V ⊂ Fn 为子空间，称 V 的一组基的向量个数为 V 的维
数，记为 dimV = rank(a1, a2, . . . , ar)。
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.
定理 4.12..

......

在 Fn 空间下列结论成立：

(1) 设 V ⊂ Fn 为 r 维子空间 ⇒ V 中任意 r+ 1 个向量线性

相关；

(2) 设 V ⊂ Fn 为 r 维子空间 ⇒ V 中任意 r 个线性无关向量
为 V 的一组基；

(3) 设 U 与 V 为 Fn 的子空间，且 U ⊆ V ⇒ dimU ≤ dimV；
(4) 设 U 与 V 为 Fn 的子空间，且 U ⊆ V，dimU = dimV
⇔ U = V。
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§4.4 子空间、基与维数

.
定理 4.13..

......

设 V ⊂ Fn 为 r 维子空间，a1, . . . , as ∈ V 是 s (s < r) 个线性
无关的向量，则存在 V 中的向量 as+1, . . . , ar 使得 a1, . . . , ar
构成 V 的一组基。

⇒ 称 a1, . . . , ar 为线性无关组 a1, . . . , as 的一组扩充基
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§4.4 子空间、基与维数

坐标变换：子空间的基不唯一，同一向量在不同基下坐标之间的
关系如何？

设线性空间 V 有两组基：{a1, . . . , ar}，{b1, . . . , br}

⇒
(
b1 · · · br

)
=
(
a1 · · · ar

)
t11 · · · t1r

...
...

tr1 · · · trr
↑
b1 · · ·

↑
bn

记 T = (tij)r×r，称矩阵 T 为从基 a1, . . . , ar 到基 b1, . . . ,br 的过渡
矩阵。

含义：T 的第 j 列是向量 bj 在基 a1, . . . , ar 下的坐标
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§4.4 子空间、基与维数

∀ v = x1a1 + · · ·+ xrar = y1b1 + · · ·+ yrbr

=
(
a1 · · · ar

)
x1
...
xr

 =
(
b1 · · · br

)
y1
...
yr



=
(
a1 · · · ar

)
T


y1
...
yr



⇒


y1
...
yr

 = T−1


x1
...
xr

（坐标变换公式）
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§4.5.1 线性方程组解的存在与唯一性

利用线性空间的语言来描述线性方程组解的存在性、唯一性条件
以及确定线性方程组解集的几何结构。

.
定理 4.14..

......

设 A ∈ Fm×n 为 m× n 阶矩阵，b ∈ Fm 为 m 维列向量，则线性方
程组 Ax = b 有解 ⇔ rank(A) = rank(A, b)。线性方程组有唯一解
⇔ rank(A) = rank(A, b) = n。

.
推论 4.4..

......

齐次线性方程组 Ax = 0 一定有解。齐次线性方程组有非零解 ⇔
rank(A) < n。特别地，若 A 为 n 阶方阵，齐次线性方程组有非零
解 ⇔ det(A) = 0。
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. . . . . .

§4.5.2 齐次线性方程组解集的结构

记齐次线性方程组 Ax = 0 的解集的全体
V := {x ∈ Fn | Ax = 0}

.
定理 4.15..

......
齐次线性方程组 Ax = 0 的解集 V 是 Fn 的子空间，并且

dimV = n− rank(A)。

.
定义 4.11..

......
齐次线性方程组 Ax = 0 的解集 V 称为解空间，解空间的一组基
α1, . . . ,αn−r 称为齐次线性方程组的一个基础解系。

齐次线性方程组的通解为：x = t1α1 + . . .+ tn−rαn−r
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§4.5.2 齐次线性方程组解集的结构

.
例 4.3..

......
设 A 是 n 阶奇异方阵，且 A 的 (i, j) 元素的代数余子式 Aij ̸= 0。
证明：α = (Ai1, . . . ,Ain)

T 是齐次线性方程组 Ax = 0 的基础解系。

.
例 4.4..

......

求下列齐次线性方程组的一组基础解系，并求它的通解

x1 + 2x2 − 5x4 + x5 = 0

x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 − 5x5 = 0

x1 + 2x2 + 2x3 + x4 − 3x5 = 0

2x1 + 4x2 − 3x3 − 19x4 + 8x5 = 0

3x1 + 6x2 − 3x3 − 24x4 + 9x5 = 0
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. . . . . .

§4.5.2 齐次线性方程组解集的结构

.
例 4.5..

......

设 A ∈ Fn×n 且满足

|aii| >
∑

16j̸=i6n

|aij|, i = 1, 2, . . . , n.

证明：齐次线性方程组 Ax = 0 只有零解。
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§4.5.3 非齐次线性方程组解集的结构

.
例 4.6..

......
设 n 阶方阵 A 满足 A2 = A。证明：

rank(A) + rank(I− A) = n。

.
例 4.7..
......设 A 是任意矩阵，证明：rank(ATA) = rank(AAT) = rank(A)。
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§4.5.3 非齐次线性方程组解集的结构

Ax = b⇒

Ay = 0

Ax0 = b
⇒ A(y+ x0) = b，即齐次线性方程组任意

一个解 y + 非齐次线性方程组的特解 x0 ⇒ 非齐次线性方程组的
一个解；

反之，

Ax = b

Ax0 = b
⇒ A(x− x0) = 0⇒ x = y+ x0, 即非齐次线性

方程组任意一个解 x 一定可以分解为齐次线性方程组任意一个解 y

+ 非齐次线性方程组的特解 x0。
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§4.5.3 非齐次线性方程组解集的结构

记非齐次线性方程组 Ax = b 的解集的全体
W := {x ∈ Fn | Ax = b}

容易验证，W 具有性质

(1) α,β ∈ W ⇒ α− β ∈ V；
(2) α ∈ W, γ ∈ V ⇒ α+ γ ∈ W。

.
定理 4.16..

......

设 V = {x ∈ Fn | Ax = 0},W = {x ∈ Fn | Ax = b}，则有
W = x0 + V := {x0 + y | y ∈ V},

其中 x0 是 Ax = b 的一个特解。

非齐次线性方程组的通解为：x = t1α1 + . . .+ tn−rαn−r + x0
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§4.5.3 非齐次线性方程组解集的结构

.
例 4.8..

......

求非齐次线性方程组
1 2 3 4

1 2 0 −5
2 4 −3 −19
3 6 −3 −24



x1
x2
x3
x4

 =


−3
1

6

7


的通解。
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§4.6.1 一般线性空间的定义

n 维数组空间 Fn ⇒ 一般的集合 + 加法 + 数乘 + 八条运算规律

.
例 4.9..

......

用 Pn[x] 表示数域 F 上次数不超过 n 的多项式全体
Pn[x] := {a0 + a1x+ · · ·+ anxn | a0, a1, · · · , an ∈ F}.

定义多项式的加法与数乘：
(a0 + a1x+ · · ·+ anxn) + (b0 + b1x+ · · ·+ bnxn)

= (a0 + b0) + (a1 + b1)x+ · · ·+ (an + bn)xn;

λ(a0 + a1x+ · · ·+ anxn) = λa0 + λa1x+ · · ·+ λanxn.

容易验证：集合 Pn[x] 上的加法与数乘运算满足八条运算规律！

⇒ 多项式的线性相关（无关），极大无关组，秩，基等概念
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§4.6.1 一般线性空间的定义

.
例 4.10..

......

对所有 m× n 阶矩阵的全体 Fm×n，按照矩阵的加法与数乘，
也可以定义一组矩阵的线性相关（无关）、极大无关组、秩、
基等。例如，矩阵(

1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)

线性无关，且构成 F2×2 的一组基。
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§4.6.1 一般线性空间的定义
.
定义 4.12..

......

设 V 是一个非空集合，F 是一个数域。对 V 中的元素定义两种运算

(1) 加法：对 V 中的任意两个元素 α,β 组成的有序对 (α,β)，存在 V 中唯一的一个元素 γ 与之对应，
简记为 α + β = γ；

(2) 数乘：对任意常数 λ ∈ F 及向量 α ∈ V，存在 V 中唯一的一个元素 γ 与之对应，简记为 λα = γ。

加法与数乘运算满足下列运算规律

(A1) α + β = β + α 对任意 α,β ∈ V 成立；

(A2) (α + β) + γ = α + (β + γ) 对任意 α,β, γ ∈ V 成立；

(A3) 存在元素 θ ∈ V 使得 α + θ = θ + α = α 对任意 α ∈ V 成立。θ 称为零元素。在不致混淆的情
况下，一般线性空间中的零元素也常简记为 0；

(A4) 对任意 α ∈ V，存在 β ∈ V 使得 α + β = β + α = 0。β 称为 α 的负元素，简记为 −α，并且
定义 β − αa = β + (−α)；

(D1) λ(α + β) = λα + λβ 对任意 λ ∈ F 及 α,β ∈ V 成立；

(D2) (λ + µ)α = λβ + µα 对任意 λ, µ ∈ F 及 α ∈ V 成立；

(M1) λ(µα) = (λµ)α 对任意 λ, µ ∈ F 及 α ∈ V 成立；

(M2) 1α = α 对任意 α ∈ V 成立，

则称 V 是数域 F 上的线性空间，简记为 V(F) 或 V。线性空间 V 中的元素称为向量。
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§4.6.1 一般线性空间的定义

映射的观点
+ : V× V 7→ V，· : F× V 7→ V

问题：一般的线性空间为什么需要这八条运算规律？

.
例 4.11..

......

设 α1, . . . ,αm 为线性空间 V 中的向量，若存在不全为零的数
λ1, . . . , λm 使得 λ1α1 + · · ·+ λmαm = 0，则存在 αi (1 ≤ i ≤ m) 使
得

αi = −
λ1

λi
α1 − · · · −

λi−1

λi
αi−1 −

λi+1

λi
αi+1 − · · · −

λm

λi
αm.

思考：八条运算规律是否独立？
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§4.6.1 一般线性空间的定义

.
基本性质..

......

(1) 零向量唯一；
(2) 负向量唯一；
(3) 0α = θ; (−1)α = −α; λθ = θ；

(4) λα = θ ⇔ λ = 0 或 α = θ。
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§4.6.1 一般线性空间的定义
.
例 4.12..

......

下面是一些线性空间的例子，其中 F 为数域。

(1) 数组空间 Fn 按数组向量的加法与数乘构成线性空间；
(2) m× n 阶矩阵全体 Fm×n 按矩阵的加法与数乘构成线性空间；
(3) F = R，所有复数全体 C 按复数的加法、实数与复数的乘法
为数乘构成线性空间；

(4) 所有次数不超过 n 的多项式全体 Pn[x] 按多项式的加法, 及数
与多项式的乘法为数乘构成线性空间；

(5) 用 Cn 表示如下三角多项式全体
Cn = {a0+a1 cos θ+b1 sin θ+· · ·+an cos(nθ)+bn sin(nθ) | ai, bi ∈ F},
则在函数通常的加法、数与函数的乘法下构成线性空间。

(6) 用 C[a, b] 表示 [a, b] 上连续函数的全体，则 C[a, b] 在函数通
常的加法, 及数与函数乘法运算下构成线性空间。
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§4.6.2 一般线性空间的理论

数组空间中 Fn 的线性组合、线性相关、线性无关、极大无关组与
秩、子空间、基、维数等概念、性质与定理 ⇒ 是否可以推广到一
般的线性空间？答案是肯定的！
.
定义 4.13..

......

设 V 是数域 F 上的线性空间，S 是 V 中一组线性无关向量。如果
V 中任何向量都能表示成 S 的线性组合，则称 S 为 V 的一组基。
若 S 是有限的，则称 V 为有限维线性空间，S 中元素的个数称为
线性空间 V 的维数，记为 dimV。若 S 是无限的，则称 V 为无限
维线性空间，其维数为无穷大。设基 S = {α1, . . . ,αn} 是有限的，
则任意向量 α ∈ V 可以唯一地表示成 S 的线性组合

α = λ1α1 + · · ·+ λnαn,

称 (λ1, . . . , λn) 为向量 α 在基 S 下的坐标。
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§4.6.2 一般线性空间的理论

.
例 4.13..

......

设 Cn 是由三角多项式构成的线性空间，求向量组
S = {1, sin x, cos x, sin2 x, cos2 x, sin 2x, cos 2x}

的一个极大无关组。

.
例 4.14..

......

设 F 是数域，集合
V := {a0 + a1 cos x+ a2 cos 2x+ a3 cos 3x | a0, a1, a2, a3 ∈ F},

容易验证 V 在函数的加法、数与函数的乘法为数乘下构成线性空
间。证明向量组 S1 = {1, cos x, cos 2x, cos 3x} 及
S2 = {1, cos x, cos2 x, cos3 x} 分别构成 V 的基，并给出基变换公式。
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. . . . . .

§4.6.3 线性空间的同构
一般的线性空间与数组空间 Fn 有完全类似的结构与性质，例如
Pn[x] := {a0 + a1x+ · · ·+ anxn | a0, a1, . . . , an ∈ F}，若取 Pn[x] 的一
组基 {1, x, . . . , xn}，则对任意的多项式 p(x) = a0+a1x+ · · ·+anxn，
p(x) 可以用 (a0, a1, . . . an) ∈ Fn+1 来表示。

设 V 为 n 维线性空间，若 α1, . . . ,αn 为 V 的一组基，则 ∀x ∈ V，
x 可唯一的表示为：

x = x1α1 + · · ·+ xnαn,

从而 V 与 Fn = {(x1, . . . , xn) | x1, . . . , xn ∈ F} 建立了以一一映射
σ : V 7→ Fn, σ(x) = (x1, . . . , xn).

容易验证：映射 σ 是空间 V 到 Fn 的线性映射，即

(1) σ(x+ y) = σ(x) + σ(y), ∀x, y ∈ V,
(2) σ(λx) = λσ(x), ∀x ∈ V, λ ∈ F.
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§4.6.3 线性空间的同构

.
定义 4.14..

......

设 V1,V2 是数域 F 上两个线性空间，如果存在一一映射
σ : V1 → V2 满足

(1) σ(x+ y) = σ(x) + σ(y), ∀ x, y ∈ V1；
(2) σ(λx) = λσ(x), ∀λ ∈ F, x ∈ V1，

则称线性空间 V1 与 V2 同构，记为 V1 ∼ V2，σ 称为同构映射。
当 V1 = V2 时，称 σ 为自同构。
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§4.6.3 线性空间的同构

.
定理 4.17..

......

设 V1,V2,V3 是数域 F 上的线性空间，则有

(1) 若 dimV1 = n ⇒ V1 与 n 维数组空间 Fn 同构；

(2) 设 σ 是 V1 → V2 的同构映射⇒ σ−1 是 V2 → V1 的同构映射；

(3) 若 V1 ∼ V2，V2 ∼ V3 同构 ⇒ V1 ∼ V3 同构。

容易验证：同构是等价关系。
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§4.6.3 线性空间的同构
.
定理 4.18..

......

设 V1,V2 是数域 F 上的线性空间，σ : V1 → V2 是同构映射，则

(1) σ(01) = 02，这里 01,02 分别是 V1,V2 的零元素；

(2) σ(−α) = −σ(α)；

(3) σ(
m∑
i=1

λiαi) =
m∑
i=1

λiσ(αi)；

(4) V1 中向量组 S 线性无关（相关）⇔ σ(S) 在 V2 中线性无关

（相关）；

(5) M 是 V1 的基 ⇔ σ(M) 是 V2 的基；

(6) dimV1 = dimV2。

同构映射保持线性关系不变，譬如向量组之间的线性相关（无关）

性保持不变，极大无关组、秩、基、维数等均保持不变！
童伟华 线性代数 (B1)



线性代数 (B1)

童伟华

第四章线性空
间

§4.1 数组空间及其子
空间

§4.2 线性相关与线性
无关

§4.3 极大无关组与秩

§4.4 子空间、基与维
数

§4.5 线性方程组解集
的结构

§4.6 一般线性空间

§4.7 应用：差分方程

. . . . . .

§4.6.3 线性空间的同构

在数域 F 上，线性空间同构 ⇒ 维数相等，反之是否成立？

.
定理 4.19..
......数域 F 上的线性空间 V1 与 V2 同构 ⇔ dimV1 = dimV2。

⇒ 维数是同构等价关系下的全系不变量！
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§4.6.3 线性空间的同构

.
例 4.15..

......

给定三阶矩阵

A =


0 0 1

1 0 0

4 −2 1

 ,

令 V 是与 A 乘法可交换的三阶实方阵的全体。证明 V 在矩
阵加法与数乘下构成实数域 R 上的线性空间，并求 V 的一
组基与维数。
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. . . . . .

§4.7 应用：差分方程

在科学与工程领域中，譬如数字信号处理、经济学、人口统计学、
物理学等，经常会遇到如下形式的差分方程。
.
定义 4.15..

......

设给定常数 c0, c1, · · · , cn 及数列 {bk}，其中 cn ̸= 0。方程

cnxn+k + cn−1xn−1+k + · · ·+ c0xk = bk, k = 0, 1, 2, . . . , (1)

称为一个n 阶线性差分方程或线性递归关系。若 bk ≡ 0，则称方程
是齐次的；否则称方程是非齐次的。

差分方程被广泛应用于需要在离散时间测量或采样过程的建模以
及求解微分方程的差分方法中。

⇒ 从线性代数的观点出发，给出线性差分方程的求解方法。
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. . . . . .

§4.7.1 离散信号空间

在实际问题中，受限于数据采集设备或计算设备，人们处理的数
据往往离散的。为此, 引入
.
定义 4.16..

......

设 F 是一个数域，F 上的集合
S(F) , {(x0, x1, . . . , xk, . . .) | xk ∈ F, k = 0, 1, 2, . . .} ,

称为数域 F 上的离散信号空间，记 x = (x0, x1, . . . , xk, . . .)，
[x]k = xk。在集合 S(F) 上引入加法与数乘运算：

(1) 加法: x+ y = (x0 + y0, x1 + y1, . . . , xk + yk, . . .), ∀x, y ∈ S(F);
(2) 数乘: λx = (λx0, λx1, . . . , λxk, . . .), ∀x ∈ S(F), λ ∈ F。

容易验证：上述加法与数乘运算满足线性空间所要求的八条运算

规律 ⇒ S(F) 构成数域 F 上的一个线性空间。
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. . . . . .

§4.7.1 离散信号空间

零向量 0 = (0, 0, . . . , 0, . . .)

负向量 −x = (−x0,−x1, . . . ,−xk, . . .)

S(F) 是无穷维线性空间，有一组自然基：{
ek = (0, 0, . . . , 0,

k
↓
1, 0, . . .)

}+∞
k=0

对于任意的函数 f(t), t ∈ [t0,+∞), 通过离散时间采样, 譬如
取 tk = t0 + hk, k = 0, 1, 2, . . ., 数列 {fk = f(tk)}+∞

k=1 构成的向
量 f = (f0, f1, . . . , fk, . . .) ∈ S(F)
⇒ 在线性空间 S(F) 中研究关于向量 f 的差分方程
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. . . . . .

§4.7.2 差分算子与差分方程

.
定义 4.17..

......

设映射 E : S(F)→ S(F) 为
E(x) = (x1, x2, . . . , xk+1, . . .), ∀x = (x0, x1, . . . , xk, . . .),

即 [E(x)]k = xk+1，则称 E 为移位算子。

.
定义 4.18..

......

设映射 L : S(F)→ S(F) 为
L =

∑n
i=0 ai∆i =

∑n
i=0 ai(E− I)i =

∑n
i=0 ciE

i, E0 = I,
其中 ci ∈ F (i = 0, 1, 2, . . . , n) 且 c0cn ̸= 0，则称 L 为线性差分算
子。若记 p(λ) =

∑n
i=0 ciλi, 则有 L = p(E)，称 p(λ) 为线性差分算

子 L 的特征多项式。
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. . . . . .

§4.7.2 差分算子与差分方程

⇒ 线性差分方程 (1) 可以简写成 L(x) = b，其中
x = (x0, x1, . . . , xk, . . .)，b = (b0, b1, · · · , bk, . . .)。

.
例 4.16..

......

设 2 阶线性差分方程

xk+2 − 3xk+1 + 2xk = 0, k = 0, 1, 2, . . . .

求方程满足 x0 = 2, x1 = 1 的解。

思考：一般的线性差分方程如何求解？
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§4.7.3 差分方程的求解

考虑 n 阶齐次线性差分方程 L(x) = 0 解的全体

V , {x ∈ S(F) |L(x) = 0} . (2)

容易验证：V 包含零解，即 0 ∈ V ̸= ∅，且有

(1) ∀ x, y ∈ V⇒ x+ y ∈ V；

(2) ∀ x ∈ V, λ ∈ F⇒ λx ∈ V。

⇒ V 是线性空间 S(F) 的子空间，如何找出 V 的一组基？
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§4.7.3 差分方程的求解

假设 p(λ) 有 n 个互不相同的根 λ1, λ2, · · · , λn 的情形：

在 S(F) 中构造如下向量组
{
uj = (1, λj, λ

2
j , · · · , λkj , · · · )

}n

j=1

.
定理 4.20..

......

设 p(λ) 是线性差分算子 L 的特征多项式，λj 是 p(λ) 的一个
根，则 uj 是差分方程 L(x) = 0 的一个解。

.
定理 4.21..
......向量组 {u1,u2, · · · ,un} 构成差分方程解空间 V 的一组基。
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§4.7.3 差分方程的求解

.
定理 4.22..

......

n 阶齐次线性差分方程 L(x) = 0 的通解为

xk = µ1λ
k
1 + µ2λ

k
2 + · · ·+ µnλ

k
n, k = 0, 1, 2, . . . ,

其中系数 µ1, µ2, . . . , µn 由初始值 x0, x1, . . . , xn−1 唯一确定。

.
例 4.17..

......
(Fibonacci 数列) 设 fn+2 = fn+1 + fn，并且 f0 = 0, f1 = 1。求
数列 fn 的通项公式。
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§4.7.3 差分方程的求解

一般的情形：设 p(λ) 有 s 个不同的根 λ1, λ2, . . . , λs, 重数分别为
n1, n2, . . . , ns, 即 p(λ) = (λ− λ1)

n1(λ− λ2)
n2 . . . (λ− λs)

ns。

设 uj = (1, λj, λ
2
j , . . . , λ

k
j , . . .), 引入记号

u(l)j = d(l)
dλl

j
uj = ( d

(l)

dλl
j
1, d

(l)

dλl
j
λj, . . . ,

d(l)
dλl

j
λk
j , . . .), l = 1, 2, . . . , nj − 1.

⇒ Ei(u(l)j ) = Ei( d
(l)

dλl
j
uj) = d(l)

dλl
j
Ei(uj)

⇒ L(u(l)j ) = d(l)
dλl

j
L(uj) = d(l)

dλl
j
[p(λj)uj]

⇒ L(u(l)j ) = d(l)
dλl

j
[p(λj)uj] =

∑l
k=0

( l
k
)
p(l−k)(λj)u

(k)
j = 0

.
定理 4.23..

......

设 p(λ) 是线性差分算子 L 的特征多项式，λj 是 p(λ) 的一个 nj 重
根，则 uj, u

′

j , . . . , u
(nj−1)
j 均为差分方程 L(x) = 0 的解。
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. . . . . .

§4.7.3 差分方程的求解

.
定理 4.24..

......
向量组 {u1, u

′

1, . . . , u
(n1−1)
1 , . . . ,us,u

′

s, . . . , u
(ns−1)
s } 构成差分方程解

空间 V 的一组基。

.
定理 4.25..

......

n 阶齐次线性差分方程 L(x) = 0 的通解为

xk =
s∑

j=1

[
µj1 + µj2n+ · · ·+ µjnj

n!
(n− nj + 1)!

]
λk
j , k = 0, 1, 2, . . . ,

其中系数 {µj1, µj2, . . . , µjnj}sj=1 由初始值 x0, x1, . . . , xn−1 唯一确定。
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§4.7.3 差分方程的求解

.
例 4.18..

......
设 fn+4 = fn+3 + 3fn+2 − 5fn+1 + 2fn，并且 f0 = 1, f1 = −1, f2 = 0,
f3 = 1。求数列 fn 的通项公式。
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§4.7.3 差分方程的求解

考虑 n 阶非齐次线性差分方程 L(x) = b 解的全体

W , {x ∈ S(F) |L(x) = b} . (3)

与线性代数中非齐次线性方程组解集的讨论类似, 有
.
定理 4.26..

......

设 V, W 分别由 (2), (3) 定义, 则有

W = x0 + V , {x0 + x | x ∈ V},

其中 x0 是差分方程 L(x) = b 的一个特解.
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§4.7.3 差分方程的求解

求解差分方程 L(x) = b 的特解 x0 没有一般性的方法，但有
一些技巧，如待定系数法、化零多项式方法等。

.
例 4.19..

......
设非齐次差分方程为 fn+2 + fn+1 − 12fn = n2n。求该方程的通
解公式。
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Thanks for your attention!
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