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第九章 函数逼近

在理论和工程领域,经常会遇到函数逼近问题,即如何寻找简单的函数 φ(x)去近

似地代替一个复杂的函数 f(x),其中近似代替又称为逼近,函数 f(x)和 φ(x)分别称

为被逼近和逼近函数. 利用简单函数去逼近复杂函数的一个常用目的:使得一些常用
的操作,譬如函数求值、微分甚至积分,可以变得更容易执行. 另一个常用目的: 利用
函数的部分信息,譬如函数值表,重建或恢复一个函数. 常用于构造逼近函数的类包括:
多项式,三角多项式,分片多项式等. 下面是函数逼近的典型例子:

(1) 在区间 [−1, 1]上,确定具有最低次数的多项式 p(x)使得 |p(x)−arccos(x)| 6 10−7

成立. 更一般地,给定函数 f(x)和正数 ε,确定多项式 p(x),使在区间 [a, b]上有

|p(x)− f(x)| 6 ε;

(2) 通过观察或测量函数 f(x)得到一组离散数据: {(xi, yi) | i = 1, 2, . . . , n},在函数

空间 Φ = span{φi(x) | j = 1, 2, . . . ,m}中选择 φ(x) =

m∑
j=1

cjφj(x)使得逼近误差

最小,即

min
φ∈Φ

n∑
i=1

∣∣∣yi − φ(xi)
∣∣∣2 = min

c1,c2,··· ,cm∈R

n∑
i=1

∣∣∣yi − m∑
j=1

cjφj(xi)
∣∣∣2.

9.1 逼近问题的描述

在逼近问题中几乎都涉及到从一个集合中选择一个元素,使它在某种意义上接近
该集合外的一个预先给定的元素. 因此,若要确切的描述逼近问题,需要明确两个元素
之间的距离是如何度量的. 为了在统一的框架下描述逼近问题,下面引入赋范线性空
间.
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2 第九章 函数逼近

定义 9.1 设集合 V 是实数域 R上的线性空间,如果 V 中任意一个元素 f 都按某

一法则对应一个实数,记作 ∥f∥,并且它满足下列条件:

(1) 正定性: ∥f∥ > 0, ∀f ∈ V ; ∥f∥ = 0当且仅当 f = 0成立;

(2) 齐次性: ∥cf∥ = |c|∥f∥, ∀c ∈ R, ∀f ∈ V ;

(3) 三角不等式: ∥f + g∥ 6 ∥f∥+ ∥g∥, ∀f, g ∈ V .

上述对应关系可视为 V → R的映射,称为线性空间 V 的范数,并简记为 ∥ · ∥. 定义了
范数的线性空间称为赋范线性空间.

下面对常用的有限维线性空间 Rn和无穷维线性空间 C[a, b]分别引入范数.

例 9.1 记 Rn为 n维线性空间,在 Rn中定义

∥x∥2 =
(
x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n

)1/2
, ∀x = (x1, x2, · · · , xn)

T ∈ Rn.

易验证 ∥ · ∥2满足条件 (1) ∼ (3). 因此, Rn按 ∥ · ∥2构成一赋范线性空间. 事实上,若 n

维线性空间 Rn按常用的内积 (·, ·)构成欧氏空间,则范数 ∥x∥2可视为向量 x自己与自
己内积的平方根,即 ∥x∥2 =

√
(x, x),称 ∥x∥2为向量的2-范数或欧几里得范数. 另外,不

难验证 Rn还可按如下范数

∥x∥1 = |x1|+ |x2|+ · · ·+ |xn|, ∀x = (x1, x2, · · · , xn)
T ∈ Rn,

∥x∥∞ = max{|x1|, |x2|, · · · , |xn|}, ∀x = (x1, x2, · · · , xn)
T ∈ Rn,

分别构成不同的赋范线性空间. 更一般地,在 Rn中定义

∥x∥p = (|x1|p + |x2|p + · · ·+ |xn|p)1/p , ∀x = (x1, x2, · · · , xn)
T ∈ Rn,

构成向量 x的p-范数,前面的范数分别对应 p = 1, 2,∞的情形.

例 9.2 记 C[a, b]为区间 [a, b]上连续函数的全体,按通常的函数加法与数乘运算
构成线性空间. 在 C[a, b]中定义

∥f∥∞ = max
a6x6b

|f(x)|, ∀f ∈ C[a, b].

易验证 ∥ · ∥∞ 满足条件 (1) ∼ (3). 因此, C[a, b]按 ∥ · ∥∞ 构成一赋范线性空间,范数
∥ · ∥∞称为一致范数或 Chebyshev范数.
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例 9.3 记 Cr[a, b]为区间 [a, b]上 r次连续可微函数的全体. 定义 Cr[a, b]的范数

∥f∥∞ = max
x∈[a,b]

{
|f(x)|, |f ′(x)|, · · · , |f (r)(x)|

}
, ∀f ∈ Cr[a, b].

显然, C[a, b]是 Cr[a, b]的一个特殊情形.

例 9.4 记 Lp[a, b]为区间 [a, b]上所有满足∫ b

a

|f(x)|p dx < +∞, p > 1,

的 Lebesgue可积函数 f 构成的函数类 (Lebesgue积分是 Riemann积分的推广). 因区间
[a, b]上所有的连续函数都是 Riemann可积的,故 C[a, b] ⊂ L[a, b]. 在 Lp[a, b]中定义

∥f∥p =

(∫ b

a

|f(x)|p dx

)1/p

, ∀f ∈ Lp[a, b], (9.1)

可以证明 ∥ · ∥p 是 Lp[a, b]的一个范数. 注意,在 Lp[a, b]中约定: 将几乎处处相等的两
个可测函数 f , g视为同一函数.

在赋范线性空间中,可以按照下面的方式引入向量之间的距离.

定义 9.2 在赋范线性空间 V 中,定义函数

d(f, g) = ∥f − g∥, ∀f, g ∈ V,

称为 f 与 g之间的距离. 不难验证 d(f, g)满足距离定义所要求的条件:

(1) 正定性: d(f, g) > 0, ∀f ∈ V ; d(f, g) = 0当且仅当 f = g成立;

(2) 对称性: d(f, g) = d(g, f), ∀f, g ∈ V ;

(3) 三角不等式: d(f, g) 6 d(f, h) + d(h, g), ∀f, g, h ∈ V .

有了距离的定义,便可讨论函数的连续性.

引理 9.1 在赋范线性空间 V 中,加法,数乘和范数都是距离 d(f, g)下的连续函

数.

证明 设 V 中有收敛的序列 lim
n→∞

fn = f∗及 lim
n→∞

gn = g∗,则有

d(f∗ + g∗, fn + gn) = ∥f∗ + g∗ − (fn + gn)∥

6 ∥f∗ − fn∥+ ∥g∗ − gn∥

= d(f∗, fn) + d(g∗, gn),
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故而 lim
n→∞

(fn + gn) = lim
n→∞

fn + lim
n→∞

gn成立.

类似地,可以证明 lim
n→∞

λfn = λ lim
n→∞

fn和 lim
n→∞

∥fn∥ = ∥ lim
n→∞

fn∥成立. �

下面设 X 是赋范线性空间, M 是 X 的非空子集,我们希望从M 中选取元素逼近

X 中的元素,M 称为 X 的一个逼近集合.

定义 9.3 对于 x ∈ X ,如果有元素m∗ ∈M 使得

∥x−m∗∥ = inf
m∈M

∥x−m∥ , d(x,M),

则称m∗为子集M 逼近 x的最佳逼近元,记为m∗ ∈ BM (x),其中

BM (x) ,
{
m ∈M : ∥x−m∥ = d(x,M)

}
表示由M 逼近 x的最佳逼近元构成的集合,用 #BM (x)表示最佳逼近元的个数.

有了最佳逼近元的定义之后,自然地会产生以下问题:

(1) 存在性,即是否有 #BM (x) > 1;

(2) 唯一性,即是否有 #BM (x) 6 1;

(3) 最佳逼近元应具有什么特征;

(4) 最佳逼近元的构造及其应用.

定义 9.4 X 的一个子集M 称为列紧的,如果M 中的每个点列都有一个收敛于

M 中一点的子序列.

定理 9.2 设M是X的列紧子集,则对于任意的 x ∈ X ,存在最佳逼近元m∗ ∈M .

证明 若 x ∈M ,显然 x = m∗ ∈ BM (x). 下设 x ∈ X\M ,由于

d(x,M) = inf
m∈M

∥x−m∥,

故存在mn ∈M 使得 lim
n→∞

∥x−mn∥ = d(x,M). 利用M 的列紧性,存在 {mn}的子序
列 {mnk

}使得
lim
k→∞

mnk
= m∗ ∈M

成立. 又因范数的三角不等式,可知

∥x−m∗∥ 6 ∥x−mnk
∥+ ∥mnk

−m∗∥.
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上述不等式两边取极限,有 ∥x −m∗∥ 6 d(x,M). 另一方面, m∗ ∈ M 有 ∥x −m∗∥ >
d(x,M). 因此,存在m∗ ∈M 使得 ∥x−m∗∥ = d(x,M)成立. �

推论 9.3 若M 是 X 的线性子空间,且 dim(M) < +∞,则对任意的 x ∈ X ,存在
最佳逼近元m∗ ∈M .

证明 下面先证明 X 的任意有限维有界闭子集 F 是紧集. 因 F 是 X 的有限维线性

子空间,故存在一个线性无关集 {f1, f2, . . . , fn},使得每个 f ∈ F 都可唯一的表示成

f = λ1f1 + λ2f2 + · · ·+ λnfn, λ = (λ1, λ2, · · · , λn)
T ∈ Rn.

因此,定义映射 T : Rn 7→ F , T (λ) = f . 记集合 N = {λ ∈ Rn : T (λ) ∈ F},则 F 可视

为 N 在映射 T 下的像,且不难看出 T 在 Rn的 ∥ · ∥∞范数下是连续映射.
设 N 中任意收敛的序列 lim

n→∞
λn = λ∗,则

T (λ∗) = T ( lim
n→∞

λn) = lim
n→∞

T (λn).

因 F 是闭集,故 T (λ∗) ∈ F . 据 N 的定义,知 λ∗ ∈ N . 因此, N 是闭集.
记集合 S = {λ ∈ Rn : ∥λ∥∞ = 1},显然 S 是一个紧集,且 T 在 S 上连续. 因此,

∥T (λ)∥的下确界 α在 S 上能取到. 由于 f1, f2, · · · , fn 是线性无关的,从而 α > 0. 对
于任意的 λ(̸= 0) ∈ N ,则有

∥T (λ)∥ = ∥T (λ/∥λ∥∞)∥ · ∥λ∥∞ > α∥λ∥∞.

因 ∥T (λ)∥在 F 上有界,故 ∥λ∥∞在 N 上有界.
综上, N 是 Rn 的有界闭集,故是一个紧集. 又因为 F 是 N 在连续映射下的像,所

以 F 也是一个紧集.
记集合 K = {m ∈ M : ∥m − x∥ 6 ∥x∥},显然 0 ∈ K,故集合 K 非空. 容易看出,

K 是 X 的一个有限维的有界闭子集,利用前面的结论可知 K 是一个紧集. 考虑函数
f : K 7→ R,

f(m) = ∥m− x∥, ∀m ∈ K,

由引理9.1知 f(m)是K 上的连续函数. 因此, f(m)在紧集K 上可以取到最小值,即存
在m∗ ∈M 使得 ∥x−m∗∥ = d(x,M)成立. �

上述定理及推论回答了一般赋泛线性空间最佳逼近元的存在性问题.
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接下来, 我们讨论唯一性问题. 一般情况下, 最佳逼近元是不唯一的. 容易看出,
BM (x) = M

∩
B(x, d(x,M)),其中 B(x, d(x,M))表示以 x为球心,半径为 d(x,M)的

球. 因此最佳逼近元的唯一性与M 的性质及 X 中单位球的性质相关.

定义 9.5 设 M 是赋范线性空间 X 的非空子集, 称 M 是凸集, 如果对任意的
m1,m2 ∈ M , t ∈ (0, 1),均有 t ∗m1 + (1− t) ∗m2 ∈ M 成立. 进一步,若m1 ̸= m2,均
有 t ∗m1 + (1− t) ∗m2 ∈M◦成立 (M◦表示集合M 的内部),则称M 是严格凸集.

容易验证赋范线性空间的闭球 B(x, r)是凸集. 在 Rn 和 Lp[a, b]中,当 1 < p <∞
时,按范数 ∥ · ∥p 定义的闭球 B(x, r)是严格凸集;当 p = 1或 p = ∞时, B(x, r)是凸

集.

定义 9.6 如果赋范线性空间X 按某一范数 ∥ · ∥的闭球 B(x, r)是严格凸集,则称
该范数 ∥ · ∥是严格凸的.

几何上,严格凸意味者单位球在其球面上不含任何线段.

定理 9.4 设M 是 X 的列紧子集,且M 是严格凸集,则对任意的 x ∈ X ,存在唯
一的最佳逼近元m∗ ∈M .

证明 存在性由定理9.3保证. 下证唯一性. 若 d(x,M) = 0,则 BM (x) = {x},命题成
立. 不妨设 d(x,M) > 0,假若存在两个不同的元素m1,m2 ∈ BM (x),则有∥∥∥1

2
(m1 +m2)− x

∥∥∥ 6 1

2

∥∥∥m1 − x
∥∥∥+ 1

2

∥∥∥m2 − x
∥∥∥ = d(x,M).

因M 是凸集,故
1

2
(m1 +m2) ∈M ⇒ 1

2
(m1 +m2) ∈ BM (x). 考虑集合{

λ ∈ [0, 1] :
1

2
(m1 +m2) + λ

[
x− 1

2
(m1 +m2)

]
∈M

}
,

显然它存在上确界. 又由M 是列紧的,知 λ能取到最大值 λ̄. 此时,∥∥∥1
2
(m1 +m2) + λ̄

[
x− 1

2
(m1 +m2)

]
− x
∥∥∥ = (1− λ̄)d(x,M).

因M 是严格凸集,故
1

2
(m1 +m2)是M 的内点,从而有 λ̄ > 0. 利用上式,可知存在

m̄ =
1

2
(m1 +m2) + λ̄

[
x− 1

2
(m1 +m2)

]
∈M,

使得 ∥m̄− x∥ < d(x,M),这与 d(x,M)的最小性矛盾. �
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推论 9.5 若M 是 X 的线性子空间,且 dim(M) < +∞, X 的范数 ∥ · ∥是严格凸
的,则对任意的 x ∈ X ,存在唯一的最佳逼近元m∗ ∈M .

证明 存在性由推论9.3保证. 下证唯一性. 若 d(x,M) = 0,则 BM (x) = {x},命题成
立. 不妨设 d(x,M) > 0. 用反证法. 假设存在两个不同的元素 m1,m2 ∈ BM (x), 即

m1,m2 ∈ B(x, d(x,M)). 因X按范数 ∥·∥是严格凸的,故
1

2
(m1+m2)是B(x, d(x,M))

的内点. 因此,有 ∥∥∥1
2
(m1 +m2)− x

∥∥∥ < d(x,M).

因M 是 X 的线性子空间,故
1

2
(m1 +m2) ∈M ,这与 d(x,M)的最小性矛盾. �

本节仅讨论了一般赋范线性空间最佳逼近元的存在唯一问题. 关于其他的几个问
题,以后各节会逐一讨论. 接下来,针对一些具有重要理论意义和应用背景的赋范线性
空间研究相应的最佳逼近问题.

9.2 内积空间的最佳逼近

在线性代数中,我们学习过 n维的欧几里德空间,即装配了内积的有限维线性空
间,可以描述向量的长度、正交等几何性质. 对于无穷维的线性空间,可以按相同的方
式引入内积的定义.

定义 9.7 设集合 V 是实数域 R上的线性空间,如果 V 中任意一对元素 f, g都按

某一法则对应一个实数,记作 (f, g),并且满足下列条件:

(1) 对称性: (f, g) = (g, f), ∀f, g ∈ V ;

(2) 线性性: (λf + µg, h) = λ(f, h) + µ(g, h), ∀λ, µ ∈ R,∀f, g, h ∈ V ;

(3) 正定性: (f, f) > 0, ∀f ∈ V ; (f, f) = 0⇔ f = 0,

则称二元实函数 (·, ·)是线性空间 V 上的一个内积. 定义了内积的线性空间 V 称为内

积空间.

例 9.5 在 Rn空间中,任取一组标准正交基 e1, e2, · · · , en,则

(x, y) = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn, ∀x, y ∈ Rn,

其中 x = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen, y = y1e1 + y2e2 + · · ·+ ynen.
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例 9.6 在 L2[a, b]空间中,定义

(f, g) =

∫ b

a

f(x)g(x) dx, ∀f, g ∈ L2[a, b]. (9.2)

易验证 (·, ·)满足条件 (1) ∼ (3). 因此, L2[a, b]按 (·, ·)构成一内积空间.

命题 9.6 (Cauchy-Schwarz不等式)设 V 是内积空间,则有

|(f, g)| 6
√
(f, f) · (g, g), ∀f, g ∈ V.

证明 设 f, g ∈ V ,因 V 是线性空间,故 λf + g ∈ V (λ ∈ R). 利用内积的正定性,知

(λf + g, λf + g) > 0⇐⇒ λ2(f, f) + 2λ(f, g) + (g, g) > 0.

因上式对任意的 λ ∈ R成立,故由二次函数的性质知:

4(f, g)2 − 4(f, f) · (g, g) 6 0 =⇒ |(f, g)| 6
√
(f, f) · (g, g).

由于 f, g是任取的,故命题成立. �

若在内积空间 V 中定义

∥f∥ =
√
(f, f), ∀f ∈ V,

则有

∥f + g∥2 = (f + g, f + g) = (f, f) + 2(f, g) + (g, g)

6 (f, f) + 2
√
(f, f) · (g, g) + (g, g) = (∥f∥+ ∥g∥)2,

即 ∥f + g∥ 6 ∥f∥+ ∥g∥. 易验证, ∥ · ∥构成 V 的一个范数,称 ∥ · ∥是内积诱导的范数.
与一般的赋范线性空间不同,内积空间具有很好的几何性质.

命题 9.7 (平行四边形等式)设 V 是内积空间,则有

∥f + g∥2 + ∥f − g∥2 = 2(∥f∥2 + ∥g∥2).

证明 设 f, g ∈ V ,因 V 是线性空间,故 f + g, f − g ∈ V . 经简单计算知

∥f + g∥2 = (f + g, f + g) = (f, f) + 2(f, g) + (g, g),

∥f − g∥2 = (f − g, f − g) = (f, f)− 2(f, g) + (g, g),
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上面两式相加即得. �

在内积空间中,若 f 与 g 的内积为零,即 (f, g) = 0,则称 f 与 g 是正交的. 此时,
∥f + g∥2 = ∥f∥2 + ∥g∥2,类似于欧式空间中的勾股定理.

下面,在内积空间中讨论最佳逼近问题.

定义 9.8 设 V 是内积空间, M ⊂ V 为有限维子空间. 对于 x ∈ V ,如果有元素
m∗ ∈M 使得

∥x−m∗∥ = inf
m∈M

∥x−m∥ , d(x,M),

则称m∗ 为子集M 逼近 x的最佳逼近元,将所有M 中 x的最佳逼近元构成的集合记

作 BM (x),这里 ∥ · ∥是 V 内积诱导的范数.

首先,我们证明内积空间中最佳逼近元的存在唯一性.

定理 9.8 对于任意的 x ∈ V ,存在唯一的最佳逼近元m∗ ∈M .

证明 据定义, V 是内积空间,按内积诱导的范数 ∥ · ∥构成赋范线性空间, M 是 V 的

有限维子空间. 因此,利用推论9.3,存在性得证.
下证唯一性, 用反证法. 设 M 中存在两个不同的最佳逼近元素 m1,m2, 使得

d(x,M) = ∥x−m1∥ = ∥x−m2∥. 因M 是 V 的线性子空间,故 (m1 +m2)/2 ∈M . 容
易看出

d(x,M) 6
∥∥∥x− m1 +m2

2

∥∥∥ 6 1

2

∥∥∥x−m1

∥∥∥+ 1

2

∥∥∥x−m2

∥∥∥ = d(x,M),

即 (m1 +m2)/2亦是 x的最佳逼近元. 此外,利用内积的平行四边形等式可得

d(x,M)2 =
∥∥∥x− m1 +m2

2

∥∥∥2 = ∥∥∥x−m1

2
+

x−m2

2

∥∥∥2
=

1

2

(
∥x−m1∥2 + ∥x−m2∥2

)
−
∥∥∥x−m1

2
− x−m2

2

∥∥∥2
= d(x,M)2 − 1

4
∥m1 −m2∥2.

因此,m1 = m2,与假设矛盾,故原命题正确. �

其次,我们给出刻画内积空间最佳逼近元的特征性质.
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定理 9.9 对任意的 x ∈ V , 则 m∗ ∈ M 为 x 的最佳逼近元的充分必要条件是

x−m∗与M 中的任意元素正交,即

(x−m∗,m) = 0, ∀m ∈M.

证明 (必要性)用反证法. 假设存在某一元素m ∈M ,使得 (x−m∗,m) ̸= 0. 显然,m
不为零元素. 若令

m◦ =
m

∥m∥
, λ = (x−m∗,m◦),

则有

∥x−m∗ − λm◦∥2 = (x−m∗ − λm◦, x−m∗ − λm◦)

= ∥x−m∗∥2 − 2λ(x−m∗,m◦) + λ2

= ∥x−m∗∥2 − λ2

< ∥x−m∗∥2,

与m∗为 x的最佳逼近元的定义矛盾! 故假设错误,原命题正确.
(充分性)若对任意的m ∈M ,均有 (x−m∗,m) = 0成立,则有

∥x−m∥2 − ∥x−m∗∥2 = ∥m∥2 − ∥m∗∥2 − 2(x,m) + 2(x,m∗)

= ∥m−m∗∥2 + 2(x−m∗,m∗ −m)

= ∥m−m∗∥2 > 0.

因此,m∗为 x的最佳逼近元. �

定理9.9的几何意义: x在M 中的正交投影m∗即为 x的最佳逼近元. 利用该定理,
最佳逼近元的距离可表示为:

d(x,M)2 = (x, x)− (x,m∗). (9.3)

下面,假设M 是 X 的 n维线性子空间, M 有一组基: φ1, φ2, · · · , φn,那么 x的最

佳逼近元m∗可表示为m∗ =
n∑

i=1

c∗iφi. 利用定理9.9,m分别取 φ1, φ2, · · · , φn,可得

n∑
i=1

(φi, φj) c
∗
i = (x, φj), j = 1, 2, · · · , n, (9.4)
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称式 (9.4)为最佳逼近元的法方程组. 若引入记号

G =


(φ1, φ1) (φ1, φ2) · · · (φ1, φn)

(φ2, φ1) (φ2, φ2) · · · (φ2, φn)
...

...
. . .

...
(φn, φ1) (φn, φ2) · · · (φn, φn)

 , c∗ =


c∗1

c∗2
...
c∗n

 , b =


(x, φ1)

(x, φ2)
...

(x, φn)

 ,

则法方程组可写成 G c∗ = b. 基于 {φi}ni=1 的线性无关性,容易证明矩阵 G是正定的.
因此,法方程组的解存在且唯一.
进一步,若 φ1, φ2, · · · , φn构成M 的一组正交基,则 G是一个对角矩阵,法方程组

可以直接解出,最佳逼近元m∗显式地表示为

m∗ =
n∑

i=1

(x, φi)

(φi, φi)
φi, (9.5)

称式 (9.5)为 x的广义 Fourier展开, φi的系数为广义 Fourier系数. 利用 {φi}ni=1的正

交性,可知式 (9.3)等价于

∥x−m∗∥2 = ∥x∥2 −
n∑

i=1

(c∗i )
2∥φi∥2, c∗i =

(x, φi)

(φi, φi)
.

在上式中,若令 n→∞,则得 Bessel不等式:

∞∑
i=1

(c∗i )
2∥φi∥2 6 ∥x∥2.

特别地,若最佳逼近元序列收敛于 x,则上述不等式变成等式,称为广义 Parseval等式.

最后,我们讨论有限维内积空间正交基的存在性.

定理 9.10 任何 n维内积空间M 都存在正交基.

证明 因M 是有限维线性空间,故存在一组基 φ1, φ2, · · · , φn. 接下来,通过如下算法
构造正交基 e1, e2, · · · , en:

(1) e1 = φ1;

(2) ei = φi −
i−1∑
j=1

(φi, ej)

(ej , ej)
ej , j = 2, · · · , n.
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先证 ei ̸= 0. 若不然,则 φi 与 e1, e2, · · · , ei−1 线性相关,与 φ1, φ2, · · · , φn 是一组基相

矛盾. 接着,用归纳法证明 e1, e2, · · · , en 相互正交. 容易验证: e2 与 e1 正交. 对于一般
的 ei,利用归纳假设,则有

(ei, ek) = (φi, ek)−
i−1∑
j=1

(φi, ej)

(ej , ej)
(ej , ek) = (φi, ek)−

(φi, ek)

(ek, ek)
(ek, ek) = 0,

其中 k = 1, 2, · · · , i− 1. 定理得证. �

若将 {ei}ni=1 进一步规范化,则得M 的一组标准正交基. 证明过程中用到的算法
称为 Gram-Schmidt正交化,是一个非常重要的构造性算法. 下面针对一些重要内积空
间的最佳逼近问题作更深入的讨论.

9.3 最小二乘法

在科学研究和工程应用领域,经常会遇到函数 f(x)的表达式未知或者难以用初等

函数表示的情况,但是可以通过观察或测量的方式获得 f(x)的一组离散值{
(xi, yi) : yi = f(xi)

}n
i=1

,

即观测数据. 那么如何根据这些数据,来确定自变量 x和因变量 y之间的关系? 一种方
式是使用插值的方法,即

φ(xi) = f(xi), i = 1, 2, · · · , n,

来构造函数 φ(x)以逼近未知函数 f(x). 但是,该方法存在以下两个问题:

(1) 当数据有误差时,用插值方式来构造函数不能合理地处理误差带来的影响;

(2) 当数据量很大时,用多项式插值容易出现数值不稳定的情况.

另一种方式是使用拟合的方法,要求 φ(x)与 f(x)之间的误差或距离最小,即

min
φ∈Φ
∥φ− f∥, i = 1, 2, · · · , n, (9.6)

其中 ∥ · ∥表示函数空间 Φ的某种范数. 明显地,这是一个函数逼近问题.
在数据拟合问题 (9.6)中,选用函数空间 Lp[a, b]及范数 ∥ · ∥p 是合适的. 但是仍存

在一个问题,即函数 f(x)是信息不全的,仅知道 f(x)在某些观测点的值. 因此,我们可



9.3 最小二乘法 13

选择使用式 (9.1)的离散逼近来刻画 f(x)与 φ(x)之间的误差或距离,即

∥φ− f∥p ,
(

n∑
i=1

∣∣∣φ(xi)− f(xi)
∣∣∣p) 1

p

. (9.7)

在实际应用中, p常取 1, 2或 +∞. 当 p = 2时,最优化问题 (9.6)称为最小二乘问
题. 最小二乘法源于天文学和测地学的应用需要,分别由德国数学家高斯 (C. F. Gauss)
和法国数学家勒让德 (A. M. Legendre)独立提出,如今被广泛应用于统计学、逼近论和
控制论等领域. 当 p = 1或 p = +∞时,最优化问题 (9.6)的求解变得复杂了,因为目标
函数是不可微的. 但是,近年来随着压缩感知与稀疏表示技术的发展,已经涌现了一些
较好的数值方法用于求解这类优化问题,感兴趣的读者可参见文献 [10].
在数据拟合问题 (9.6)中, 另一个关键的问题是函数空间 Φ的选取, 即问题的数

学模型. 一般来说, 函数空间 Φ 主要靠人们的专业知识或工作经验来决定. 常用的
函数空间 Φ包括: 多项式空间 Pn[x]、样条函数空间 S(Pm[x],M,∆)或经验函数空间{
aebx | a, b ∈ R

}
等.

为了简化问题, 下面假设 Φ是线性空间, 函数组 {φi(x)}mi=1 构成它的一组基, 取
p = 2,那么问题 (9.6)可写成

min
φ∈Φ

∥∥∥φ− f
∥∥∥2
2
= min

c1,c2,··· ,cm∈R

n∑
i=1

[
m∑
j=1

cjφj(xi)− f(xi)

]2
, (9.8)

称为数据的最小二乘拟合问题. 因为 p = 2,所以可用内积空间的最佳逼近理论来处理.
不难验证,式 (9.7)的范数 ∥ · ∥2是离散内积

(f, g) ,
n∑

i=1

f(xi) g(xi) (9.9)

诱导的拟范数. 因此,根据定理9.9,最小二乘拟合问题可通过法方程组求解,即

G c = b, G = (gij) ∈ Rm×m, c = (ci) ∈ Rm, b = (bi) ∈ Rm, (9.10)

其中 gij =
n∑

l=1

φi(xl)φj(xl), bi =
n∑

l=1

φi(xl)f(xl).

例 9.7 澳大利亚生物学家 P. Sale和 R. Dybdall两年间在某处做的鱼类抽样调查
如下表所示:
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xi 13 15 16 21 22 23 25 29 30 31 16
yi 11 10 11 12 12 13 13 12 14 16 17

xi 40 42 55 60 62 64 70 72 100 130
yi 13 14 22 14 21 21 24 17 23 34

表 9.1: 鱼的数量和种类,其中 x为鱼的数量, y为鱼的种类

试用线性函数拟合鱼的数量和种类之间的关系.

解 设 φ(x) = c0 + c1x,则线性函数拟合的法方程组为
m

m∑
i=1

xi

m∑
i=1

xi

m∑
i=1

x2
i


c0

c1

 =


m∑
i=1

yi

m∑
i=1

xiyi

 .

将表9.1中的数据代入并求解得(
21 956

956 61640

)(
c0

c1

)
=

(
344

18913

)
=⇒

(
c0

c1

)
≈

(
8.20841

0.17952

)
,

即 φ(x) = 8.20841 + 0.17952x,输入数据和拟合函数如图9.1所示. �

ϕ(x) = c0 + c1x

0 20 40 60 80 100 120 140

x

10

20

30

40

50

y

图 9.1: 线性函数拟合

更多的例子...
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前面主要讨论了函数 y依赖于单个变量的情形. 如果 y是多个自变量x1, x2, · · · , xm

的函数,那么可以把这些自变量本身视为一组基,建立如下模型:

y ≈ c1x1 + c2x2 + · · ·+ cmxm,

来预测 y,其中系数 {ci}mi=1可利用最小二乘法求解,即

min
c1,c2,··· ,cm∈R

n∑
j=1

[
m∑
i=1

cixij − yj

]2
.

在数理统计中,上述方法又称为多元线性回归.

例 9.8 为了开拓市场,某公司对其新产品作了一系列调查,他们发现这一新产品
的销量与下列事件关系密切: 其一是温度,其二是上证指数,其三是广告费,其四是推
销员数,其五是返修率,详细数据见下表.

记录 温度 上证指数 广告费 推销员数 返修率 销售量

1 39 567 10000 2 0.20 75
2 37 679 0 3 0.15 68
3 30 346 5000 3 0.10 105
4 25 987 5000 3 0.08 136
5 25 1101 0 4 0.07 152
6 10 1004 5000 5 0.07 191
7 15 667 0 4 0.05 148
8 5 604 10000 6 0.04 234

假设这些事件与销量量近似成线性关系,试求这种关系的数学表达式.

解 设销售量为 y,用 x1, x2, x3, x4, x5分别表示温度、上证指数、广告费、推销员数、

返修率,则需确定函数

y = c1x1 + c2x2 + c3x3 + c4x4 + c5x5.



16 第九章 函数逼近

利用最小二乘法,系数 c1, c2, · · · , c5需要满足法方程组:

5390 132881 765000 594 21.75

132881 4906337 23395000 22886 533.67

765000 23395000 275000000 135000 3650

594 22886 135000 124 2.46

21.75 533.67 3650 2.46 0.0928





c1

c2

c3

c4

c5


=



21091

858427

5250000

4636

87.35


解得:

y ≈ 0.68772x1 + 0.043703x2 + 0.0048631x3 + 29.607x4 − 447.36x5.

�

接下来,讨论矛盾方程组的最小二乘解. 若记

F (c1, c2, · · · , cm) ,
n∑

i=1

[
m∑
j=1

cjφj(xi)− f(xi)

]2
,

则 F (c1, c2, · · · , cm)是关于变量 c1, c2, · · · , cm的多元二次函数. 令

A =


φ1(x1) φ2(x1) · · · φm(x1)

φ1(x2) φ2(x2) · · · φm(x2)
...

...
. . .

...
φ1(xn) φ2(xn) · · · φm(xn)

 , f =


f(x1)

f(x2)

· · ·
f(xn)

 ,

则

F (c1, c2, · · · , cm) =
∥∥A c− f

∥∥2
2
= cTATAc− 2cTAT f+ fT f.

一般地,当 n ≫ m时,若线性方程组 A c = f无解,则称它为矛盾方程组. 对于矛盾方
程组,称取到

min
c∈Rm

∥∥A c− f
∥∥2
2

(9.11)

的 c为矛盾方程的最小二乘解. 容易看出,矛盾方程的最小二乘解是内积空间 Rn 中的

最佳平方逼近问题,即在 A的列空间中选取元素最佳逼近 Rn 中的元素 f. 此外,数据
拟合的最小二乘问题 (9.8)可以视为矛盾方程组的最小二乘解. 从前面的讨论可知,矛
盾方程的最小二乘解可通法方程组求解,即

G c = b⇐⇒ ATA c = AT f.
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注解 9.1 利用多元二次函数的极值理论,亦可导出求解矛盾方程最小二乘解的法
方程组. 事实上,多元二次函数 F (c1, c2, · · · , cm)取极值的必要条件为

∂F

∂c
=


∂F
∂c1
∂F
∂c2
...

∂F
∂cm

 = 2ATAc− 2AT f = 0⇐⇒ ATA c = AT f,

即驻点条件. 又因为 ATA是半正定的,所以函数 F (c1, c2, · · · , cm)在驻点取到最小值.

关于矛盾方程的最小二乘解有下面的结论.

定理 9.11 设 A ∈ Rn×m, f ∈ Rn,则

(1) 线性方程组 ATA x = AT f恒有解;

(2) 函数
∥∥A x− f

∥∥
2
取到最小值⇐⇒ x满足 ATA x = AT f;

(3) 线性方程组 ATA x = AT f的解是唯一的⇐⇒ rankA = n.

更多的例子...

最后,利用矩阵 A的秩来分析最小二乘问题解集的性质:

(1) 当 rank(A) = m = n时, 即 A是可逆方阵. 最小二乘问题 (9.11)与线性方程组
Ac = f同解,且解是唯一的;

(2) 当 rank(A) = m < n时,即 A是列满秩的. 因为 rank(ATA) = rank(A) = m,所以
ATA可逆,最小二乘问题的解也是唯一的;

(3) 当 rank(A) < min {m,n}时,即 A是秩亏损的. 此时,最小二乘问题有无穷多组
解.

对于前两种情形,最小二乘问题的解可以通过求解线性方程组得到,常用的方法包
括: Cholesky分解、QR分解等方法. 而对于最后一种情形,必须采用特殊的求解方法,
且需要考虑确定数值秩这一难题,一个常用的方法是使用奇异值分解 (Singular Value
Decomposition, SVD),具体的内容可参见文献 [11].
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9.4 最佳平方逼近与正交多项式

本节主要讨论函数的最佳多项式逼近问题,即连续情形的最佳平方逼近问题. 记
L2

ρ[a, b]是区间 [a, b]上满足 ∫ b

a

ρ(x)f2(x) dx < +∞

的 Lebesgue可积函数 f 构成的函数类,其中称非负函数 ρ(x)为权函数,如果 ρ(x)满

足:

(1) 对于非负整数 n,积分
∫ b

a

ρ(x)xn dx存在且有限;

(2) 对于非负连续函数 g(x),若有
∫ b

a

ρ(x)g(x) dx = 0,则 g(x)
∣∣∣
[a,b]
≡ 0.

显然,当 ρ(x) ≡ 1时,即为 L2[a, b]. 在 L2
ρ[a, b]中,定义

(f, g) =

∫ b

a

ρ(x)f(x)g(x) dx, ∀f, g ∈ L2
ρ[a, b],

∥f∥ =
√
(f, f), ∀f ∈ L2

ρ[a, b].

不难验证, (·, ·)与 ∥ · ∥分别构成 L2
ρ[a, b]的内积与范数.

令 Pn[x]为所有次数不超过 n的多项式构成的空间,则 Pn[x]是 L2
ρ[a, b]的 n + 1

维子空间. 利用定理9.8知,对任意的 f ∈ L2
ρ[a, b],存在唯一的 n次多项式

p(x) =
n∑

i=0

cix
i ∈ Pn[x],

使得 ∥f − p∥取到最小值,即最佳平方逼近多项式. 多项式 p(x)的系数可由如下法方

程确定:
n∑

i=0

(xj , xi) ci = (f, xj), j = 0, 1, · · · , n, (9.12)

其中

(xj , xi) =

∫ b

a

ρ(x)xi+j dx, (f, xj) =

∫ b

a

ρ(x)f(x)xj dx.

例 9.9 设 f(x) = sin(πx),求 f(x)在区间 [0, 1]上的二次最佳平方逼近多项式.
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解 取函数空间M = span{1, x, x2},由定理9.8知,二次最佳平方逼近多项式 p∗2(x)存

在且唯一. 据式 (9.12),取权函数 ρ(x) = 1,容易算得

(φ0, φ0) = 1, (φ0, φ1) = 1/2, (φ0, φ2) = 1/3,

(φ1, φ0) = 1/2, (φ1, φ1) = 1/3, (φ1, φ2) = 1/4,

(φ2, φ0) = 1/3, (φ2, φ1) = 1/4, (φ2, φ2) = 1/5,

(f, φ0) =

∫ 1

0

sin(πx) dx =
2

π
,

(f, φ1) =

∫ 1

0

x sin(πx) dx =
1

π
,

(f, φ2) =

∫ 1

0

x2 sin(πx) dx =
π2 − 4

π3
,

故 p∗2(x) = c0 + c1x+ c2x
2满足法方程

1
1

2

1

3
1

2

1

3

1

4
1

3

1

4

1

5




c0

c1

c2

 =


2

π
1

π
π2 − 4

π3


求解出

c0 =
12π2 − 120

π3
≈ −0.050465, c1 =

720− 60π2

π3
≈ 4.12251, c2 = −c1 ≈ −4.12251.

因此, p∗2(x) ≈ −0.050465 + 4.12251x− 4.12251x2,逼近情况如图9.2所示. �

当 [a, b] = [0, 1], ρ(x) = 1时,法方程组 (9.12)的系数矩阵是

H =



1
1

2
· · · 1

n
1

2

1

3
· · · 1

n+ 1
...

...
. . .

...

1

n+ 1

1

n+ 2
· · · 1

2n+ 1


,

H 称为希尔伯特 (Hilbert)矩阵. 当 n较大时,可以证明 H 是病态的. 因此,对于许多实
际问题来说,通过法方程来确定函数的最佳平方逼近多项式是有困难的. 然而,通过分
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sin(πx)

p
∗

2
(x)

0 0.5 1

x

0.5

1

y

图 9.2: 函数 sin(πx)在区间 [0, 1]上的二次最佳平方逼近

析不难发现,如果能找到 Pn[x]的一组正交基,即正交多项式,那么法方程组 (9.12)的
系数矩阵就是对角矩阵,线性方程组便可直接求解,即式 (9.5),从而保证了计算的可靠
性. 另外,正交多项式本身在数值积分,微分方程,数学物理方法,编码理论等领域也有
重要的应用.

定义 9.9 定义在 [a, b]上的函数系 {gl(x)}nl=0称为 Pn[x]的一组正交多项式基,如
果它满足以下条件

(1) gl(x)是 l次多项式,即 gl(x) = alx
l + al−1x

l−1 + · · ·+ a0, al ̸= 0;

(2) (gi, gj) = 0, ∀i ̸= j; (gi, gi) > 0, i = 0, 1, · · · , n,

其中 gl(x) 称为l 次正交多项式. 进一步, 若有 (gi, gi) = 1, i = 0, 1, · · · , n, 则称
{gl(x)}nl=0是 [a, b]上 Pn[x]一组规范正交多项式基.

利用正交性,对于任意的 k次多项式 pk(x),则有

(pk, gl) = 0, l > k.

令 g∗l (x) = gl(x)/al, l = 0, 1, · · · , n,称 {g∗l (x)}nl=0 为 [a, b]上 Pn[x]一组首项系数

为 1的正交多项式基. 下面给出它的计算公式.
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定理 9.12 正交多项式基 {g∗l (x)}nl=0有递推公式:
g∗0(x) = 1, g∗1(x) = x− (xg∗0 , g

∗
0)

(g∗0 , g
∗
0)

,

g∗k(x) = (x− ak)g
∗
k−1(x)− bkg

∗
k−2(x), k = 2, 3, · · · , n,

(9.13)

其中 ak =
(xg∗k−1, g

∗
k−1)

(g∗k−1, g
∗
k−1)

, bk =
(xg∗k−1, g

∗
k−2)

(g∗k−2, g
∗
k−2)

.

证明 从递推关系式 (9.13),不难看出 g∗k(x)是首项系数为 1的多项式,故均不为零.
于是在 ak 与 bk 公式中的分母皆非零. 下面用数学归纳法来证明 (g∗n, g

∗
i ) = 0,对任意

的整数 i < n成立.
当 n = 1时,容易验证

(g∗1 , g
∗
0) = (x− a1, g

∗
0) = (x, g∗0)− (a1, g

∗
0)

= (x, g∗0)− (xg∗0 , g
∗
0) = 0.

假设命题对 n− 1成立,那么

(g∗n, g
∗
n−1) = (xg∗n−1 − ang

∗
n−1 − bng

∗
n−2, g

∗
n−1)

= (xg∗n−1, g
∗
n−1)− an(g

∗
n−1, g

∗
n−1) = 0.

类似地有

(g∗n, g
∗
n−2) = (xg∗n−1 − ang

∗
n−1 − bng

∗
n−2, g

∗
n−2)

= (xg∗n−1, g
∗
n−2)− bn(g

∗
n−2, g

∗
n−2) = 0.

而对于 i < n− 2,我们有

(g∗n, g
∗
i ) = (xg∗n−1 − ang

∗
n−1 − bng

∗
n−2, g

∗
i ) = (xg∗n−1, g

∗
i )

= (g∗n−1, xg
∗
i ) = (g∗n−1, g

∗
i+1 + ai+1g

∗
i + bi+1g

∗
i−1) = 0.

从而定理得证. �

下面,我们证明一个非常有用的结论.

定理 9.13 若 f(x)为 [a, b]上任一连续函数,与 g∗0(x), g
∗
1(x), · · · , g∗n(x)都正交,则

f(x)在 (a, b)中至少变号 n+ 1次或者恒等于零.
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证明 因 f ⊥ g∗0 ,且 g∗0 = 1,故 ∫ b

a

ρ(x)f(x) dx = 0.

于是,若 f ̸= 0,则 f(x)在 (a, b)中至少变号一次.
若 f(x)在 (a, b)中变号 k次,且 k < n+1. 令 x1 < x2 < · · · < xk为 (a, b)中 f(x)

发生变号的点,则在每个区间 (a, x1), (x1, x2), · · · , (xk, b)中 f(x)不变号,但在相邻的

区间内符号相反. 令 k次多项式 p(x) =

k∏
i=1

(x− xi),显然 p(x)亦具有此性质. 于是

∫ b

a

ρ(x)f(x)p(x) dx ̸= 0.

另一方面,因 f(x)与 g∗0(x), g
∗
1(x), · · · , g∗n(x)都正交,故 f(x)与 p(x)正交,这与上式相

矛盾. �

推论 9.14 若 f(x)为 [a, b]上任一连续函数, p(x)是 f(x)的 n次最佳平方逼近多

项式,则 p(x)在 (a, b)中至少 n+ 1个点插值于 f(x).

证明 因 p(x) 是 f(x) 的最佳平方逼近多项式, 利用定理 (9.9), 知 (p − f)(x) 与

g∗0(x), g
∗
1(x), · · · , g∗n(x)都正交. 利用定理 (9.13),推论得证. �

与一般的多项式不同,正交多项式的零点具有很好的性质.

定理 9.15 区间 [a, b]上的 l次正交多项 g∗l (x)恰有 l个互异的实根,并且全部位
于 [a, b]的内部.

证明 因 g∗l (x)与 g∗0(x), g
∗
1(x), · · · , g∗l−1(x)都正交,且 g∗l (x)是首项系数为 1的多项

式,利用定理 (9.13),知 g∗l (x)在 (a, b)中至少变号 l次. 又利用代数基本定理,知 g∗l (x)

在复数域 C具有 l个根. 于是,推论得证. �

最后,给出几类常用的带权正交多项式.

1) 勒让德 (Legendre)多项式

设 ρ(x) ≡ 1,区间 [−1, 1]上 Pn(x)的正交基 {Pk(x)}nk=0,称 Pk(x)为勒让德多项

式. 利用正交多项式的定义,可写出 Pk(x)的解析表达式:

Pk(x) =
1

2kk!

dk

dxk

[
(x2 − 1)k

]
, k = 0, 1, · · · , n. (9.14)
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实际应用中,因为求高阶导数较麻烦,所以使用下面递推公式计算:

Pk+1(x) =
2k + 1

k + 1
xPk(x)−

k

k + 1
Pk−1(x), k = 1, 2, · · · , n. (9.15)

利用上式,不难证明,当 k 为偶数时, Pk(x)为偶函数;当 k 为奇数时, Pk(x)为奇

函数.

2) 第一类切比雪夫 (Chebyshev)多项式

设 ρ(x) = (1−x2)−1/2,区间 [−1, 1]上 Pn(x)的正交基 {Tk(x)}nk=0,称 Tk(x)为第

一类切比雪夫多项式. 利用正交多项式的定义,可写出 Tk(x)的解析表达式:

Tk(x) = cos(k arccosx), k = 0, 1, · · · , n. (9.16)

由三角恒等式 cos kθ + cos(k − 2)θ = 2 cos θ cos(k − 1)θ,可得 Tk(x)的递推计算

公式: Tk+1(x) = 2xTk(x)− Tk−1(x), k = 1, 2, · · · , n,

T0(x) = 1, T1(x) = x.
(9.17)

利用数学归纳法,容易证明, Tk(x)是首项系数为 2k−1的 k次多项式,且 T2k 只含

x的偶次幂, T2k−1只含 x的奇次幂.

3) 第二类切比雪夫 (Chebyshev)多项式

设 ρ(x) = (1− x2)1/2,区间 [−1, 1]上 Pn(x)的正交基 {Uk(x)}nk=0,称 Uk(x)为第

二类切比雪夫多项式. 第二类切比雪夫多项式的解析表达式

Uk(x) =
sin[(k + 1) arccosx]√

1− x2
, k = 0, 1, · · · , n. (9.18)

Uk(x)的递推计算公式:Uk+1(x) = 2xUk(x)− Uk−1(x), k = 1, 2, · · · , n,

U0(x) = 1, U1(x) = 2x.
(9.19)

4) 拉盖尔 (Laguerre)多项式

设 ρ(x) = e−x,区间 [0,+∞)上 Pn(x)的正交基 {Lk(x)}nk=0,称 Lk(x)为拉盖尔

多项式. 拉盖尔多项式的解析表达式

Lk(x) = ex
dk

dxk
(xke−x), k = 0, 1, · · · , n. (9.20)
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Lk(x)的递推计算公式:Lk+1(x) = (2k + 1− x)Lk(x)− k2Lk−1(x), k = 1, 2, · · · , n,

L0(x) = 1, L1(x) = 1− x.
(9.21)

5) 埃尔米特 (Hermite)多项式

设 ρ(x) = e−x2 ,区间 (−∞,+∞)上 Pn(x)的正交基 {Hk(x)}nk=0,称 Hk(x)为埃

尔米特多项式. 埃尔米特多项式的解析表达式

Hk(x) = (−1)nex
2 dk

dxk
(e−x2

), k = 0, 1, · · · , n. (9.22)

Lk(x)的递推计算公式:Hk+1(x) = 2xHk(x)− 2kHk−1(x), k = 1, 2, · · · , n,

L0(x) = 1, L1(x) = 2x.
(9.23)

关于正交多项式及其应用的更多内容,可参阅文献 [8].

例 9.10 设 f(x) = sin(πx),利用正交多项式理论,求 f(x)在区间 [0, 1]上的二次

最佳平方逼近多项式.

解 令 t = 2x− 1,则 t ∈ [−1, 1],函数 f 可写成关于 t的函数,即

f(t) = sin
[(t+ 1)π

2

]
.

根据勒让德多项式的定义,有

P0(t) = 1, P1(t) = t, P2(t) =
3t2 − 1

2
.

容易算得

(P0, P0) = 2, (P1, P1) = 2/3, (P2, P2) = 2/5,

(f, P0) =

∫ 1

−1

sin
[(t+ 1)π

2

]
dt =

4

π
,

(f, P1) =

∫ 1

−1

t sin
[(t+ 1)π

2

]
dt = 0,

(f, P2) =

∫ 1

−1

3t2 − 1

2
sin
[(t+ 1)π

2

]
dt =

4(π2 − 12)

π3
.
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按式 (9.5)有

p∗2(t) =
4

π
× 1

2
× P0(t) + 0× 3

2
× P1(t) +

4(π2 − 12)

π3
× 5

2
× P2(t)

=
2

π
+

5(π2 − 12)(3t2 − 1)

π3
.

将 t = 2x− 1代入上式并化简得

p∗2(x) =
12π2 − 120

π3
− 60π2 − 720

π3
x+

60π2 − 720

π3
x2,

与例9.9的结果一致. �

通过对比,容易看出利用正交多项式理论可以避免求解法方程组,从而适用于法方
程组的系数是病态的情形.

9.5 周期函数的最佳平方逼近与快速傅立叶变换

在科学与工程领域,傅立叶分析作为最基本的数学工具,被广泛应用于信号的时频
域分析、谱分析、微分方程求解等. 法国数学家傅立叶 (Fourier)出生于 1768年,他具
有代表性的一项工作是研究热的传播和扩散现象. 在此过程中,他发现在表示一个物
体的温度分布时,三角函数级数非常有用. 不仅如此,他大胆断言: “任何”周期函数都
可以表示为三角函数级数的形式,即傅立叶级数. 对于非周期信号,傅立叶指出可用三
角函数的加权积分来表示,即傅立叶变换. 傅立叶变换与傅立叶级数有一个共同的重
要性质,即可以通过反变换恢复原来的表示.
首先,我们讨论连续情形的傅立叶级数. 考虑区间 [0, T )上的平方可积函数空间

L2[0, T ),使用式 (9.2)定义的内积及其诱导的范数. 若规定 f(x) = f(x−T ),∀x ∈ R,则
可将 L2[0, T )中的任一函数延拓为实数域 R上周期为 T 的函数. 在此意义下, L2[0, T )

称为周期为 T 的平方可积函数空间.
若取 [0, T )上的逼近函数空间M = span{φ0, φ1, · · · , φ2n},其中

φ0 =
1

2
, φ2k = cos kωx, φ2k−1 = sin kωx, k = 1, 2, · · · , n, ω =

2π

T
.

容易验证三角多项式函数系 {φi}2ni=0 构成M 的一组正交基. 利用定理9.8和9.9知,对于
任意的函数 f(x) ∈ L2[0, T ),存在唯一的最佳平方逼近元 fn(x) ∈M ,且有

fn(x) =
a0
2

+

n∑
k=1

(
ak cos kωx+ bk sin kωx

)
,
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其中

ak =
(f, φ2k)

(φ2k, φ2k)
=

2

T

∫ T

0

f(x) cos kωx dx, k = 0, 1, · · · , n,

bk =
(f, φ2k−1)

(φ2k−1, φ2k−1)
=

2

T

∫ T

0

f(x) sin kωx dx, k = 0, 1, · · · , n.
(9.24)

由数学分析中的 Fourier级数理论知,最佳平方逼近三角多项式 fn(x)恰好是 f(x)

的 Fourier级数的部分和,而 ak, bk 为 Fourier系数. 此外,利用 Fourier级数的收敛性定
理可得: lim

n→∞
∥f − fn∥ = 0,即 fn(x)平方收敛到 f(x).

利用 Euler公式 eiθ = cos θ + i sin θ, Fourier级数可以写成复数形式

f(x) =
+∞∑

k=−∞

cke
ikωx,

其中

ck =
1

T

∫ T

0

f(x)e−ikωx dx.

例 9.11 设 f(x) = |x|,求 f(x)在区间 [−π, π]上的 n次最佳平方逼近三角多项

式.

解 设 f(x)在区间 [−π, π]上的 n次最佳平方逼近三角多项式为

fn(x) =
a0
2

+
n∑

k=1

(
ak cos kωx+ bk sin kωx

)
, ω =

2π

T
= 1.

按式 (9.24),展开系数

a0 =
1

π

∫ π

−π

f(x) dx =
2

π

∫ π

0

x dx = π,

ak =
1

π

∫ π

−π

f(x) cos kx dx =
2

π

∫ π

0

x cos kx dx =
2

πk2
[(−1)k − 1],

bk =
1

π

∫ π

−π

f(x) sin kx dx =
2

π

∫ π

0

(x− x) sin kx dx = 0,

其中 k = 1, 2, · · · , n. 因此,有

fn(x) =
π

2
+

2

π

n∑
k=1

[(−1)k − 1]

k2
cos kx.

当 n = 0, 1, 3时,函数图像如图9.3所示. �
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f(x)
p3(x)
p1(x)

p0(x)
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x
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图 9.3: 函数 f(x) = |x|在区间 [−π, π]上的最佳平方逼近三角多项式

下面, 我们讨论离散情形的傅立叶级数. 在许多实际问题中, 譬如信号处理, 函
数 f(x)是未知的, 但是 f(x)在某些时刻的值可以通过测量的方式获得. 数学上, 设
f(x) ∈ L2[0, T ),已知 f(x)在一系列等距离散点上的值,即

fk = f(xk), xk =
k T

n
, k = 0, 1, 2, · · · , n− 1.

明显地, (f0, f1, · · · , fn−1)
T ∈ Cn. 若在 L2[0, T )上定义离散的内积和诱导的拟范数

(f, g) =

n−1∑
k=0

fk · gk, ∀f, g ∈ L2[0, T ),

∥f∥ =
√
(f, f), ∀f ∈ L2[0, T ),

利用公式 (9.5)及 {1, eiωx, ei2ωx, · · · , ei(m−1)ωx}的正交性,即

(eijωx, eilωx) =

n−1∑
k=0

ei(j−l)ωxk =

0, j ̸= l,

n, j = l,

则 f(x)的离散数据 {(xk, fk)}n−1
k=0 在空间M = span{1, eiωx, ei2ωx, · · · , ei(m−1)ωx}的最

佳平方逼近元为

sm(x) =

m−1∑
l=0

gle
ilωx, gl =

(f, eilωx)

n
=

1

n

n−1∑
k=0

fke
−ilωxk .

特别地,当 m = n时,插值条件 sn(xk) = f(xk), k = 0, 1, · · · , n − 1成立,称 sn(x)为

f(x)的n− 1次插值三角多项式. 利用插值三角多项式的系数与样本值之间的关系,来
定义离散傅立叶变换及其逆变换.
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定义 9.10 设有向量 f = (f0, f1, · · · , fn−1)
T ∈ Cn,称向量

g = (g0, g1, · · · , gn−1)
T ∈ Cn

为向量 f的离散傅立叶变换 (Discrete Fourier Transform, DFT),其中

gl =
1

n

n−1∑
k=0

fke
−i2πlk/n, l = 0, 1, · · · , n− 1.

反之,称向量 f为向量 g的离散傅立叶逆变换,即

fj =

n−1∑
k=0

gle
i2πjk/n, j = 0, 1, · · · , n− 1.

利用线性代数的语言,离散傅立叶变换可写成

g0

g1

g2
...

gn−1


=

1

n



ρ0 ρ0 ρ0 · · · ρ0

ρ0 ρ1 ρ2 · · · ρn−1

ρ0 ρ2 ρ4 · · · ρ2(n−1)

...
...

...
. . .

...
ρ0 ρn−1 ρ2(n−1) · · · ρ(n−1)2





f0

f1

f2
...

fn−1


⇐⇒ g = Fnf, (9.25)

其中 ρ = e−i2π/n,称 Fn 为傅立叶变换矩阵. 容易看出, Fn 是对称矩阵,且除了第一行
(列)外,矩阵的每一行 (列)元素之和为零. 此外, Fn 满足 FnF T

n = I/n,即 Fn/
√
n是酉

阵. 因此,傅立叶变换矩阵 Fn的逆为

F−1
n = nFn =



ρ0 ρ0 ρ0 · · · ρ0

ρ0 ρ−1 ρ−2 · · · ρ−(n−1)

ρ0 ρ−2 ρ−4 · · · ρ−2(n−1)

...
...

...
. . .

...
ρ0 ρ−(n−1) ρ−2(n−1) · · · ρ−(n−1)2


,

即离散傅立叶逆变换的矩阵表示.
在许多工程领域,利用计算机进行 Fourier分析的主要方法是离散傅立叶变换. 从

式 (9.25)不难看出,计算离散傅立叶变换需要 n2 次乘法, n(n− 1)次加法及 n次除法,
故时间复杂度为 O(n2). 类似地,离散傅立叶逆变换的时间复杂度亦为 O(n2). 然而,当
N 很大时,运算量会变得相当大,即使用高速计算机,也需要花费大量的时间. 正因为
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如此,在相当长的时间内,用数值方法进行 Fourier分析没有得到广泛的应用. 直到上世
纪六十年代,出现了快速傅立叶变换 (Fast Fourier Transform, FFT)算法,使得算法时间
复杂度降为 O(n logn),该问题才得以彻底的解决. 此后,快速傅立叶变换在数字信号
处理,光谱分析和科学工程计算等众多领域得到广泛的应用,被评为二十世纪的十大算
法之一.
快速傅立叶变换采用分而治之 (Divide and conquer)策略,下面介绍一种常用的逐

次分半算法. 若 n = 2m为偶数,记 ωn = e−i2π/n,多项式 p(z) =
1

n

n−1∑
k=0

fkz
k,则

gl = p(ωl
n), l = 0, 1, · · · , n− 1,

即计算向量 f的离散傅立叶变换等价于求多项式 p(z)在 n个点 {1, ωn, ω
2
n, · · · , ωn−1

n }
处的值. 将 p(x)的系数按偶次项和奇数项分开,构造多项式

p0(z) =
1

m

m−1∑
k=0

f2kz
k, p1(z) =

1

m

m−1∑
k=0

f2k+1z
k,

则

p(z) =
p0(z

2) + z p1(z
2)

2
.

从而将问题转化为求多项式 p0(z)和 p1(z)在 {1, ω2
n, ω

4
n, · · · , ω

2(n−1)
n }的值. 注意到,利

用单位根的性质有

ω2k
n = e−i2π(2k)/n = e−i2πk/m = ωk

m, k = 0, 1, · · · , n− 1,

故前面的集合仅有m个不同的值,即 {1, ωm, ω2
m, · · · , ωm−1

m }. 此外,对于 k = 0, 1, · · · ,m−
1,有

gk = p(ωk
n) =

p0(ω
2k
n ) + ωk

np1(ω
2k
n )

2
=

p0(ω
k
m) + ωk

np1(ω
k
m)

2
,

gk+m = p(ωk+m
n ) =

p0(ω
2k+n
n ) + ωk+m

n p1(ω
2k+n
n )

2
=

p0(ω
k
m)− ωk

np1(ω
k
m)

2
.

(9.26)

因此,多项式 p(z)的求值问题可划分成两个子问题解决,即 p0(z)和 p1(z)的求值问题.
进一步,假设 n是 2的幂次方,则反复的应用上述策略,如算法9.1所示,这就是一种快
速傅立叶算法.
事实上,假设 n = 2h,记 C[n]是计算具有 n个分量的向量 f的离散傅立叶变换所

需的运算次数,由式 (9.26)可知:

C[n] 6 n+ 2C[n/2] + 3× n = 2C[n/2] + 4n, (9.27)
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Algorithm 9.1 Fast Fourier Transform Algorithm
1: function FFT(f)
2: n← length[f]; ◃ n is a power of 2
3: if n = 1 then return f;

4: ωn ← e−i2π/n;
5: ω ← 1;
6: f0 ← (f0, f2, · · · , fn−2);
7: f1 ← (f1, f3, · · · , fn−1);
8: g0 ← FFT(f0); ◃ Apply FFT to even coefficients
9: g1 ← FFT(f1); ◃ Apply FFT to odd coefficients
10: for k ← 0 to n/2− 1 do
11: gk ← (g0k + ωg1k)/2; ◃ Synthesize coefficients using Eq. (9.26)
12: gk+n/2 ← (g0k − ωg1k)/2;
13: ω ← ωωn;
14: end for
15: return g;
16: end function
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其中 n是用于计算 {1, ωn, ω
2
n, · · · , ωn−1

n }的运算次数, 3n是利用 p0(z)和 p1(z)计算

p(z)的运算次数. 接下来,用数学归纳法证明 C[n] 6 4 · 2hh = 4n log2(n).
当 h = 1时,显然成立.
当 h = 2时,容易看出

g0 =
f0 + f1

2
, g1 =

f0 + (−1)f1
2

,

故 C[2] = 5 6 8,命题成立.
假设命题对 n = 2h−1均成立,则有 C[2h−1] 6 4 · 2h−1(h− 1). 现在考虑 n = 2h情

形,利用式 (9.27)有

C[n] = C[2h] 6 2× 4× 2h−1(h− 1) + 4× 2h = 4 · 2hh = 4n log2(n).

命题证毕.
从上面的讨论知,快速傅立叶变换算法的时间复杂度为 O(n logn). 不难看出,离

散傅立叶逆变换亦有类似的快速算法. 而对于一般情形的 n,也有类似的快速傅立叶变
换算法,限于篇幅,就不作详细介绍了,可参阅文献 [6].

例 9.12 设函数 f(t) = 0.7 sin(2π × 2t) + sin(2π × 5t),对 f(t)在时间域 [0, 1)上

进行采样,间隔为∆t = 1/128 = 0.0078125秒,得到一个向量 f = (f0, f1, · · · , f127)T,如
图9.4(a)所示. 对 f施行快速傅立叶变换得向量 g,取该向量的一半,并计算每个向量的
模长并乘以 2,如图9.4(b)所示. 注意 g是复数域上的向量,且当输入向量 f是实向量时,
满足共轭对称性,即 g128−k = gk. 因此,图9.4(b)显示了频率域上能量的分布,从该图中
可以明显看出该信号在 2Hz和 5Hz的频率下,振幅分别为 0.7和 1,与输入的函数信息
完全一致.
在实际问题中, 采样过程中往往会因各种原因引入误差, 导致数据含有噪音, 如

图9.5(a)所示. 对于该信号,重复上述的方法得图9.5(b),从该图中仍可以看出: 在 2Hz
和 5Hz的频率下,信号的振幅较大,而其他频率的信号振幅较小. 通过这个例子,可以
看出傅立叶分析对带有噪音的信号也是适用的.

例 9.13 现有一段通过麦克风采样得到的音频数据,其前 256个分量如图9.6(a)所
示. 对该信号施行快速傅立叶变换,其频率域上能量的分布见图9.6(b). 若取频率域的
前 25%的系数,即低频部分的系数,其他系数置为 0,进行离散傅立叶逆变换,得到时间
域上的重建信号,如图所示9.6(c). 明显地,重建的信号比原来的信号光滑. 因此,利用快
速傅立叶变换,就可以实现信号的去噪或光滑的目的. 此外,若取频率域的前 12.5%的
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图 9.4: 信号的时频域变换
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图 9.5: 带噪音信号的时频域变换
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系数,其他系数置为 0,重复上述过程,得到时间域上的重建信号,见图9.6(d). 注意到,
在重建信号的过程中,我们只用到了 12.5%的系数,高频系数被丢弃. 虽然引入了一些
误差,但是有效的降低了数据的存储或传输量,在本例中实现了 1 : 8的压缩比. 因此,
在实际应用中,譬如文件存储、网络传输等,人们利用快速傅立叶变换,只存储或传输
低频系数,而丢弃高频系数,便可实现信号的有损压缩存储或传输.
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图 9.6: 信号的去噪与压缩

由于离散信号的傅立叶变换可以通过 FFT算法计算,人们可以快速得将时间域的
信号变换到频率域,进而开展数据的各种分析与处理,这是 FFT算法被广泛使用的原
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因之一.

9.6 最佳一致逼近多项式

本节主要讨论函数的最佳一致逼近问题,即连续情形的最佳一致逼近问题. 在函
数空间 C[a, b]上,引入一致范数

∥f∥∞ = max
x∈[a,b]

∣∣f(x)∣∣, ∀f ∈ C[a, b],

逼近集合M 取 n+1维多项式空间 Pn[x]. 对于任意的 f ∈ C[a, b],如果存在 p∗ ∈ Pn[x]

使得

∥f − p∗∥∞ = inf
p∈Pn[x]

∥f − p∥∞ , d(f,Pn[x]),

则称 p∗ 为函数 f 的最佳一致逼近多项式. 由推论 (9.3)知,最佳一致多项式 p∗ 是存在

的.
下面讨论逼近的其他问题. 首先研究最佳一致逼近多项式具有的特征,即 Cheby-

shev特征定理. 假设 p∗ ∈ Pn[x]是函数 f 的任意一个逼近,考虑误差函数

e∗(x) = f(x)− p∗(x), x ∈ [a, b].

定义 e∗(x)的极值点集,即

LM =
{
x ∈ [a, b] : |e∗(x)| = ∥e∗∥∞

}
.

若多项式 (p∗ + λp)是函数 f 的最佳一致逼近多项式,其中 λ ∈ R, p ∈ Pn[x],则

|e∗(x)− λp(x)| < |e∗(x)|, ∀x ∈ LM .

不失一般性,假设 λ是正实数,从上式不难看出,对于任意的 x ∈ LM ,函数值 e∗(x)的

符号与 p(x)的符号必然相同. 因此, p∗ 是 f 的最佳一致逼近多项式的充分条件是: 不
存在多项式 p ∈ Pn[x]使得

[f(x)− p∗(x)]p(x) > 0, ∀x ∈ LM . (9.28)

相反地,可以证明条件 (9.28)亦为 p∗ 是 f 的最佳一致逼近多项式的必要条件. 为便于
后续的讨论,我们考虑更为一般的最佳一致逼近问题,即

argmin
p∈Pn[x]

{
max
x∈L

∣∣f(x)− p(x)
∣∣}, (9.29)

其中 L是区间 [a, b]的任意闭子集.
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定理 9.16 对任意的 f ∈ C[a, b], p∗ ∈ Pn[x],记 e∗(x) = f(x)− p∗(x), LM =
{
x ∈

L : |e∗(x)| = ∥e∗∥∞
}
,则 p∗是式 (9.29)的解的充分必要条件是不存在多项式 p ∈ Pn[x]

使得条件 (9.28)成立.

证明 (充分性)当 L = [a, b]时,充分性已证. 另外,不难验证,当 L是区间 [a, b]的任

意闭子集,命题仍然成立.
(必要性)等价于证明: 若存在多项式 p ∈ Pn[x]使得条件 (9.28)成立,即有 λ ∈ R,

使得

max
x∈L
|e∗(x)− λp(x)| < max

x∈L
|e∗(x)| (9.30)

成立,则 p∗不是式 (9.29)的解.
不失一般性,假定 λ是正实数,多项式 p满足

|p(x)| 6 1, ∀x ∈ [a, b].

记集合

L0 =
{
x ∈ L : e∗(x)p(x) 6 0

}
,

因 p(x)和 e∗(x)均为连续函数,故 L0是闭集,从而 |e∗(x)|在 L0上能到取最大值

d = max
x∈L0

|e∗(x)|.

又因 L0

∩
LM = ∅,故

d < max
x∈L
|e∗(x)|.

若 L0 = ∅,则令 d = 0. 我们取

λ =
1

2

[
max
x∈L
|e∗(x)| − d

]
,

下面证明 λ满足式 (9.30).
因 L是闭集,故存在 ξ ∈ L使得

|e∗(ξ)− λp(ξ)| = max
x∈L
|e∗(x)− λp(x)|

成立. 分情形讨论:

(1) 若 ξ ∈ L0,则有

max
x∈L
|e∗(x)−λp(x)| = |e∗(ξ)|+|λp(ξ)| 6 d+λ =

1

2

[
max
x∈L
|e∗(x)|+d

]
< max

x∈L
|e∗(x)|.
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(2) 若 ξ /∈ L0,则有

|e∗(ξ)− λp(ξ)| < max
{
|e∗(ξ)|, |λp(ξ)|

}
6 max

{
|e∗(ξ)|, λ

}
6 max

x∈L
|e∗(x)|.

因此,命题成立. �

通过例子,不难发现,最佳逼近元的误差应在整个逼近区间上均匀分布,即误差函
数的最大值与最小值大小相等,符号相反,且交错分布.

定义 9.11 设 g ∈ C[a, b],称满足 a 6 x0 < x1 < · · · < xk 6 b的点集 {xi}ki=0 为

g(x)在 [a, b]上的交错点组,如果它满足

g(xi) = (−1)iσ ∥g∥∞, i = 0, 1, · · · , k,

其中 σ = 1或 σ = −1,并称 xi为交错点.

定理 9.17 (Chebyshev交错定理)设函数 f ∈ C[a, b]且 f /∈ Pn[x],则 p∗ 是 f 的 n

次最佳一致逼近多项式的充分必要条件是 f − p∗ 在 [a, b]上存在有 n + 2个点组成的

交错点组,即有 a 6 x0 < x1 < · · · < xn+1 6 b使得

f(xi)− p∗(xi) = (−1)iσ ∥f − p∗∥∞, i = 0, 1, · · · , n+ 1.

证明 (充分性)设 f − p∗在 [a, b]上存在有 n+2个点组成的交错点组 {xi}ki=0 ⊂ LM .
用反证法. 如果存在多项式 p ∈ Pn[x]使得条件 (9.28)成立,那么 p显然至少有 n + 1

个零点. 另一方面,利用代数基本定理知,次数不超过 n次的非零多项式 p至多有 n零

点,矛盾! 因此,由定理 (9.16)知, p∗是 f 的最佳一致逼近多项式.
(必要性)设 p∗ 是 f 的最佳一致逼近多项式,记 En(f) = ∥f − p∗∥∞,因 f /∈ Pn[x],

故 En(f) > 0. 用反证法. 设 f − p∗ 在 [a, b]上的任意交错点组为 {xi}ki=0,均有 k 6 n.
因此,存在区间 [a, b]的一个分割 {ti}k+1

i=0 ,其中 t0 = a, tk+1 = b,使得

Si =
{
x ∈ [ti−1, ti] :

∣∣(f − p∗)(x)
∣∣ = En(f)

}
, i = 1, 2, · · · , k + 1,

非空,且函数 f − p∗ 在 Si 上保持符号不变. 由于 f − p∗ 在相邻 Si 和 Si+1 上交替取

±En(f),故 [ti−1, ti+1]上至少存在一个 f − p∗的零点,不失一般性,可以调整 ti使得

(f − p∗)(ti) = 0, i = 1, 2, · · · , k.
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由于 k 6 n,可构造如下 k次多项式

p(x) = σ

k∏
i=1

(x− ti) ∈ Pn[x],

使得 p满足条件 (9.28). 而这与定理 (9.16)矛盾! 因此,假设错误,原命题成立. �

例 9.14 试在线性函数空间中求 ex在区间 [−1, 1]上的最佳一致逼近多项式.

解 设 ex在 [−1, 1]上的一次最佳一致逼近多项式为 p∗1(x) = c0+c1x. 利用 Chebyshev
交错定理及函数图像知: 误差函数 ε(x) = ex − p∗1(x)的极值在下面三个点上正负相间

地取到,即
ε(−1) = ρ, ε(x3) = −ρ, ε(1) = ρ,

其中 ρ = max
x∈[−1,1]

|ε(x)|, x1 < x3 < x2, x1和 x2是 p∗1(x)与 ex在 [−1, 1]上的交点.

因 x3是 ε(x)的极值点,故满足

ε′(x3) = 0.

结合前面的条件,代入并求解得


e−1 − (c0 − c1) = ρ,

ex3 − (c0 + c1x3) = −ρ,
e− (c0 + c1) = ρ,

ex3 − c1 = 0.

=⇒



c1 =
e− e−1

2
≈ 1.1752,

x3 = ln(c1) ≈ 0.1614,

ρ =
e−1 + c1x3

2
≈ 0.2788,

c0 = ρ+ (1− x3)c1 ≈ 1.2643.

综上,所求的一次最佳逼近多项式 p∗1(x) ≈ 1.2643 + 1.1752x,函数图像见图9.7(a),误差
分布见图9.7(b).

�

需要指出,交错点组往往是不唯一的,且计算交错点组是一个困难的问题. 但是,
在一些特殊的情况下,交错点组中的个别点可以被很快确定.

推论 9.18 设 p∗是 f 的 n次最佳一致逼近多项式,如果 f 在区间 [a, b]上有 n+1

阶导数,且 fn+1在 (a, b)上不变号 (恒正或恒负),则 f − p∗的交错点组有且仅有 n+ 2

个交错点,且区间 [a, b]的端点属于 f − p∗的交错点组.
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图 9.7: ex在 [−1, 1]的最佳一致逼近

证明 用反证法. 设 f − p∗ 的交错点组的个数超过 n + 2个,或者 a和 b中有一个不

属于 f − p∗ 的交错点组,则至少有 n + 1个交错点 {ξi}n+1
i=0 落在 (a, b)内. 因这些点是

f − p∗的极值点,故有

f
′
(ξi)− p∗

′
(ξi) = 0, i = 0, 1, · · · , n.

反复利用 Rolle定理,知存在 η ∈ (a, b)使得

f (n+1)(η)− p∗(n+1)(η) = f (n+1)(η) = 0,

而这与 f (n+1)在 (a, b)上不变号矛盾! 原命题成立. �

例 9.15 设 f(x) =
√
x,求 f(x)在区间 [1/4, 1]上的一次最佳一致逼近多项式.

解 设
√
x 在 [1/4, 1] 上的一次最佳一致逼近多项式为 p∗1(x) = c0 + c1x, 并记

ε(x) = f(x) − p∗1(x). 因 f ′′(x) = −x−3/2/4 在 (1/4, 1) 上不变号, 利用推论9.18 知,
x0 = 1/4, x2 = 1均为 ε(x)的交错点. 而另一个交错点 x1 ∈ (1/4, 1)应满足

ε′(x1) =
1

2
√
x1

− c1 = 0.
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利用交错点的定义,有

f
(1
4

)
−
(
c0 +

c1
4

)
= f(1)− (c0 + c1) =⇒ c1 =

2

3
.

代入 x1需满足的条件,得 x1 = 9/16. 最后,利用交错点的定义

f(1)− (c0 + c1) = −[f(x1)− (c0 + c1x1)],

可求得 c0 = 17/48. 综上,所求的一次最佳一致逼近多项式

p∗1(x) =
17

48
+

2

3
x.

�

自然地,我们会问: 最佳一致逼近多项式是否是唯一的? 回答是肯定的.

定理 9.19 (唯一性定理)设函数 f ∈ C[a, b],则 f 用空间 Pn[x]的元素所做的最佳

一致逼近是唯一的.

证明 用反证法. 设 p1, p2 ∈ Pn[x]均为 f 的 n次最佳一致逼近多项式,令

p∗ =
p1 + p2

2
∈ Pn[x],

则

∥f − p∗∥ 6 1

2

(
∥f − p1∥+ ∥f − p2∥

)
= d(f,Pn[x]).

因此, p∗ 亦为 f 的 n 次最佳一致逼近多项式. 利用定理 (9.17) 知, 存在交错点组
a 6 x0 < x1 < · · · < xn+1 6 b,使得

d(f,Pn[x]) = |f(xi)− p∗(xi)| =
∣∣∣f(xi)− p1(xi)

2
+

f(xi)− p2(xi)

2

∣∣∣.
但 |f(xi)− p1(xi)|和 |f(xi)− p2(xi)|均不大于 d(f,Pn[x]),于是有

f(xi)− p1(xi) = f(xi)− p2(xi) = σd(f,Pn[x]), σ = 1 or − 1.

从而 p1(xi) = p2(xi),其中 i = 0, 1, · · · , n+ 1. 又因 p1和 p2均为次数不超过 n的多项

式,故 p1 ≡ p2,命题成立. �

注解 9.2 因空间 C[a, b]在一致范数下是凸的,但不是严格凸的,故不能直接应用
推论 (9.5).
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其次,我们研究 d(f,Pn[x])的下界,有如下定理.

定理 9.20 (de la Vallée-Poussin定理)设函数 f ∈ C[a, b],若存在多项式 p ∈ Pn[x],
使得 f − p在 [a, b]上至少 n+ 2个点 x0, x1, · · · , xn+1处的取值正负相间,则

d(f,Pn[x]) > δ = min
06i6n+1

|f(xi)− p(xi)|.

证明 用反证法. 如果 p∗ ∈ Pn[x]为 f 的 n次最佳一致逼近多项式,且 d(f,Pn[x]) < δ,
即 ∥f − p∗∥∞ < δ. 记多项式

q(x) = p∗(x)− p(x) = f(x)− p(x)− (f(x)− p∗(x)) ∈ Pn[x],

则 q在 xi 处的符号完全由 f(xi)− p(xi)决定,其中 i = 0, 1, · · · , n+ 1. 利用介值定理
知, q在 [a, b]上至少有 n+ 1个零点. 因此,必有 q ≡ 0⇒ p∗ ≡ p,与假设矛盾! 命题成
立. �

最后,我们讨论最佳一致逼近多项式的求解问题. 虽然 Chebyshev交错定理从理论
上给出了最佳一致逼近的特征性质,但在一般情况下,求解最佳一致逼近多项式是很困
难的,通常只能是近似计算,一种常用的方法是 Remez算法.
设函数 f(x) 的 n 次最佳一致逼近多项式为 p∗(x), 利用切比雪夫交错定理知,

f − p∗在 [a, b]上存在 n+ 2个交错点 {xi}n+1
i=0 ,使得

p∗(xi)− f(xi) = (−1)iµ, i = 0, 1, · · · , n+ 1, (9.31)

其中 p∗(x) =
n∑

i=0

c∗ix
i, µ = σd(f,Pn[x]). 不难看出,如果交错点 {xi}n+1

i=0 一旦确定,那

么通过线性方程组 (9.31)可求出 p∗ 的系数 c∗0, c
∗
1, · · · , c∗n 和最佳逼近值 d(f,Pn[x]). 然

而,寻找交错点 {xi}n+1
i=0 并非一件容易的事,为此, Remez采用逐次逼近策略提出一种

近似算法,具体步骤如下:

(1) 设定精度 ε > 0,在 [a, b]上任选 n+ 2个初始点 a 6 x0
0 < x0

1 < · · · < x0
n+1 6 b作

为初始交错点,代入式 (9.31),求得 p0(x) =

n∑
i=0

c0ix
i及 µ0.

(2) 设第 l步的交错点为 {xl
i}n+1

i=0 ,逼近多项式 pl(x) =

n∑
i=0

clix
i,逼近误差为 µl,记

ηl , max
x∈[a,b]

|f(x)− pl(x)| = |f(x̂)− pl(x̂)|,
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如果 ηl − |µl| < ε,则算法结束, pl(x)作为最佳一致逼近多项式 p∗ 的近似;否则,
利用 x̂替换交错点 {xl

i}n+1
i=0 中的某一点,得到新的交错点 {xl+1

i }n+1
i=0 ,规则如下:

(a) 当 x̂ ∈ (xl
i, x

l
i+1)时,若 f(x̂) − pl(x̂)与 f(xl

i) − pl(xl
i)同号,则用 x̂替换 xl

i;
否则用 x̂替换 xl

i+1.

(b) 当 x̂ < xl
0时,若 f(x̂)− pl(x̂)与 f(xl

0)− pl(xl
0)同号,则用 x̂替换 xl

0;否则新
的交错点为 {x̂, xl

0, · · · , xl
n}.

(c) 当 x̂ > xl
n+1 时, 若 f(x̂) − pl(x̂) 与 f(xl

n+1) − pl(xl
n+1) 同号, 则用 x̂ 替换

xl
n+1;否则新的交错点为 {xl

1, · · · , xl
n+1, x̂}.

(3) 将新的交错点 {xl+1
i }n+1

i=0 代入式 (9.31), 求得 pl+1(x) =
n∑

i=0

cl+1
i xi 及 µl+1. 令

l← l + 1,返回步骤 (2).

注解 9.3 在步骤 (2)中,最大偏差点 x̂一般只能近似求出;另外,算法的结束条件
可以不仅限于条件 ηl − |µl| < ε.

注解 9.4 在步骤 (2)中,每次只改变一个交错点的方法称为单一交换法;若用最
大偏差点集中的多个点按前述规则替换 {xl

i}n+1
i=0 ,则称为同时交换法. 容易看出,同时

交换法比单一交换法具有更高的效率.

注解 9.5 在 Remez算法中,每次迭代都需要确定最大偏差点,但由于没有很好的
方法确定一般函数在有界闭区间上的最大值,故 Remez算法的实施存在一定的困难.
一个可行的解决方法是采用局部最优策略代替整体最优策略,譬如,若 f(x)具有连续

的二阶导数时,可利用如下 Newton迭代

xk+1 = xk − f ′(xk)− p′n(x
k)

f ′′(xk)− p′′n(x
k)

来计算最大偏差点,迭代的初始值可取当前交错点组中的某个点;若采用同时交换法,
则初始值可取当前交错点组中的多个点,得到多个近似最大偏差点.

可以证明, Remez算法是收敛的,且对于许多函数,收敛速度甚至是二次的. 另外,
Remez算法对于初值的选取也不太敏感. 尽管 Remez算法有这些好的性质,但是它的
计算量仍是比较大的. 所以,在实际计算中,常使用一些其他近似的方法,其中有一类
重要的方法是使用所谓的切比雪夫多项式,将在下一节作深入的讨论.
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9.7 切比雪夫多项式

在9.4节中,我们已经给出了切比雪夫多项式 Tk(x)的定义及递推公式,指出它们
是区间 [−1, 1]上的多项式空间 Pn(x)关于权函数 ρ(x) = (1 − x2)−1/2 的一组正交基,
即

Tk(x) = cos(k arccosx), x ∈ [−1, 1],
∫ 1

−1

Tm(x)Tn(x)√
1− x2

dx =


0, m ̸= n,

π/2, m = n ̸= 0,

π, m = n = 0.

容易看出, Tk(x)在 [−1, 1]恰有 k个不同的实根

xi = cos
(2i− 1)π

2k
, i = 1, 2, · · · , k.

规定 T0(x) = 1,利用递推关系可算出 Tk(x)的具体表示,见表9.2,相应的形状如图9.8所
示.

T1(x)

T2(x) T3(x)

T4(x)

T5(x)

−1 0 1

x

−1

1

y

图 9.8: 切比雪夫多项式

本节将讨论如何用切比雪夫多项式来解决一些逼近问题. 首先, 我们考虑区间
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[−1, 1]上空间 Pn−1[x]对 f(x) = xn的最佳一致逼近问题,即求 p∗n−1 ∈ Pn−1[x],使得

∥f − p∗n−1∥ = min
pn−1∈Pn−1[x]

∥xn − pn−1∥,

其中 ∥f∥ = max
x∈[−1,1]

|f(x)|. 若记 P1
n[x]为所有首项系数为 1的 n次多项式的全体,则前

述问题等价于求 p∗n ∈ P1
n[x],使得

∥p∗n − 0∥ = min
pn∈P1

n[x]
∥pn − 0∥.

因此,该问题亦称为最小零偏差问题. 利用切比雪夫交错定理知,当且仅当误差函数

xn − p∗n−1(x) = xn −
n−1∑
i=0

cix
i = p∗n(x)

在 [−1, 1]上的 n+1个点处符号交错并取到最大或最小值. 另一方面,注意到切比雪夫
多项式 Tn(x)在 n+ 1个点

xi = cos
iπ

n
, i = 0, 1, · · · , n,

处符号交错并取到最大值 1或最小值 −1,且 Tn(x)是首项系数为 2n−1 的多项式. 因
p∗n(x)是首项系数为 1的 n次多项式,故可大胆猜测 p∗n(x) = 21−nTn(x).

定理 9.21 对于任意的 pn ∈ P1
n[x],有

∥pn∥ = max
x∈[−1,1]

|pn(x)| > ∥21−nTn(x)∥ =
1

2n−1
.

当且仅当 pn(x) = 21−nTn(x)时,等号成立.

证明 用反证法. 假设命题不成立,则存在多项式 pn ∈ P1
n[x],使得

|pn(x)| <
1

2n−1
, ∀x ∈ [−1, 1].

若记 qn−1(x) = 21−nTn(x) − pn(x) ̸= 0,则 qn−1(x)是一个多项式,次数至多为 n − 1.
在 Tn(x)的极值点 {xi}ni=0处,我们有

qn−1(xi) = 21−nTn(xi)− pn(xi) =
(−1)i

2n−1
− pn(xi).

利用前面的假设条件,知 qn−1(xi)与 Tn(xi)同号. 所以, qn−1(x)在 [−1, 1]上至少发生
n次变号,利用介值定理知, qn−1(x)至少有 n个零点. 而另一方面, qn−1(x)的次数不超

过 n− 1,至多有 n− 1个零点,产生矛盾!
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容易看出,当且仅当 qn−1(x) ≡ 0⇐⇒ pn(x) = 21−nTn(x)时,等号成立. �

下面,我们讨论多项式插值余项的极小化问题. 设函数 f(x) ∈ Cn+1[−1, 1],若取
n + 1个互不相同的节点 −1 < x0 < x1 < · · · < xn < +1,构造 f(x)的 n次插值多项

式 qn(x),则有

∥f − qn∥ 6
∥f (n+1)∥
(n+ 1)!

max
x∈[−1,1]

|(x− x0)(x− x1) · · · (x− xn)|.

一个自然的问题是: 如何选取节点 xi, i = 0, 1, · · · , n使得插值余项尽可能的小,等价
于寻找多项式 pn+1(x) = (x−x0)(x−x1) · · · (x−xn) ∈ P1

n+1[x],使其在区间 [−1, 1]的
零偏差最小.
利用定理9.21知,当节点取 n+ 1次切比雪夫多项式的零点时,即

xi−1 = cos
(2i− 1)π

2n+ 2
, i = 1, 2, · · · , n+ 1,

∥pn+1(x)∥取到最小值. 此时,多项式插值余项为

∥f − qn∥ 6
∥f (n+1)∥
(n+ 1)!

· 2−n∥Tn+1∥ =
∥f (n+1)∥
2n(n+ 1)!

.

注解 9.6 不难看出,当 f (n+1)(x)在 [−1, 1]上变化不大时,取切比雪夫多项式的
零点作为插值节点,此时 qn(x)可视为 f(x)的近似最佳逼近多项式. 另外,如果插值区
间为 [a, b]时,利用仿射变换 t = [a+ b+ (b− a)x]/2,插值节点可取为

xi−1 =
a+ b

2
+

b− a

2
cos

(2i− 1)π

2n+ 2
, i = 1, 2, · · · , n+ 1.

最后,我们研究切比雪夫逼近问题,即用切比雪夫多项式级数来逼近函数. 对于任
意的 f ∈ C[−1, 1],取权函数 ρ(x) = (1− x2)−1/2,可按空间 L2

ρ[−1, 1]的内积构造 n次

最佳平方逼近多项式

Sn(x) = c0
T0(x)

2
+

n∑
i=1

ciTi(x),

其中

ci =
(f, Ti)

(Ti, Ti)
=

2

π

∫ 1

−1

f(x)Ti(x)√
1− x2

dx, i = 0, 1, · · · , n,

称 Sn(x)为函数 f(x)按切比雪夫多项式展开的部分和. 可以证明:

lim
n→∞

∥f − Sn∥22 = lim
n→∞

∫ 1

−1

[f(x)− Sn(x)]
2

√
1− x2

dx = 0.
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此外,如果 f ∈ C1[−1, 1],那么

lim
n→∞

∥f − Sn∥∞ = lim
n→∞

max
x∈[−1,1]

|f(x)− Sn(x)| = 0,

即 Sn(x)一致收敛于 f(x). 进一步,如果 f ∈ Cr[−1, 1],那么存在由 f 和 r决定的常数

c,使得

|ci| 6
c

ir
, i = 1, 2, · · · , n.

因此,对于足够光滑的函数 f ,随着 i的增大,它的切比雪夫多项式展开系数 ci 迅速趋

于零. 对于截断的展开式 Sn(x),如果 cn+1 ̸= 0且系数 ci迅速趋于零,那么

f(x)− Sn(x) =

∞∑
i=n+1

ciTi(x) ≈ cn+1Tn+1(x),

而 Tn+1(x)恰好有 n + 2个相等的极大和极小值,故 Sn(x)相似于最佳一致逼近多项

式. 下面来看一个例子.

例 9.16 设 f(x) = ex,求 f(x)在区间 [−1, 1]上的三次最佳平方逼近切比雪夫多
项式.

解 按切比雪夫多项式展开公式,知

S3(x) = c0
T0(x)

2
+

3∑
i=1

ciTi(x),

其中

ci =
2

π

∫ 1

−1

f(x)Ti(x)√
1− x2

dx =
2

π

∫ π

0

ecos θ cos(jθ) dθ, j = 0, 1, 2, 3.

利用数值积分可求得

c0 ≈ 2.5321318, c1 ≈ 1.1303182, c2 ≈ 0.2714953, c3 ≈ 0.0443369.

综上,所求的三次最佳平方逼近切比雪夫多项式

S3(x) ≈ 1.2660659 + 1.1303182T1(x) + 0.2714953T2(x) + 0.0443369T3(x),

其形状如图9.9(a)所示,逼近误差见图9.9(b).
�
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图 9.9: ex在 [−1, 1]的三次最佳平方逼近切比雪夫多项式

从逼近误差的分布情况来看,切比雪夫多项式级数 Sn(x)与最佳一致逼近具有非

常相似的特征,即误差函数是均匀分布的. 鉴于最佳一致逼近多项式往往难于求得,而
最佳平方逼近多项式相对易于计算,故用切比雪夫多项式 Sn(x)来近似求解最佳一致

逼近问题是一个常用的方法.

注解 9.7 基于类似的想法,我们可以处理高次多项式的低次逼近问题. 在许多实
际应用中,多项式作为一类常用的函数被广泛的使用,具有简单、高效等优点. 然而,当
多项式的次数较高时,譬如 n > 20,这时多项式往往会出现出不稳定,强震荡等现象,
计算效率也降低了,制约了它的使用范围. 因此,一个自然的想法是: 用低次的多项式
去逼近高次的多项式. 由于切比雪夫多项式 {Ti(x)}ni=0 和幂函数 {xi}ni=0 分别构成函

数空间 Pn[x]的一组基,故它们直接可以相互线性表示,见表9.2.
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表 9.2: {Ti(x)}ni=0与 {xi}ni=0之间的相互线性表示

T0 = 1 1 = T0

T1 = x x = T1

T2 = 2x2 − 1 x2 = (T0 + T2)/2

T3 = 4x3 − 3x x3 = (3T1 + T3)/4

T4 = 8x4 − 8x2 + 1 x4 = (3T0 + 4T2 + T4)/8

T5 = 16x5 − 20x3 + 5x x5 = (10T1 + 5T3 + T5)/16

T6 = 32x6 − 48x4 + 18x2 − 1 x6 = (10T0 + 15T2 + 6T4 + T6)/32

T7 = 64x7 − 112x5 + 56x3 − 7x x7 = (35T1 + 21T3 + 7T5 + T7)/64

T8 = 128x8 − 256x6 + 160x4 − 32x2 + 1 x8 = (35T0 + 56T2 + 28T4 + 8T6 + T8)/128

T9 = 256x9 − 576x7 + 432x5 − 120x3 + 9x x9 = (126T1 + 64T3 + 36T5 + 9T7 + T9)/256

...
...

利用切比雪夫多项式级数的性质,多项式 pn(x) =

n∑
i=0

aix
i的低次逼近可按以下步

骤计算:

(1) 利用表9.2,将多项式 pn(x)写成切比雪夫多项式级数的形式,即

pn(x) =
n∑

i=0

ciTi(x);

(2) 取切比雪夫多项式级数的前m项,记为

qm(x) =

m∑
i=0

ciTi(x);

(3) 再利用表9.2,将多项式 qn(x)写成幂级数的形式,即

qm(x) =

m∑
i=0

âix
i.

例 9.17 设 f(x) = e−x,其 Taylor展开式的前 10项为

e−x ≈ p9(x) , 1− x+
x2

2!
− x3

3!
+ · · ·+ x9

9!
,
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利用表9.2,多项式 p9(x)可以写成 Chebyshev多项式级数的形式,即

p9(x) ≈ 1.2661× T0(x)− 1.1303× T1(x) + 0.2715× T2(x)− 0.0443× T3(x)

+ 0.005474× T4(x)− 0.000543× T5(x) + 0.000045× T6(x)

− 0.000003198× T7(x) + 0.0000001992× T8(x)− 0.00000001104× T9(x).

容易看出,随着 k增大, Tk(x)的系数迅速变小,又因 |Tk(x)| 6 1,故可略去次数较高的
Tk(x)项. 此时,逼近多项式的次数显著降低了,从而大大节省了计算工作量.
若要求 [−1, 1]上逼近 e−x 的绝对误差不超过 0.00005的多项式,可只取 T5(x)以

前的项作近似,即

S5(x) ≈ 1.2661× T0(x)− 1.1303× T1(x) + 0.2715× T2(x)− 0.0443× T3(x)

+ 0.005474× T4(x)− 0.000543× T5(x)

= 1.000045− 1.000022x+ 0.499199x2 − 0.166488x3 + 0.043794x4 − 0.008687x5.

而若直接按 Taylor展开式截断到含有 x5的项,则有

p5(x) , 1− x+
x2

2!
− x3

3!
+

x4

4!
− x5

5!
,

此时, |e−x − p5(x)| 6 1/6! + 1/7! + · · · ≈ 0.0016,约为前者绝对误差的 33倍.
多项式 S5(x)的形状见图9.10(a),函数 e−x 的两种多项式逼近的误差见图9.10(b),

其中 ε1(x) = e−x − S5(x), ε2(x) = e−x − p5(x). 可以看出,当 x在原点附件时, Taylor
逼近误差非常小,但越偏离原点,其误差就越大. 而用 Chebyshev多项式级数构造的逼
近函数 S5(x),整体误差更小且分布更均匀,因此可作为 e−x 的近似最佳一致逼近多项

式.

9.8 函数逼近的若干重要定理

函数逼近论是现代数学的一个重要分支, 起源于 1885 年维尔斯特拉斯 (Weier-
strass) 所建立的关于连续函数可以用多项式逼近的著名定理和 1859 年切比雪夫
(Chebyshev)提出的最佳逼近的特征定理. 自上个世纪以来,经 Jackson, Bernstein以及
前苏联学派的一系列深刻工作所推动,它成为一门独立的学科并得以蓬勃发展,其研究
目标明确为用简单的可计算函数对一般函数的逼近,进而分析这种逼近的程度和被逼
近函数本身的特性. 近些年来,人们对利用插值多项式,有理函数, Müntz多项式,样条
函数,小波,神经网络等作为逼近工具的问题进行了深入的研究. 函数逼近论不仅与泛



9.8 函数逼近的若干重要定理 49

e−x

S5(x)

−1 0 1

x

1

2

3

y

(a)

−1 0 1

x

0.001

0.002

y

ε1(x)

ε2(x)

(b)

图 9.10: e−x在 [−1, 1]的多项式逼近

函分析,调和分析,微分方程,代数等学科密切相关,而且已成为计算数学与应用数学的
理论基础. 本小节简要介绍函数逼近论中的一些重要定理.

定理 9.22 (Weierstrass第一定理)设 f(x)是区间 [a, b]上的连续函数,则对任意
ε > 0,存在多项式 p(x),使得

∥f − p∥ = max
x∈[a,b]

|f(x)− p(x)| < ε

成立.

该定理告诉我们可以用多项式按预先指定的精度来一致逼近连续函数,即多项式
函数空间是连续函数空间的稠密子集. Weierstrass第一定理有许多不同的证明方法,其
中一个构造性的证明是伯恩斯坦 (Bernstein)给出的,他引进了如下的伯恩斯坦多项式:

Bn(f ;x) =
n∑

i=0

f(
i

n
)

(
n

i

)
xi(1− x)n−i, x ∈ [0, 1].

明显地, Bn(f ;x) 是区间 [0, 1] 上的 n 次多项式. 可以证明: 对于任意的函数 f(x) ∈
C[0, 1], 当 n → ∞, 伯恩斯坦多项式 Bn(f ;x)一致收敛于 f(x). 而一般的区间 [a, b],
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可通过仿射变换 y = (x − a)/(b − a) 转化为区间 [0, 1] 来证明. 进一步, 如果函数
f(x) ∈ Cr[0, 1],那么

lim
n→∞

∥f (i) −B(i)
n (f)∥ = lim

n→∞
max
x∈[0,1]

|f (i)(x)−B(i)
n (f ;x)| = 0, i = 1, 2, · · · , r,

即伯恩斯坦多项式 Bn(f ;x)的导函数亦一致收敛于 f(x)的导函数.

注解 9.8 虽然伯恩斯坦多项式 Bn(f ;x)一致收敛于 f(x),但是它的收敛速度是
相当慢的,且随着 n的不断增大, Bn(f ;x)会变成次数很高的多项式,其数值上是不稳
定的. 因此,在实际应用中,伯恩斯坦多项式并不适于构造 f(x)的一致逼近多项式.

对于连续的周期函数,有类似的结论. 不失一般性,设周期为 2π,记所有以 2π为周

期的连续函数全体为 C2π,定义

∥f∥ = max
x∈(−∞,+∞)

|f(x)|,

可以证明 ∥ · ∥构成 C2π 的范数.

定理 9.23 (Weierstrass第二定理)设 f(x)是 (−∞,+∞)上以 2π为周期的连续函

数,则对任意 ε > 0,存在三角多项式 t(x),使得

∥f − t∥ = max
x∈(−∞,+∞)

|f(x)− t(x)| < ε

成立.

可以证明: Weierstrass第一定理与第二定理是相互等价的. Weierstrass定理作为分
析学的基本定理之一,是逼近论的基础性定理,有很多形式的推广,譬如一般的正线性
算子序列 (Korovkin定理),紧距离空间的子代数 (Stone定理)和赋范线性空间的基本
集 (Müntz定理),详细内容可参见文献 [2, 5]. 甚至对于多变量连续函数,也有类似的定
理,可参见文献 [13].
接下来,我们介绍刻画逼近程度和被逼近函数本身特性的若干定理. 在数学分析

中,常用函数的可微分次数,连续与间断等来描述函数的性质,但是,这些描述是不够精
细的. 为了描述收敛速度的快慢,需要引入连续模和光滑模的概念.

定义 9.12 设函数 f(x)在区间 I 上有定义,其中 I 是有限或无限,开或不开均可
以. 对于 h > 0,称

ω(f ;h) , sup
x,x+t∈I,|t|<h

|f(x+ t)− f(x)|

为 f(x)在区间 I 上的连续模.
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连续性模的几何意义是: 当 x1, x2 的距离小于 h时, f(x)在 x1, x2 的值相差不会

超过 ω(f ;h). 明显地, ω(f ;h)是 [0,+∞)上的非负单调增函数. 函数 f(x)在 I 上一致

连续的充分必要条件是 lim
h→0+

ω(f ;h) = 0.

若记 ∆hf(x) = f(x+ h)− f(x)是函数 f 在点 x的步长为 h的一阶向前差分,那
么

∆r
hf(x) , ∆h(∆

r−1
h f(x)) =

r∑
i=0

(−1)r−i

(
r

i

)
f(x+ ih)

称为 f 在点 x步长为 h的 r阶向前差分.

定义 9.13 设函数 f(x)在区间 [a, b]上的连续函数,称

ωr(f ;h) , sup
x,x+rt∈[a,b],|t|<h

|∆r
tf(x)|

为 f(x)在区间 I 上的r阶光滑模. 当 r = 1时, r阶光滑模就是连续模.

容易看出, ωr(f ;h)是 h的增函数,连续函数,且 ωr(f ; 0) = 0. 不难证明:

ωr(f ;h) 6 2r−1ω(f ;h) 6 2r∥f∥∞.

进一步,当 f(x) ∈ Cr[a, b]时,有

ωr(f ;h) 6 hr∥f (r)∥∞,

以及 lim
h→0

ωr(f ;h)/h
r = 0的充分必要条件是 f(x) ∈ Pr[x].

对于 f(x) ∈ C[a, b],函数 f 的 n次最佳一致多项式逼近误差记为

En(f) = min
pn∈Pn[x]

∥f − pn∥∞.

而对于 f(x) ∈ C2π,函数 f 的 n次最佳一致三角多项式逼近误差记为

E∗
n(f) = min

tn∈Tn[x]
∥f − tn∥∞,

其中

Tn[x] ,
{a0

2
+

n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)
∣∣∣ a0, ak, bk ∈ R

}
.

根据Weierstrass第一和第二定理知,数列 {En(f)}∞n=0和 {E∗
n(f)}∞n=0均收敛于 0.
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定理 9.24 (Jackson定理)设 f(x) ∈ C2π,则存在常数 C 使得

E∗
n(f) 6 Cω

(
f ;

1

n

)
, n = 1, 2, · · · ,

以及

E∗
n(f) 6 Cω2

(
f ;

1

n

)
,

成立.

若函数 f 有更高阶的连续导数,则 E∗
n(f)有更快的收敛速度.

定理 9.25 设 f(x) ∈ C2π,且具有 r阶的连续导数,则存在常数 Cr 使得

E∗
n(f) 6

Cr

nr
ω
(
f (r),

1

n

)
, n = 1, 2, · · · ,

成立.

另一方面,若已知 E∗
n(f)的收敛速度,则可反过来估计函数的连续模和光滑模.

定义 9.14 设 f(x)是区间 I 上的函数,若 f(x)满足

|f(x)− f(y)| 6 C|x− y|α, ∀x, y ∈ I,

其中 C,α ∈ R是正常数,则称 f(x)满足李普希茨条件,记作 f ∈ LipCα或 f ∈ Lipα.

定理 9.26 设 f(x) ∈ C2π,则存在常数 Cr(r = 1, 2, · · · )使得

ωr(f, h) 6 Crh
r
∑

06n6h−1

(n+ 1)r−1E∗
n(f), h > 0,

成立.

定理 9.27 (Bernstein逆定理)设 f(x) ∈ C2π,则 f ∈ Lipα (0 < α < 1)的充分必要

条件是

E∗
n(f) = O(n−α).

类似地,基于代数多项式的连续函数类的最佳逼近有类似的定量理论,但与基于三
角多项式的最佳逼近理论有不同的性态,详细的内容参见文献 [2, 5].
在函数逼近论中,还有许多非常重要的课题,譬如宽度,熵,最优恢复,样条函数的

逼近理论等,具体可参见专著 [14, 16, 19]. 至于多变量的函数逼近理论,目前虽然有了
一些结果,但是还很不完善,可参见专著 [13, 15]. 在应用方面,近些年来流行的小波分
析 [9],压缩感知 [10],深度学习 [12]等都大量用到了函数逼近理论,使得它成为一门经
久不衰的学科.
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习 题

1. 验证 ∥f∥ = max
x∈[a,b]

|f(x)|构成线性空间 C[a, b]的一个范数,并证明:

∥fg∥ 6 ∥f∥∥g∥, ∀f, g ∈ C[a, b].

2. 判断: 当 0 < p < 1时,

∥x∥p = (|x1|p + |x2|p + · · ·+ |xn|p)1/p , ∀x = (x1, x2, · · · , xn)
T ∈ Rn

是否构成线性空间 Rn的一个范数? 如果是请给出证明,否则指出原因.

3. 下列公式中:

(a) d(x, y) = log(1 + |x− y|);

(b) d(x, y) = e|x−y| − 1;

(c) d(x, y) = |x− y|2,

哪一个是定义在实轴上的距离函数? 并给出证明.

4. 设 C[a, b]中有一函数列 {fn}∞n=0,证明: fn 按一致范数收敛于 g的充分必要条件

是 fn一致收敛于 g.

5. 验证
∫ b

a
f(x)g(x) dx构成线性空间 C[a, b]的一个内积.

6. 设 f(x), g(x) ∈ C1[a, b],定义

(f, g) =

∫ b

a

f ′(x)g′(x) dx,

问 (·, ·)是否为 C1[a, b]的一个内积? 记空间

C1
0 [a, b] = {f(x) | f(a) = 0, f(x) ∈ C1[a, b]},

问 (·, ·)是否为 C1
0 [a, b]的一个内积? 如果是请给出证明,否则指出原因.

7. 试利用 Gram-Schmidt正交化算法,求 [0, 1]上的三次多项式空间关于内积

(f, g) =

∫ 1

0

√
xf(x)g(x) dx

的一组正交基.
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8. 设 V 是内积空间, M ⊂ V 为有限维子空间. 对任意的 x ∈ V ,记 P (x)为子集M

逼近 x的最佳逼近元,使用 V 内积诱导的范数. 证明: P (x)是 V → M 的线性算

子,即投影算子.

9. 下面的资料于 1970年 3月提交美国参议院反托拉斯委员会,说明各种等级汽车
在碰撞时严重损伤的比率,求此数据的最小二乘拟合直线 (1磅 ≈ 0.45千克).

车型 车重 (磅) 严重损伤的比率 (%)

美国制豪华型 4800 3.1
美国制中级型 3700 4.0
美国制经济型 3400 5.2
美国制轻便型 2800 6.4
外国制轻便型 1900 9.6

10. 试分别用一次、二次多项式拟合下面的数据,并给出最小平方误差.

xi -1.00 -0.50 0.00 0.25 0.75
yi 0.22 0.80 2.00 2.50 3.80

11. 对下列数据用最小二乘法求形如 φ(x) = a cosx+ b sinx的经验公式.

xi 0.20 0.25 0.30 0.50
yi 1.36 1.20 1.02 0.32

12. 对下列数据用最小二乘法求形如 φ(x) = aebx的经验公式.

xi 0.25 0.50 0.70 0.75
yi 2.57 1.21 0.99 4.23

13. 对下列数据用最小二乘法求形如 φ(x) =
x

a+ bx
的拟合函数.

xi 2.10 2.50 2.80 3.20
yi 0.6087 0.6849 0.7368 0.8111
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14. 用最小二乘法求解下列矛盾方程组:

(1)


x1 + 2x2 = 5,

2x1 + x2 = 6,

x1 + x2 = 4;

(2)


x1 − 2x2 = 1,

x1 + 5x2 = 13.1,

2x1 + x2 = 7.9,

x1 + x2 = 5.1.

15. 试确定常数 c0, c1 ∈ R使得
∫ 1

0

∣∣∣ex − c0 − c1x
∣∣∣2 dx达到极小,并求出极小值.

16. 求函数 f(x) = cosx在区间 [0, 1]上关于权函数 ρ(x) =
√
x的三次最佳平方逼近

多项式.

17. 设区间 [a, b]上 Pn(x)的一组首项系数为 1的正交多项式基 {g∗l (x)}nl=0,证明: 对
于 l > 1,多项式 g∗l (x)与 g∗l+1(x)的零点必交错,即

a < xl+1
1 < xl

1 < xl+1
2 < · · · < xl+1

l < xl
l < xl+1

l+1 < b,

其中 xl
i, x

l+1
i 分别为 g∗l (x), g

∗
l+1(x)的零点. (提示: 从递推关系式 (9.13)出发,先

证 a < ak < b, 0 < bk 6 max{a2, b2},再用数学归纳法.)

18. 设 f(x) = x2,求 f(x)在区间 [−π, π]上的二次最佳平方逼近三角多项式.

19. 设 f(x) = x,求 f(x)在区间 [−1, 1]上的 n次最佳平方逼近三角多项式.

20. 实现 FFT算法, 输入向量 f = (−2, 4, 7, 3, 1, 5,−3, 4), 计算 f的离散傅立叶变换
g = (g0, g1, · · · , gn−1),其中

gl =
1

n

n−1∑
k=0

fkω
kl, ω = e−i2π/n, n = 8.

21. 设 n = 3m,其中m ∈ N,试建立快速离散傅立叶变换的递推公式.

22. 试确定常数 c ∈ R使得 max
x∈[0,1]

|x2 − cx|达到极小,并判断该解是否唯一.

23. 设 f(x) ∈ C[a, b],求 f(x)的零次最佳一致逼近多项式.

24. 设 f(x) ∈ C[−a, a],记 p∗n(x)是 f(x)的 n次最佳一致逼近多项式,证明: 当 f(x)

是偶 (奇)函数时, p∗n(x)亦是偶 (奇)函数.

25. 设 f(x) ∈ C2[a, b],且 f ′′(x) ̸= 0. 设 f(x)在 [a, b]上的一次最佳一致逼近多项式

为 p∗1(x) = c0 + c1x.
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(a) 证明: c1 = f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
, c0 =

f(a) + f(c)

2
− f(b)− f(a)

b− a
· a+ c

2
;

(b) 求 f(x) = cosx在 [0, π/2]上的一次最佳一致逼近多项式.

26. 求多项式 p(x) = 6x3 + 3x2 + x+ 4在 [−1, 1]上的二次最佳一致逼近多项式.

27. 求函数 f(x) = cos
π

2
x在 [−1, 1]上关于权函数 ρ(x) = (1 − x2)−1/2 的三次最佳

平方逼近多项式.

28. 求函数 f(x) = arctanx在 [−1, 1]上的近似最佳一致逼近多项式,要求绝对误差
不超过 10−3.

29. 证明: 切比雪夫多项式 Tn(x)满足关系式

Tn+m(x) + Tn−m(x) = 2Tn(x)Tm(x), n > m.

30. 设 f(x) ∈ C[a, b],Mn = max
x∈[a,b]

|fn(x)|,若取

xk−1 =
a+ b

2
+

b− a

2
cos

2k − 1

2n+ 2
π, k = 1, 2, · · · , n+ 1,

作为插值节点构造 n次多项式插值函数 pn(x). 证明: f(x)的 n次多项式插值余

项 R(x) = f(x)− pn(x)满足

max
x∈[a,b]

|R(x)| 6 Mn

n!

(b− a)n

22n−1
.
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第十章 最优化方法

最优化方法是一门研究求解数学问题最优解的学科,即对于给定的实际问题,从众
多的解中选取最优的解. 在日常生活中,我们经常遇到这类问题: 上下班如何规划乘车
路线,才能快速又经济地到达公司;旅游中如何选择航班和宾馆,既省钱又能玩得开心.
从数学意义上说,最优化方法是一种求函数极值的方法,即在一组条件为等式或不等式
的约束下,使选定的目标函数达到极值,即最大值或最小值. 研究内容包括最优化模型
的建立、分析、求解及应用,譬如最优解的条件或标准,求解的算法,以及收敛性、时
间复杂度分析等. 随着计算机的快速发展和普及,最优化方法在经济规划、工程设计、
生产管理、交通运输、国防安全等领域得到了广泛的应用,发挥着越来越重要的作用,
自身也得到了迅速的发展.

最优化问题可以追溯到十分古老的极值问题,例如阿基米德 (Archimedes)证明：
给定周长,圆所包围的面积为最大,这是欧洲古代城堡几乎都建成圆形的原因之一. 然
而,最优化方法成为一门独立的学科是在第二次世界大战前后,由于军事上的需要以及
科学技术和生产的迅速发展,许多实际的最优化问题已经无法用古典方法来解决,从
而促进了近代最优化方法的产生. 具有代表性的工作有: 以美国的丹齐格 (Dantzig)和
苏联的康托罗维奇 (Kantorovich)为代表的线性规划; 以美国的库恩 (Kuhn)和塔克尔
(Tucker)为代表的非线性规划；以美国的贝尔曼 (Bellman)为代表的动态规划；以苏
联的庞特里亚金 (Pontryagin)为代表的极大值原理等,这些方法后来都形成体系，成为
很活跃的领域. 此外,近些年来在实际应用应用的驱动下,譬如信号处理,机器学习,推
荐系统,自动驾驶等,凸优化,非光滑优化,整数规划等得到了深入的研究.

目前,最优化方法已经成为一门独立且应用广泛的学科,内容非常丰富,限于篇幅,
下面重点介绍最优化方法中求解线性规划的单纯形法与求解无约束非线性优化问题的

梯度下降法.

59
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10.1 线性规划问题

在生产管理和经营活动中,经常会遇到一类问题: 如何合理利用有限的人力、物
力、财力等资源,以取到最佳的经济效益.

例 10.1 某工厂在计划期内要安排生产 I、II两种产品,已知生产每种单位产品所
需的设备台数及 A、B两种原材料的消耗,如表10.1所示.

产品 产品 I 产品 II 现有资源

设备 4台时/件 2台时/件 18台时
原材料 A 4 kg/件 1 kg/件 16 kg
原材料 B 1 kg/件 3 kg/件 12 kg

表 10.1: 产品的资源需求

该工厂每生产一件 I产品可获利 2元,每生产一件 II产品可获利 5元,问应该如何
安排计划使该工厂获利最多?

解 设 x1, x2 分别表示在计划期内生产 I、II产品的数量. 因为设备的总台数是 8,这
是一个限制性条件,所以在优化 x1, x2时,需满足不等式约束:

4x1 + 2x2 6 18.

同理,因原材料 A、B的总量限制,得到以下不等式约束:

4x1 + x2 6 16,

x1 + 3x2 6 12.

此外,产量 x1, x2明显是非负的,满足 x1, x2 > 0.
若用 z 表示利润,则 z = 2x1 + 5x2. 该工厂的目标是在不超过现有资源限量的条

件下,确定产量 x1, x2使得利润 z最大化,用数学模型可表示为

目标函数 max z = 2x1 + 5x2

约束条件


4x1 + 2x2 6 18,

4x1 + x2 6 16,

x1 + 3x2 6 12,

x1, x2 > 0.
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�

例 10.2 生产某汽车需要用 I、II、III三种规格的轴各一根,长度规格分别为 1.5、
1、0.7米,它们需要用一种圆钢来制作,圆钢的长度为 4米. 现在要制造 1000辆这种类
型的汽车,问至少需要多少根圆钢以满足生产需求?

解 圆钢的长度是 4米, I、II、III轴的长度分别为 1.5、1、0.7米,因此,在不浪费材
料的前提下,可有以下不同的切法:

切法 x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10

I 2 2 1 1 1 0 0 0 0 0
II 1 0 2 1 0 4 3 2 1 0
III 0 1 0 2 3 0 1 2 4 5

若将这些不同的切法 {xi}10i=1 的数量设为变量, 用 z 表示圆钢的总数, 则 z =

x1 + x2 + · · ·+ x10,问题的数学模型可表示为

目标函数 min z = x1 + x2 + · · ·+ x10

约束条件


2x1 + 2x2 + x3 + x4 + x5 > 1000,

x1 + 2x3 + x4 + 4x6 + 3x7 + 2x8 + x9 > 1000,

x2 + 2x4 + 3x5 + x7 + 2x8 + 4x9 + 5x10 > 1000,

x1, x2, · · · , x10 > 0.

�

通过以上两个例子,可以看出最优化问题的数学模型由三个要素组成:

(1) 变量或称决策变量,即问题中要优化的未知量,用于描述问题中用数量表示的方
案、措施等,其值可由决策者控制和确定;

(2) 目标函数,即决策变量的函数,按优化目标在这个函数前加上 max或 min,表示目
标函数欲取最大值或最小值;

(3) 约束条件,即刻画决策变量取值时受到的各种资源条件的限制,通常表示为含决
策变量函数的等式或不等式.
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如果在优化问题的数学模型中,决策变量的取值是连续的,目标函数是决策变量的
线性函数,约束条件是含决策变量的线性等式或不等式,则称它为线性规划问题,其一
般的形式为

max(min) z = c1x1 + c2x2 + · · ·+ cnxn,

s. t.



a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn 6 (=,>)b1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn 6 (=,>)b2,

· · ·
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn 6 (=,>)bm,

x1, x2, · · · , xn > 0.

或简写为

max(min) z =

n∑
i=1

cixi,

s. t.


n∑

j=1

aijxj 6 (=,>)bi, i = 1, 2, · · ·m,

xi > 0, j = 1, 2, · · ·n.

在实际问题中,线性规划模型是建立在以下假设基础之上的:

(1) 比例性,指每个决策变量 xj 在约束条件中和在目标函数中数值变化时,按 xj 对

应的系数 aij 与价值系数 cj 严格的成比例变化,如生产某产品对资源的消耗和可
获取的利润,同其生产数量成比例;

(2) 可加性,指目标函数的总值是各项组成部分值 cixi 之和;第 i个约束关系式中各

组成部分值之和就是第 i项资源需求总量. 如生产多种产品时,可获取的总利润
是各项产品的利润之和,对某项资源的消耗量等于各产品对该资源的消耗量之
和. 决策变量是相互独立的,不发生关联,且不允许有交叉;

(3) 可分性,即模型中的变量可以取小数、分数或某一实数;

(4) 确定性,即模型中的参数均为确定的常数.

然而,有些实际问题不符合上述条件,例如每件产品售价 3元,但批量采购的话,可以打
七折. 对于这类不符合线性的条件,在一些合理的假设下,有时可看作近似满足线性条
件,也可用线性规划来建模.
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注解 10.1 在前面的例子中,产品的数量和不同切法的数量实际上应该是整数,但
是这类约束是非线性的,甚至是不光滑的,求解起来比较困难. 为此,我们对问题作了
简化,允许它们取连续的实数. 如果优化问题中含有整数约束的变量,则称它为整数规
划问题,相应的求解算法可参见 [9, 10].

10.2 线性规划问题的几何意义

当线性规划模型中只含 2个变量时,问题具有明显的几何意义,可通过在平面上作
图的方法求解,称为图解法. 在介绍图解法之前,我们先明确线性规划问题解的概念.

定义 10.1 称线性规划问题有解,是指能找到一组值 (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn 以满

足所有约束条件;否则,称该问题无解. 任意一个满足约束条件的解 (x1, x2, · · · , xn)都

称为该线性规划问题的一个可行解. 全部可行解构成的集合称为可行域. 在可行域中
使目标函数值达到最优的可行解称为最优解.

图解法的基本步骤如下: 在平面上建立直角坐标系;图示约束条件,判别是否存在
可行域,如果存在,则找出可行域;图示目标函数,寻找最优解. 下面通过例10.1来作具
体说明. 先将其数学模型重写如下:

max z = 2x1 + 5x2,

s. t.


4x1 + 2x2 6 18, (10.1a)

4x1 + x2 6 16, (10.1b)

x1 + 3x2 6 12, (10.1c)

x1, x2 > 0. (10.1d)

1. 以 x1 为横坐标轴, x2 为纵坐标轴,适当选取坐标长度的单位,建立平面直角坐标
系. 由变量的非负约束条件(10.1d)知,满足该条件的解均在第 I象限内.

2. 依据约束条件, 找出可行域. 约束条件(10.1a)表示含直线 4x1 + 2x2 = 18

上的点及其左下方的半平面, 约束条件(10.1b)、(10.1c)的含义类似. 同时满
足(10.1a)-(10.1d)的点构成该线性规划问题的可行域,如图10.1所示,即凸多边形
OP1P2P3P4.

3. 图示目标函数. 随着 z的变化,方程 z = 2x1 + 5x2 表示斜率为 −2/5的一族平行
直线,见图10.1,其中向量 v表示目标函数值 z的增大方向.
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4. 确定最优解. 因为最优解是可行域中使目标函数值 z达到最大值的点,从图10.1中
可看出,当代表目标函数的那条直线由原点开始向右上方移动时, z 的值逐渐增
大,一直移动目标函数的直线,直到与约束条件确定的凸多边形相切时停止,切点
所在的位置即为最优解.

P1

P2

P3

P4

v

0 1 2 3 4 5

x

1

2

3

4

5

y

图 10.1: 图解法

在本例中,最优解位于切点 P3,其坐标由直线方程 4x1+2x2 = 18与 x1+3x2 = 12

确定,即 (x1, x2) = (3, 3),代入目标函数 z = 2x1 +5x2 = 21,代表该工厂生产 3件产品
I和 3件产品 II时,能获得最大利润 21元. 不难看出,此问题的最优解是唯一. 但是,对
于一般的线性规划问题来说,还可能出现下列的情况:

(1) 无穷多最优解. 若将目标函数换成 z = x1 + 3x2,则目标函数的直线族与约束条
件(10.1c)平行,此时线段 P3P4上所有的点都是最优解,即有无穷多最优解.

(2) 无界解. 若将约束条件(10.1a)-(10.1c)换成 4x1 6 18,则可行域是无穷区域,即变
量 x2的取值可无限增大,此时目标函数值也可无限增大,即最优解无界.

(3) 无解,或无可行解. 若将约束条件(10.1a)换成 4x1 + 2x2 > 24,则不存在满足所有
约束条件的公共区域,可行域是空集,即无解.
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当求解结果出现无界解或无解情况时,一般来说是线性规划问题的数学模型有错
误,前者缺乏必要的约束条件,后者存在矛盾的约束条件,需重新建模.
虽然图解法仅能用于求解具有两个变量的线性规划问题,但是它为求解一般线性

规划问题提供了一些启示:

(1) 若线性规划问题的可行域存在,则可行域是凸集.

(2) 若线性规划问题的最优解存在,则最优解或最优解之一 (有无穷多解时)是可行域
的某个顶点.

因此,我们可以先找出可行域的任一顶点,计算在该顶点处的目标函数值,检查周围相
邻顶点的目标函数值是否比这个值大,如果是否,则它就是最优解的点或最优解的点之
一;否则,转到比这个点的目标函数值更大的另一顶点. 重复上述过程,直至找到使目
标函数值达到最大的顶点为止,这就是单纯形法的基本思路.
因目标函数和约束条件内容和形式上的差别,例如目标函数有的要求 max,有的要

求 min;决策变量一般是非负约束,但有的问题也允许决策变量取负值,即无约束,故线
性规划问题的表示形式是多种多样的. 因此,为便于后续方法的描述,有必要规定线性
规划问题的标准形式:

max z =

n∑
i=1

cixi, (10.2)

s. t.


n∑

j=1

aijxj = bi, i = 1, 2, · · ·m, (10.3a)

xj > 0, j = 1, 2, · · ·n. (10.3b)

在标准形式中,目标函数为求极大值,约束条件全为等式,约束条件右端常数项 bi

全为非负值,变量 xj 均取非负值.
对于不符合标准形式的线性规划问题,可通过下列变换进行转化:

(1) 若目标函数为求极小值, 即 min z =

n∑
i=1

cixi, 可令 z̃ = −z, 则原问题可化为

max z̃ =
(
−

n∑
i=1

cixi

)
,这就与标准形式中的目标函数一致了;

(2) 若约束条件是不等式,有两种情况: 一种是约束方程为 “6”不等式,可在不等式
的左端加入一个非负变量;另一种是约束方程为 “>”不等式,可在不等式的左端
减去一个非负变量,新加入的变量称为松弛变量,则可将不等式约束化为等式约
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束. 例如: 4x1 6 16,可令 x2 = 16− 4x1,得 4x1 + x2 = 16,显然 x2 > 0,是松弛变
量; 2x1 + 2x2 + x3 + x4 + x5 > 1000,可令 x6 = 2x1 + 2x2 + x3 + x4 + x5 − 1000,
得 2x1 + 2x2 + x3 + x4 + x5 − x6 = 1000,显然 x6 > 0,是松弛变量;

(3) 若约束条件的右端项 bi < 0,可将等式两端乘以”−1”,则等式右端项必大于零;

(4) 若约束条件 xk 6 0,可令 xk+1 = −xk,则化为约束条件 xk+1 > 0;

(5) 若存在取值无约束的变量xk,可令xk = xk+1−xk+2,则化为约束条件xk+1, xk+2 >
0.

不难证明,任何形式的线性规划问题都可以化为标准形式.

例 10.3 将下列线性规划问题化为标准形式

min z = x1 − 4x2 + x3,

s. t.


−2x1 − x2 + 2x3 > 7,

3x1 + 2x2 − x3 6 2,

x1 + 2x2 − x3 = −1,
x1 6 0, x2 > 0, x3无约束.

解 按下列步骤进行变换:

(1) 用 −x1代替 x1;

(2) 用 x4 − x5替换 x3,其中 x4, x5 > 0;

(3) 在第一个约束不等式 >号的左端减去松弛变量 x6;

(4) 在第二个约束不等式 6号的左端加上松弛变量 x7;

(5) 在第三个约束的两端都乘以 −1;

(6) 令 z̃ = −z,将求 max z化为求 min z̃,

得到该线性规划问题的标准形式

max z̃ = x1 + 4x2 − (x4 − x5) + 0x6 + 0x7,

s. t.


2x1 − x2 + 2(x4 − x5)− x6 = 7,

−3x1 + 2x2 − (x4 − x5) + x7 = 2,

x1 − 2x2 + (x4 − x5) = 1,

x1, x2, x4, x5, x6, x7 > 0.
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�

接下来,对于标准形式的线性规划问题,进一步引入有关基的几个概念.

定义 10.2 设 A = (aij)m×n 为等式约束条件(10.3a)的系数矩阵, 其中 m < n,
rank(A) = m. 若 B是 A的一个m×m满秩子矩阵,则称 B是线性规划问题的一组基.
不失一般性,可设

B =


a11 a12 · · · a1m
...

... · · ·
...

am1 am2 · · · amm

 =
(
p1, p2, · · · ,pm

)
,

其中 B 中的每一个列向量 pj 称为基向量,与基向量 pj 对于的变量 xj 称为基变量. 线
性规划问题中除基变量以外的变量称为非基变量.

定义 10.3 在等式约束条件(10.3a)中,若令所有非基变量 xm+1 = xm+2 = · · · =
xn = 0, 又因 det(B) ̸= 0, 知由 m 个约束方程可解出 m 个基变量的唯一解 xB =

(x1, x2, · · · , xm)T. 将这个解加上非基变量取 0的值,有 x = (x1, x2, · · · , xm, 0, · · · , 0)T,
称 x为线性规划问题的基解.

注意,在线性规划问题求解过程中,基是可以变化的,此时基向量,基变量,基解等
也随之变化. 容易看出,在基解中变量取非零值的个数不大于方程个数m,故基解的总
数不超过

(
n
m

)
.

定义 10.4 满足非负约束条件(10.3b)的基解称为基可行解.

定义 10.5 与基可行解对应的基称为可行基.

最后,我们讨论一般线性规划问题的几何意义.

定义 10.6 设 C 是 n维欧式空间的一个点集,若对任意的 x1, x2 ∈ C,均有

λx1 + (1− λ)x2 ∈ C, ∀λ ∈ [0, 1],

即 x1与 x2连线上的所有点也都在 C 中,则称 C 是凸集.

从直观上看,凸集没有凹入部分,其内部没有空洞. 实心圆,实心球体,实心立方体
等都是凸集,而圆环就不是凸集. 容易证明: 任何两个凸集的交集是凸集.
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定义 10.7 设 x1, x2, · · · , xk是n维欧式空间中的点,若存在实数 0 6 λ1, λ2, · · · , λk 6
1,且 λ1 + λ2 + · · ·+ λk = 1,使

x = λ1x1 + λ2x2 + · · ·+ λkxk,

则称 x是 x1, x2, · · · , xk 的凸组合. 当 0 < λi < 1 (i = 1, 2, · · · , k)时,称为严格凸组合.

定义 10.8 设 C 是 n 维欧式空间的一个凸集, 点 x ∈ C, 若不存在不同的两点
x1 ∈ C 和 x2 ∈ C 使得

x = λx1 + (1− λ)x2, 0 < λ < 1,

成立,则称 x是 C 的一个顶点或极点.

定理 10.1 若线性规划问题的可行域存在,则它是凸集.

证明 设线性规划问题存在可行域,即约束条件(10.3)有解,记

D =
{
x ∈ Rn

∣∣∣ n∑
i=1

pixi = b, xi > 0
}
.

下证 D是凸集. 设 x1 = (x11, x12, · · · , x1n)
T ∈ D, x2 = (x21, x22, · · · , x2n)

T ∈ D,则
n∑

i=1

pix1i = b,
n∑

i=1

pix2i = b, , x1i > 0, x2i > 0.

对任意的 λ ∈ [0, 1],记 x = λx1 + (1− λ)x2 = (x1, x2, · · · , xn)
T,则

n∑
i=1

pixi =

n∑
i=1

pi[λx1i + (1− λ)x2i] = λ

n∑
i=1

pix1i + (1− λ)

n∑
i=1

pix2i = b,

xi = λx1i + (1− λ)x2i > 0.

故 x ∈ D. 又因为 x1, x2是任取的,所以 D是凸集. �

引理 10.2 线性规划问题的可行解 x = (x1, x2, · · · , xn)
T 为基可行解的充要条件

是 x的正分量所对应的系数列向量是线性无关的.

证明 (必要性)由基可行解的定义可知.
(充分性)不失一般性,设 x的正分量为x1, x2, · · · , xk,相应的系数列向量p1, p2, · · · ,pk

线性无关, 则必有 k 6 m. 当 k = m 时, 向量 p1,p2, · · · , pk 恰好构成一组基, 从而
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x = (x1, x2, · · · , xk, 0, · · · , 0)T 是一个基可行解;当 k < m时,则一定可以从其余列向
量中选取m− k个与 p1, p2, · · · ,pk一起构成一组基,相应的解恰为 x,故也是一个基可
行解. �

定理 10.3 线性规划问题的基可行解对应于可行域的顶点.

证明 命题等价于: x不是基可行解⇐⇒ x不是可行域的顶点. 下面用反证法,分两步
证明.

(1) 若 x不是基可行解,则 x一定不是可行域的顶点. 不失一般性,设 x的前 k个分量

为正,则有
k∑

i=1

pixi = b,

由引理10.2知,向量p1, p2, · · · ,pk线性相关,即存在一组不全为零的µ1, µ2, · · · , µk ∈
R,使得

k∑
i=1

piµi = 0.

对任意的 λ > 0,都有

(x1 − λµ1)p1 + (x2 − λµ2)p2 + · · ·+ (xk − λµk)pk = b,

(x1 + λµ1)p1 + (x2 + λµ2)p2 + · · ·+ (xk + λµk)pk = b.

令 x1 = (x1 − λµ1, x2 − λµ2, · · · , xk − λµk, 0, · · · , 0)T, x2 = (x1 + λµ1, x2 +

λµ2, · · · , xk + λµk, 0, · · · , 0)T,则

x =
1

2
x1 +

1

2
x2.

另一方面,当 λ充分小时,有

xi ± λµi > 0, i = 1, 2, · · · , k,

即 x1, x2是可行解. 因此, x不是可行域的顶点.

(2) 若 x不是可行域的顶点,则 x一定不是基可行解. 不失一般性,设

x = (x1, x2, · · · , xk, 0, · · · , 0)T, xi > 0, i = 1, 2, · · · , n



70 第十章 最优化方法

不是可行域的顶点,故存在可行域内不同的两个点 x1和 x2,使得

x = λx1 + (1− λ)x2, λ ∈ (0, 1),

其中 x1 = (x11, x12, · · · , x1n)
T, x2 = (x21, x22, · · · , x2n)

T. 将其写成分量的形式

xi = λx1i + (1− λ)x2i, x1i > 0, x2i > 0, i = 1, 2, · · · , n,

又因 λ > 0, 1− λ > 0,故当 xi = 0时,必有 x1i = x2i = 0. 由于

n∑
i=1

pixi =

k∑
i=1

pixi = b,

则有
n∑

i=1

pix1i =

k∑
i=1

pix1i = b,
n∑

i=1

pix2i =

k∑
i=1

pix2i = b,

两式相减可得
k∑

i=1

pi(x1i − x2i) = 0.

因系数 {x1i − x2i}ki=1 不全为零,故向量 p1, p2, · · · ,pk 线性相关. 利用引理10.2,
知 x不是基可行解.

�

定理 10.4 若线性规划问题的可行域有界,则必存在一个基可行解是最优解.

证明 设线性规划问题的可行域为 D,其顶点为 x1, x2, · · · , xk,目标函数 z =

n∑
i=1

cixi

在 x∗ ∈ D 取到最大值. 若 x∗ 是 D 的一个顶点,则命题成立. 下面,不妨设 x∗ 不是 D

的顶点,又因D是凸集,故存在 0 6 λ1, λ2, · · · , λk 6 1,且 λ1 + λ2 + · · ·+ λk = 1,使得

x∗ =
k∑

i=1

λixi.

若记 c = (c1, c2, · · · , cn)T,则

cTx∗ = cT
( k∑

i=1

λixi
)
=

k∑
i=1

λi

(
cTxi

)
.
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因 D的顶点个数是有限的,故存在某一顶点 xr,使得

cTxr > cTxi, i = 1, 2, · · · , k.

从而

cTxr = cT
( k∑

i=1

λixr
)
=

k∑
i=1

λi

(
cTxr

)
>

k∑
i=1

λi

(
cTxi

)
= cTx∗,

又因 cTx∗是最大值,故 cTxr = cTx∗,即目标函数在顶点 xr 也取到最大值. �

从证明过程中可以看出,如果目标函数在多个顶点达到最大值,那么在这些顶点的
凸组合上也达到最大值,此时线性规划问题有无穷多最优解.

另外,若可行域无界,则可能无最优解,也可能有最优解. 若有最优解,则也必定在
某顶点上取到.

因此,若线性规划问题有最优解,则必可在某顶点上取到. 又因可行域的顶点数是
有限的,若采用枚举法找出所有基可行解,总数不超过

(
n
m

)
,则通过比较可找到最优解.

但是,当 n,m的值较大时,该方法的时间复杂度迅速增加,不能满足实际应用的需求.
在下一节,我们介绍求解线性规划问题的一个经典方法: 单纯形法.

10.3 单纯形法

一般地,在线性规划问题的等式约束条件(10.3a)中,方程组的变量数大于方程的个
数,即 n > m,方程组有无穷多解. 结合非负约束条件(10.3b),线性规划问题的可行域常
构成 Rn 中的多面体,它由一系列单纯形组合而成. 单纯形法采用迭代的策略,基本思
路为: 先找出一个基可行解,判断其是否为最优解,若为否,则转换到相邻的基可行解,
并使目标函数值不断增大,一直找到最优解为止.

注解 10.2 在 n维欧式空间中,零维的单纯形是点,一维的单纯形是线段,二维的
单纯形是三角形,三维的单纯形是四面体, k维的单纯形是有 k + 1个顶点的多面体.

1. 确定初始基可行解.

对标准形式的线性规划问题,在等式约束条件(10.3a)中,不失一般性,总存在一个
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由单位阵构成的基,即

(
p1, p2, · · · , pm

)
=


1 0 · · · 0

0 1 · · · 0
...

... · · ·
...

0 0 · · · 1

 .

当线性规划的约束条件均为 6时,相应松弛变量的系数矩阵即为单位阵. 而对约
束条件为 >或 =的情形,为便于寻找初始基可行解,可引入人工变量,产生一个
单位矩阵. 令等式约束条件(10.3a)中所有非基变量等于零,可找到一个解

x = (x1, x2, · · · , xm, 0, · · · , 0)T = (b1, b2, · · · , bm, 0, · · · , 0)T.

又因 bi > 0,故 x满足不等式约束条件(10.3b),是一个基可行解.

2. 从一个基可行解转换为相邻的基可行解.

设初始基可行解中的前 m个为基变量,即 x0 = (x0
1, x

0
2, · · · , x0

m, 0, · · · , 0)T,其中
x0
i > 0, i = 1, 2, · · · ,m. 等式约束条件(10.3a)可写成增广矩阵的形式:


1 0 · · · 0 a1,m+1 · · · a1j · · · a1n b1

0 1 · · · 0 a2,m+1 · · · a2j · · · a2n b2
...

...
...

...
...

...
...

0 0 · · · 1 am,m+1 · · · amj · · · amn bm
↑
p1

↑
p2 · · ·

↑
pm

↑
pm+1 · · ·

↑
pj · · ·

↑
pn

↑
b

由基可行解的定义,知
m∑
i=1

x0
ipi = b.

又因 p1, p2, · · · , pm构成一组基,故向量 pj 可表示为

pj =
m∑
i=1

aijpi.

对任意的 λ > 0,从而有
m∑
i=1

x0
ipi + λ

(
pj −

m∑
i=1

aijpi

)
= b⇐⇒

m∑
i=1

(x0
i − λaij)pi + λpj = b.
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若记 x1 = (x0
1 − λa1j , x

0
2 − λa2j , · · · , x0

m − λamj , 0, · · · , λ, · · · , 0)T,显然 x1 也满
足等式约束条件(10.3a). 要使 x1成为一个基可行解,则 λ需满足

x0
i − λaij > 0, i = 1, 2, · · · ,m,

且其中至少有一个不等式取到等号. 显然,当 aij 6 0时,上述不等式对 λ > 0总

成立. 若取

λ = min
i

{ x0
i

aij

∣∣∣ aij > 0
}
=

x0
l

alj
,

容易验证 x1 是一个基可行解. 将变量 x1, · · · , xl−1, xj , xl+1, · · · , xm 对应的向量

和 b写成增广矩阵的形式:



1 0 · · · 0 a1j 0 · · · 0 b1

0 1 · · · 0 a2j 0 · · · 0 b2
...

...
...

...
...

...
...

0 0 · · · 1 al−1,j 0 · · · 0 bl−1

0 0 · · · 0 al,j 0 · · · 0 bl

0 0 · · · 0 al+1,j 1 · · · 0 bl+1

...
...

...
...

...
...

...
0 0 · · · 0 am,j 0 · · · 1 bm
↑
p1

↑
p2 · · ·

↑
pl−1

↑
pj

↑
pl+1 · · ·

↑
pm

↑
b

因 alj > 0, 故 p1,p2, · · · , pl−1, pj ,pl+1, · · · ,pm 构成一组基. 对上述增广矩阵
施行初等行变换: 第 l 行乘以 (1/alj), 再分别乘以 (−aij) 加到第 i 行上去,
i = 1, · · · , l − 1, l + 1, · · · ,m,得变换后的向量

b = (b1 − λa1j , · · · , bl−1 − λal−1,j , λ, bl+1 − λal+1,j , · · · , bm − λamj)
T.

明显地, x1是与 x0相邻的一个基可行解,且相应基向量组成的矩阵仍是单位阵.

3. 最优性检验和解的判断.

将基可行解 x0和 x1分别代入目标函数(10.3)得

z0 =
m∑
i=1

cix
0
i ,

z1 =

m∑
i=1

ci(x
0
i − λaij) + λcj = z0 + λ

(
cj −

m∑
i=1

ciaij

)
.
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又因 λ > 0,故当 cj −
m∑
i=1

ciaij > 0时,就有 z1 > z0. 若记 σj = cj −
m∑
i=1

ciaij ,则

σj 可用作线性规划问题的解进行最优性检验的指标,具体的判别规则如下:

(a) 当所有的 σj 6 0时,现有基可行解的目标函数值比起相邻各基可行解的目
标函数值都大,又因可行域是凸集,故该基可行解是最优解. 进一步，若存在
某个非基变量 xk,使得 σk = 0,这意味着可以找到另外一个基可行解使目标
函数值取到最大值,从而它们之间连线上的点也都取到最大值,故线性规划
问题存在无穷多解. 反之,当所有非基变量的 σj < 0时,线性规划问题具有
唯一的最优解;

(b) 当存在某个 σj > 0,且 pj 6 0,即 pj 的每个分量都小于等于零，这意味着对

任意 λ > 0,均有 x0
i − λaij > 0,而 λ的取值可无限增大, z1的值也可无限增

大,故线性规划问题有无界解.

对求解结果为无可行解的判别将在后面讨论.

对标准形式的线性规划问题,由于总可以设法使等式约束方程(10.3a)的系数矩阵
包含一个单位阵 I = (p1, p2, · · · ,pm),以它作为一组基,便可求出一个初始基可行解.
为检验一个基可行解是否最优,需要将其目标函数值与相邻基可行解的目标函数值进
行比较. 为了书写规范和便于计算,下面引入一种称为单纯形表的表格:

cj → c1 · · · cm · · · cj · · · cn

cB xB b x1 · · · xm · · · xj · · · xn

c1 x1 b1 1 · · · 0 · · · a1j · · · a1n

c2 x2 b2 0 · · · 0 · · · a2j · · · a2n
...

...
...

...
...

...
...

cm xm bm 0 · · · 1 · · · amj · · · amn

σj 0 · · · 0 · · · cj −
m∑
i=1

ciaij · · · cn −
m∑
i=1

ciain

表 10.2: 单纯形表

其中
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− xB列中填入基变量,这里是 x1, x2, · · · , xm;

− cB列中填入目标函数中基变量的相应系数,这里是 c1, c2, · · · , cm;

− b列中填入等式约束方程组右端的常数;

− xj 列中填入等式约束中变量 xj 对应的系数向量;

− cj 行中填入目标函数中变量 xj 的相应系数;

− σj 行中填入非基变量 xj 的检验指标 cj −
m∑
i=1

ciaij .

在迭代计算过程中,每找出一个新的基可行解时,就重新建立一张单纯形表.

接下来,给出单纯形法的计算步骤:

1. 根据线性规划模型的标准形式确定初始可行基和初始基可行解,建立单纯形表;

2. 计算各非基变量 xk 的检验指标

σk = ck −
m∑
i=1

ciaik, k = m+ 1,m+ 2, · · · , n.

若 σk 6 0对所有 k = m + 1,m + 2, · · · , n成立,则已得到最优解,算法终止. 否
则,进入下一步.

3. 在 σk > 0 (m+ 1 6 k 6 n)中,若有某个 σj 对应的 xj 的系数向量 pj 6 0,则该线
性规划问题有无界解,算法终止. 否则,进入下一步.

4. 根据 max{σk} = σj ,确定 xj 为换入变量,按公式

λ = min
i

{ x0
i

aij

∣∣∣ aij > 0
}
=

x0
l

alj

可确定 xl 为换出变量;

5. 以 alj 为主元素,对等式约束条件(10.3a)的增广矩阵施行初等行变换,将变量 xj

对应的列向量

pj =



a1j
...
alj
...

amj


=⇒



0
...
1
...
0


←第 l行,
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并将 xB列中的 xl 换为 xj ,建立新的单纯形表.

6. 重复上述步骤 2-5,直至算法终止.

下面,用例10.1来演示单纯形法的计算步骤.

例 10.4 用单纯形法解线性规划问题

max z = 2x1 + 5x2

s. t.


4x1 + 2x2 6 18,

4x1 + x2 6 16,

x1 + 3x2 6 12,

x1, x2 > 0.

解 先将线性规划问题转换化为标准形式:

max z = 2x1 + 5x2 + 0x3 + 0x4 + 0x5

s. t.


4x1 + 2x2 + x3 = 18,

4x1 + x2 + x4 = 16,

x1 + 3x2 + x5 = 12,

x1, x2, x3, x4, x5 > 0.

将等式约束条件写成增广矩阵形式:
4 2 1 0 0 18

4 1 0 1 0 16

1 3 0 0 1 12
↑
p1

↑
p2

↑
p3

↑
p4

↑
p5

↑
b

显然 (p3, p4, p5) = I 构成一组基,相应的变量 x3, x4, x5 是基变量. 令非基变量 x1, x2

等于零,即可找到初始基可行解

x0 = (0, 0, 18, 16, 12)T,

以此建立初始的单纯形表,见表10.3.
因表10.3中有大于零的检验指标,故表中的基可行解不是最优解. 又因 σ1 < σ2,故

确定 x2为换入变量. 将 b除以 p1的同行系数得

λ = min{18
2
,
16

1
,
12

3
} = 12

3
= 4,



10.3 单纯形法 77

cj → 2 5 0 0 0
cB xB b x1 x2 x3 x4 x5

0 x3 18 4 2 1 0 0
0 x4 16 4 1 0 1 0
0 x5 12 1 [3] 0 0 1

σj 2 5 0 0 0

表 10.3: 初始单纯形表

由此确定 3为主元素,表中用 [*]标记,主元素所在行的基变量 x5 为换出变量. 用变量
x2 替换出变量 x5,得到一组新的基 p3, p4, p2,按基可行解转换方法可以找到一个新的
基可行解,并以此建立新的单纯形表,见表10.4.

cj → 2 5 0 0 0
cB xB b x1 x2 x3 x4 x5

0 x3 10 [10/3] 0 1 0 -2/3
0 x4 12 11/3 0 0 1 -1/3
5 x2 4 1/3 1 0 0 1/3

σj 1/3 0 0 0 -5/3

表 10.4: 第一次迭代的单纯形表

因表10.4中存在大于零的检验指标 σ1 > 0,故重复上述步骤,得表10.5.
因表10.5中所有检验指标 σj 6 0,故表中的基可行解 x = (3, 3, 0, 1, 0)T 是最优解,

代入目标函数得 z = 2x1 + 5x2 = 27. �

最后,我们讨论单纯形法计算中的几个问题

1. 初始基可行解的寻找. 在前面,曾假设在等式约束条件(10.3a)中存在一个单位阵
构成的基,以此求初始基可行解和建立初始单纯形表十分方便. 但是,有化为标准
形式后等式约束条件的系数矩阵中不存在子单位矩阵的例子. 对于这种情形,可
以通过添加人工变量,采用大M法或两阶段法来处理,具体的做法是:
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cj → 2 5 0 0 0
cB xB b x1 x2 x3 x4 x5

2 x1 3 1 0 3/10 0 -1/5
0 x4 1 0 0 -11/10 1 2/5
5 x2 3 0 1 -1/10 0 2/5

σj 0 0 -1/10 0 -8/5

表 10.5: 第二次迭代的单纯形表

(a) 对于含有 “>”不等式约束或等式约束的情况,若不存在子单位矩阵,则可添
加人工变量,即对 “>”不等式,在不等式的左端减去一个非负的松弛变量,
再加上一个非负的人工变量;对等式约束,再加上一个非负的人工变量,总能
得到一个子单位矩阵;

(b) 由于约束条件在添加人工变量前已是等式,为使它们仍得到满足,故在最优
解中人工变量取值必须为零. 为此,可在目标函数中令人工变量的系数为任
意大的负值,用 “−M”表示,称为罚因子,即只要人工变量取值大于零,目标
函数就不可能实现最大化,称这种方法为大M 法;

(c) 当在计算机上用大M 法求解时,需要用一个很大的数字来表示 M,常取机
器的最大字长. 但是,如果线性规划问题中的 aij , bi, ci 等系数的值与表示M
的值相近或远小于,因舍入误差的影响,数值计算结果可能会出现问题. 为克
服这个困难,可将线性规划问题分成两个阶段来计算,称为两阶段法. 第一
阶段先求解一个目标函数中只包含人工变量的线性规划问题,即令目标函数
中其他变量的系数为零,人工变量的系数取某个正常数 (一般取为 1),在保
持原问题约束条件不变的情形下,求这个目标函数极小化时的解. 显然,在
第一阶段中,当人工变量的取值均为零时,目标函数的值也为零,此时,最优
解是原线性规划问题的一个基可行解;否则,若目标函数的极小值不为零,那
么表明原线性规划问题无可行解,算法终止. 第二阶段是在原问题中去除人
工变量,以第一阶段的最优解为初始可行解,继续寻找原问题的最优解.

2. 解的退化. 在按最小比值 λ来确定换出的基变量时,可能会出现两个或以上相同
的最小比值,从而使下一个表的基可行解中出现一个或多个基变量等于零的退化
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解. 该现象出现的原因是模型中存在多余的约束,使得多个基可行解对应于同一
顶点. 当退化解出现时,就可能出现迭代计算的无限循环,尽管可能性极其微小.
为避免出现计算的循环,可采用勃兰特 (Bland)规则: (a)当存在多个 σj > 0时,
始终选取下标最小的变量作为换入变量; (b)当计算 λ值出现两个或以上相同的

最小值时,始终选取下标最小的变量作为换出变量,详细讨论可参见 [9, 10].

3. 无可行解的判别. 当线性规划问题中添加人工变量后,初始单纯形表中的解因含
人工变量,故实质上是非可行的. 当求解结果出现所有 σj 6 0时,若基变量中仍
含有非零的人工变量,则表明该线性规划问题无可行解.

例 10.5 试用大M 法求解线性规划问题

max z = 2x1 − x2 − x3

s. t.


x1 − 2x2 + x3 6 11,

−4x1 + x2 + 2x3 > 3,

−2x1 + x3 = 1,

x1, x2, x3 > 0.

解 通过增加松弛变量 x4, x5 将原线性规划问题转换化为标准形式,并添加人工变量
x6, x7可得

max z = 2x1 − x2 − x3 + 0x4 + 0x5 −Mx6 −Mx7

s. t.


x1 − 2x2 + x3 + x4 = 11,

−4x1 + x2 + 2x3 − x5 + x6 = 3,

−2x1 + x3 + x7 = 1,

x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7 > 0.

以此建立初始的单纯形表,见表10.6. 然后,用单纯形法进行迭代计算,见表10.7-10.8.
由于表10.8中所有检验指标 σj 6 0 且基变量中不含非零的人工变量, 故基可行解
x = (0, 1, 1, 10, 0, 0, 0)T是最优解,代入目标函数得 z = 2x1 − x2 − x3 = −2.

�
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cj → 2 -1 -1 0 0 -M -M
cB xB b x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

0 x4 11 1 -2 1 1 0 0 0
-M x6 3 -4 1 2 0 -5 1 0
-M x7 1 -2 0 [1] 0 0 0 1

σj 2-6M -1+M -1+3M 0 -5M 0 0

表 10.6: 初始单纯形表

cj → 2 -1 -1 0 0 -M -M
cB xB b x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

0 x4 10 3 0 0 1 0 2 -1
-M x6 1 0 [1] 0 0 -5 1 -2
-1 x3 1 -2 0 1 0 0 0 1

σj 0 -1+M 0 0 -5M 0 1-3M

表 10.7: 第一次迭代的单纯形表

cj → 2 -1 -1 0 0 -M -M
cB xB b x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

0 x4 10 3 0 0 1 0 2 -1
-1 x2 1 0 1 0 0 -5 1 -2
-1 x3 1 -2 0 1 0 0 0 1

σj 0 0 0 0 -5 1-M -1-M

表 10.8: 第二次迭代的单纯形表
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例 10.6 试用两阶段法求解线性规划问题

max z = 2x1 − x2 − x3

s. t.


x1 − 2x2 + x3 6 11,

−4x1 + x2 + 2x3 > 3,

−2x1 + x3 = 1,

x1, x2, x3 > 0.

解 通过增加松弛变量 x4, x5 将原线性规划问题转换化为标准形式,并添加人工变量
x6, x7可得第一阶段的线性规划问题

min z = x6 + x7 ⇐⇒ max z̃ = −x6 − x7

s. t.


x1 − 2x2 + x3 + x4 = 11,

−4x1 + x2 + 2x3 − x5 + x6 = 3,

−2x1 + x3 + x7 = 1,

x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7 > 0.

用单纯形法求解,见表10.9-10.11. 容易看出,第一阶段的最优解是 x = (0, 1, 1, 10, 0, 0, 0)T,
目标函数值 z = x6 + x7 = 0. 因人工变量 x6 = x7 = 0,故 x = (0, 1, 1, 10, 0, 0, 0)T是原

线性规划问题的基可行解. 将第一阶段最终表中的人工变量 x6, x7所在的列删除,并在
变量 x1, x2, x3 的 cj 处填入原问题目标函数的系数,构建第二阶段的初始单纯形表,见
表10.12. 由于所有检验指标 σj 6 0,故 x = ((0, 1, 1, 10, 0)T 是原线性规划问题的最优

解,代入目标函数得 z = 2x1 − x2 − x3 = −2.

cj → 0 0 0 0 0 -1 -1
cB xB b x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

0 x4 11 1 -2 1 1 0 0 0
-1 x6 3 -4 1 2 0 -5 1 0
-1 x7 1 -2 0 [1] 0 0 0 1

σj -6 1 3 0 -5 0 0

表 10.9: 第一阶段的初始单纯形表

�
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cj → 0 0 0 0 0 -1 -1
cB xB b x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

0 x4 10 3 0 0 1 0 2 -1
-1 x6 1 0 [1] 0 0 -5 1 -2
0 x3 1 -2 0 1 0 0 0 1

σj 0 1 0 0 -5 0 -3

表 10.10: 第一阶段第一次迭代的单纯形表

cj → 0 0 0 0 0 -1 -1
cB xB b x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

0 x4 10 3 0 0 1 0 2 -1
0 x2 1 0 1 0 0 -5 1 -2
0 x3 1 -2 0 1 0 0 0 1

σj 0 0 0 0 0 0 0

表 10.11: 第一阶段第二次迭代的单纯形表

cj → 2 -1 -1 0 0
cB xB b x1 x2 x3 x4 x5

0 x4 10 3 0 0 1 0
-1 x2 1 0 1 0 0 -5
-1 x3 1 -2 0 1 0 0

σj 0 0 0 0 -5

表 10.12: 第二阶段的初始单纯形表
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在实际应用中,尽管单纯形法非常有效,但在理论上,其算法时间复杂度仍是指数
级别的. 一个自然的问题是: 能否找到算法时间复杂度更低的算法? 在此驱动下,产生
了内点法，其算法时间复杂度是多项式级别的,是求解线性规划问题的另一有效方法,
可参见 [4].

10.4 非线性优化问题

在线性规划问题中,目标函数和约束条件都是关于决策变量的线性函数,而如果最
优化问题中的目标函数或约束条件中有关于决策变量的非线性函数,则称它是非线性
优化问题或非线性规划问题.

例 10.7 在半径为 R的圆内有一内接三角形△ABC,其顶点 A,B,C 可以在圆上

移动,求△ABC 面积的最大值.

解 设圆心为 O,中心角 ∠AOB 为 θ1, ∠BOC 为 θ2, ∠COA为 θ3,则△ABC 面积为

z =
1

2
R2
(
sin θ1 + sin θ2 + sin θ3

)
,

其中 θ1, θ2, θ3满足约束条件

θ1 + θ2 + θ3 = 2π,

θ1, θ2, θ3 > 0.

上述数学模型可写成非线性最优化问题的形式

max z =
1

2
R2
(
sin θ1 + sin θ2 + sin θ3

)
,

s. t.

{
θ1 + θ2 + θ3 = 2π

θ1, θ2, θ3 > 0.

利用数学分析的知识,当 θ1 = θ2 = θ3 =
2π

3
时,即等边三角形,△ABC 面积取到最大

值
3
√
3

4
R2. �

例 10.8 现有一块椭球形的石材,其半轴分别为 a, b, c > 0. 若要从中加工出一块
长方体的石砖,要求长方体各边平行于椭球的半轴且浪费最少,问该如何设计切割方
案?
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解 设以椭球面的球心为坐标原点 O,三条半轴为 x, y, z轴,建立空间直角坐标系,椭
球面的方程可写成

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1.

显然,当长方体的顶点都在椭球面上时,石材浪费的较少. 记长方体在第一卦限内的顶
点为 (x, y, z),则长方体的体积 z = 8xyz,写成非线性最优化问题的形式

max z = 8xyz,

s. t.


x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1

x, y, z > 0.

利用数学分析的知识, 当 x =
a√
3
, y =

b√
3
, z =

c√
3
时, 长方体的体积取到最大值

8
√
3abc

9
. �

以上例子中,目标函数或约束条件中的函数是非线性函数,但是形式比较简单,利
用数学分析中多元函数条件极值的知识,可以进行求解. 然而,在实际应用中,目标函
数或约束条件中的函数可能非常复杂,甚至写不出解析表达式;决策变量个数很多,譬
如几百个甚至上万个,这类复杂的最优化问题是不能显式得求解出来的. 因此,有必要
研究非线性优化问题的数值求解算法.
与线性规划类似,因 max f(x) = −min[−f(x)],故可仅讨论最小化问题. 不失一般

性,非线性优化问题可写成:

min f(x), x ∈ Rn

s. t.

{
ci(x) > 0, i ∈ I
ci(x) = 0, i ∈ E .

其中 f(x), ci(x)是有 n个自变量的连续实函数, E , I 分别是等式约束和不等式约束的
有限指标集. 一般而言,由于非线性函数的复杂性,求解非线性规划问题要比线性规划
问题困难的多. 而且,也不像线性规划有单纯形法等通用方法,非线性规划目前还没有
普适的求解方法,现有的算法都有特定的适用范围.

注解 10.3 如果非线性优化问题中的目标函数和约束条件中的函数均为凸函数,
则称它为凸优化问题. 由于凸函数具有许多好的性质,凸优化问题存在更为有效的解
法,可参见专著 [3].
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注解 10.4 如果目标函数的自变量为离散变量,譬如整数或有限集合中的元素,则
称它为离散优化. 整数规划问题就是典型的离散优化问题. 另外,旅行商问题、图着色
问题、最小生成树等经典的组合优化问题,也是离散优化问题. 与连续优化问题相比,
离散优化问题的求解更为困难,算法的时间复杂度高,常采用近似求解算法,可参见专
著 [2, 8].

在介绍具体求解算法之前,我们先回顾数学分析中与函数极值有关的一些概念及
定理.

定义 10.9 设函数 f : D → R，其中区域D ⊂ Rn. 如果对于D的内点 x∗,存在领
域 U(x∗) ⊂ D,当 x ∈ U(x∗)时,有 f(x) > f(x∗) (f(x) 6 f(x∗)),则称函数 f 在 D的内

点 x∗ 取局部极小值 (局部极大值),简称极小值 (极大值). 如果对 x ∈ U(x∗)\{x∗}有严
格不等式 f(x) > f(x∗) (f(x) < f(x∗)),则称函数 f 在 x∗ 取严格局部极小值 (严格局部
极大值).

定义 10.10 函数的局部极大值与局部极小值统称为函数的局部极值,简称极值,
函数取极值的点称为极值点.

下面的定理给出了判别函数极值点的必要条件.

定理 10.5 设函数 f : D → R在内点 x∗取极值且 Jf(x∗)存在,则 Jf(x∗) = 0,即

∂f

∂xi

(x∗) = 0, i = 1, 2, · · · , n.

定义 10.11 设函数 f : D → R,在D中使得 Jf(x) = 0的一切内点称为函数 f 的

驻点.

显然,极值点一定是驻点,但一般来说驻点未必是极值点. 若记

Jf(x) =
(
∂f(x)
∂x1

, · · · , ∂f(x)
∂xn

)
, Hf(x) =


∂2f(x)
∂x2

1

· · · ∂2f(x)
∂x1∂xn

...
. . .

...
∂2f(x)
∂xn∂x1

· · · ∂2f(x)
∂x2

n

 ,

分别称 Jf(x)和Hf(x)为函数 f 的 Jacobian矩阵和Hessian矩阵. 利用 Taylor展开公
式与二次型的性质,容易证明以下的定理.

定理 10.6 设函数 f(x)在 D上具有连续的二阶偏导数,即 f(x) ∈ C2(D).
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(1) (必要性)若 f(x)在 x∗取局部极小 (大)值,则 Jf(x∗) = 0且Hf(x∗)半正 (负)定;

(2) (充分性)若 Jf(x∗) = 0且 Hf(x∗)正 (负)定，则 f(x)在 x∗ 取得严格局部极小
(大)值.

上述定理给出了判别函数内部局部极值点的二阶必要条件和充分条件.

定义 10.12 设 x∗ ∈ D, 若对所有 x ∈ D, 都有 f(x) > f(x∗) (f(x) 6 f(x∗)), 则
称 x∗ 为 f(x) 在 D 上的全局极小值点 (全局极大值点). 若对所有 x ∈ D\x∗, 都有
f(x) > f(x∗) (f(x) < f(x∗)),则称 x∗ 为 f(x)在 D上的全局严格极小值点 (全局严格
极大值点)

需要指出的是,全局极值点可能在定义域的边界点上取到. 然而,对于这些边界上
的极值点,并没有实用的判别条件. 因此,寻找全局极值点是一个相当困难的任务. 幸
好,在许多实际问题中,局部极值点就已能满足应用的需求,故非线性优化主要研究寻
找局部极值点.

注解 10.5 对于定义在凸集上的凸函数 f(x),可以证明: f(x)的局部极值点就是
全局极值点,且所有极值点构成一个凸集. 进一步,若 f(x)是严格凸函数,则 f(x)的全
局极值点是唯一的.

根据前面的叙述,一个自然的想法是: 1)令 ∇f(x) = 0,求出 f(x)的所有驻点; 2)
对每一驻点,利用局部极值的充分条件进行判别,找出所要的解. 对某些较简单的函数,
这样做是可行的,但是,对于一般的 n元函数,由条件 ∇f(x) = 0得到的方程通常是一
个非线性方程组,求解非常困难. 当函数 f(x)不可微分时,就更不能用上述方法了. 因
此,求解非线性优化问题常使用迭代法.
迭代法的基本思路是: 为求函数 f(x)的最优解,首先给定一个初始估计 x0,然后

按某种规则找出比 x0 更好的一个解 x1,即 f(x1) < f(x0),重复上述过程,得到一个解
序列 {xk}∞k=0. 若这个解序列有极限 x∗,即

lim
k→∞

∥xk − x∗∥ = 0,

则称它收敛于 x∗. 迭代法的关键是设计有效的规则,使得所产生的解序列 {xk}∞k=0 收

敛于该问题的最优解之一. 因计算机只能进行有限次迭代,一般不能得到问题的精确
解,故当满足所要求的精度时,可终止迭代,得到一个较好的近似解.
若由某种算法所产生的解序列 {xk}∞k=0 使目标函数 f(xk)逐步减少,则称它为下

降算法. 现假定已迭代到点 xk,若从该点出发沿任何方向移动都不能使目标函数 f(x)
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值下降,则 xk 是一个局部极小点,迭代停止;否则,从该点出发至少存在一个方向使目
标函数值有所下降,则可选择使目标函数值下降的某一方向 pk 作为搜索方向,选择一
个合适的步长 λk,得到一个新的迭代点

xk+1 = xk + λkpk,

其中称 pk 为搜索方向, λk 为步长或步长因子.
下降迭代算法的计算步骤如下:

1. 选定某一初始点 x0,并令 k ← 0;

2. 确定搜索方向 pk;

3. 从 xk 出发,沿搜索方向 pk 求步长 λk,以产生下一个迭代点 xk+1;

4. 检查新点 xk+1是否为极小点或近似极小点. 若是,则算法终止;否则,令 k ← k+1,
重复步骤 2-4.

在上述步骤中,选取搜索方向 pk 是最关键的一步,各种算法的主要差别之一在于确定
搜索方向的方法不同. 确定步长 λk 亦可采用不同的方法. 最简单的一种是令它等于某
一常数,譬如 λk = 1,这样做计算简便,但不能保证使目标函数值下降;第二种称为可
接收点算法,只要能使目标函数值下降,可任意选择步长 λk;第三种方法是沿着搜索方
向使目标函数值下降最多,即求解一个子优化问题

min
λ∈R

f(xk + λpk),

称这一过程为最优一维搜索或精确一维搜索,所确定的步长为最佳步长. 最优一维搜
索有一个重要的性质: 在搜索方向上所得到的最优点处,目标函数的梯度和该搜索方
向正交.

定理 10.7 设目标函数 f(x)具有一阶连续偏导数, xk+1按如下规则产生: λk = argmin
λ∈R

f(xk + λpk),

xk+1 = xk + λkpk,

则有

∇f(xk+1)
Tpk = 0.
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证明 令 φ(λ) = f(xk + λpk),因 f(x)具有一阶连续偏导数,故 φ(λ)是关于变量 λ的

连续函数,且有一阶连续的导数. 利用复合求导法则,可得

φ′(λ) = ∇f(xk + λpk)
Tpk.

又因 λk 是 φ(λ)的局部极小值点,故

φ′(λ)
∣∣∣
λ=λk

= ∇f(xk+1)
Tpk = 0.

�

在设计算法时,不仅要求它产生的解序列 {xk}∞k=0 能收敛到问题的最优解,而且还
希望它具有较快的收敛速度.

定义 10.13 设序列 {xk}∞k=0 收敛于 x∗,若存在常数 c > 0, α > 1及整数 k0 > 0,
使得当 k > k0时,均有

∥xk+1 − x∗∥ 6 c∥xk − x∗∥α

成立,则称 {xk}∞k=0 的收敛阶为 α,或 {xk}∞k=0 是α阶收敛. 当 α = 2时,称为二阶收敛;
当 1 < α < 2时,称为超线性收敛;当 α = 1时,称为线性收敛或一阶收敛.

通常,线性收敛速度是比较慢的,二阶收敛是很快的,超线性收敛介于它们之间.
若一个算法具有超线性或更高的收敛速度,一般就认为它是一个很好的算法了.
最后,讨论一下迭代算法的收敛准则. 常用的有以下几种:

(1) 依据相邻两次迭代的绝对误差

∥xk+1 − xk∥ < ε1, |f(xk+1)− f(xk)| < ε2;

(2) 依据相邻两次迭代的相对误差

∥xk+1 − xk∥
∥xk∥

< ε3,
|f(xk+1)− f(xk)|

|f(xk)|
< ε4;

(3) 依据目标函数梯度的模
∥∇f(xk)∥ < ε5,

其中 ε1, ε2, ε3, ε4, ε5 为事先设定的精度参数. 此外,为了防止程序陷入无限循环,还可
设置最大迭代次数 N .
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10.5 一维搜索

所谓一维搜索,又称线性搜索,是指单变量函数的最优化,它是多变量函数优化的
基础. 在用迭代法求函数的极小值时,经常用到一维搜索,即沿着某一已知方向求目标
函数的极小值点. 另外,如果优化问题中的目标函数的导数或偏导数不存在或难以计
算时,也常采用搜索的方法求解. 一维搜索的方法很多,常用的有

(1) 试探法,譬如成功 -失败法,黄金分割法,斐波那契 (Fibonacci)法等;

(2) 插值法,譬如抛物线法,三次插值法等;

(3) 数学分析中的求根法,譬如切线法,二分法等.

一维搜索的主要步骤: 首先确定包含问题最优解的搜索区间;然后采用某种分割
技术或插值方法缩小这个区间,进行搜索求解.

定义 10.14 设 φ : R 7→ R是一个连续函数, λ∗ ∈ [0,+∞),且有

φ(λ∗) = min
λ>0

φ(λ).

若存在闭区间 [a, b] ⊂ [0,+∞),使 λ∗ ∈ [a, b],则称 [a, b]是一维优化问题 min
λ>0

φ(λ)的搜

索区间.

确定搜索区间的一种简单方法叫进退法,它的基本思想为: 从定义域内某一点出
发,按一定步长,试图确定某一区间,使得函数值呈现 “高 -低 -高”的形状. 一个方向不
成功,就退回来,再沿相反方向进行搜索. 进退法的计算步骤如下:

1. 设置初始值. λ0 ∈ [0,+∞), h0 > 0, 加倍系数 t > 1, 常取 t = 2, 计算 φ(λ0),
k ← 0;

2. 比较目标函数值. 令 λk+1 ← λk + hk,计算 φ(λk+1). 若 φ(λk+1) < φ(λk),进入下
一步;否则,转步骤 4;

3. 更新搜索步长. 令 hk+1 ← t× hk, λ← λk, λk ← λk+1, k ← k + 1,转步骤 2;

4. 反向搜索. 若 k = 0,转换搜索方向,令 hk ← (−hk), λk ← λk+1,转步骤 2;否则,
停止迭代,并令

a = min{λ, λk+1}, b = max{λ, λk+1},

输出 [a, b].
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一维搜索方法主要针对单峰函数在单峰区间上的优化问题.

定义 10.15 设 φ : R 7→ R是一个连续函数,若存在 [a, b]及 λ∗ ∈ [a, b],使 φ(λ)在

[a, λ∗]上严格递减,在 [λ∗, b]上严格递增,则称 [a, b]是函数 φ(λ)的单峰区间, φ(λ)是
区间 [a, b]上的单峰函数.

引理 10.8 设 φ : R 7→ R 是一个连续函数, [a, b] 是 φ(λ) 的单峰区间, α1, α2 ∈
[a, b],且 α1 < α2.

(1) 若 φ(α1) 6 φ(α2),则 [a, α2]是 φ(λ)的单峰区间;

(2) 若 φ(α1) > φ(α2),则 [α1, b]是 φ(λ)的单峰区间.

证明 根据单峰函数和单峰区间的定义,存在 λ∗ ∈ [a, b],使 φ(λ)在 [a, λ∗]上严格递

减,在 [λ∗, b]上严格递增. 因 φ(α1) 6 φ(α2),故 λ∗ ∈ [a, α2]. 又因 φ(λ)是 [a, b]上的单

峰函数,故 φ(λ)也是 [a, α2]上的单峰函数,即 [a, α2]是 φ(λ)的单峰区间. 类似地可证
明 φ(α1) > φ(α2)的情形. �

利用上述引理知,如果 φ(λ)是 [a, b]上的单峰函数,则可通过比较 φ(λ)的函数值,
来缩小搜索区间. 设 φ(λ) = f(xk + λpk), φ(λ)是搜索区间 [a, b]上的单峰函数. 记第 k

次迭代所产生的搜索区间为 [ak, bk],取两个试探点 αk, βk ∈ [ak, bk],且 αk < βk,计算
φ(αk)和 φ(βk),根据引理10.8,知

(1) 若 φ(αk) 6 φ(βk),则令 ak+1 ← ak, bk+1 ← βk;

(2) 若 φ(αk) > φ(βk),则令 ak+1 ← αk, bk+1 ← bk.

反复执行上述步骤,搜索区间逐渐变小,当达到所需的精度时,算法终止. 显然,剩下的
问题是如何确定试探点 αk, βk 的位置.
下面, 我们介绍几种选取的方法. 一种常用的取法是黄金分割法, 它要求试探点

αk, βk 满足以下条件:

(1) αk 和 βk 到搜索区间 [ak, bk]的端点距离相等,即

bk − αk = βk − ak; (10.4)

(2) 每次迭代,搜索区间长度的缩短率相等,即

bk+1 − ak+1 = τ(bk − ak). (10.5)
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将式 (10.4)与式 (10.5)联立,可得

αk = ak + (1− τ)(bk − ak), (10.6)

βk = ak + τ(bk − ak). (10.7)

现考虑 φ(αk) 6 φ(βk)的情形,则新的搜索区间为 [ak+1, bk+1] = [ak, βk]. 为进一步缩
短搜索区间,需取新的试探点 αk+1, βk+1. 由式 (10.7)知,

βk+1 = ak+1 + τ(bk+1 − ak+1)

= ak + τ(βk − ak)

= ak + τ [ak + τ(bk − ak)− ak]

= ak + τ2(bk − ak).

若令 τ2 = 1− τ ,则

βk+1 = ak + (1− τ)(bk − ak) = αk.

此时,新的试探点 βk+1 不需要重新计算,只要取 αk 即可. 从而在每次迭代中,仅需取
一个新的试探点即可. 类似地,考虑 φ(αk) > φ(βk)的情形,由式 (10.6)知,新的试探点
αk+1 = βk,它也不需要重新计算.
由于 τ2 = 1− τ ,且 τ > 0,解得

τ =
−1 +

√
5

2
≈ 0.618.

因 0.618等于黄金分割率,故上述方法常称为黄金分割法或 0.618法. 试探点 αk 与 βk

的取法为

αk = ak + 0.382(bk − ak),

βk = ak + 0.618(bk − ak).

黄金分割法的计算步骤如下:

1. 选取初始数据. 确定初始搜索区间 [a0, b0] = [a, b]和精度要求 δ > 0. 计算初始试
探点 α0, β0,并令 k ← 0;

2. 比较函数值. 若 φ(αk) 6 φ(βk),进入下一步;否则,转步骤 4;

3. 若 βk − ak 6 δ,则停止计算,输出 αk;否则,令 ak+1 ← ak, bk+1 ← βk, βk+1 ← αk,
φ(βk+1)← φ(αk), αk+1 ← ak+1 + 0.382(bk+1 − ak+1),计算 φ(αk+1),转步骤 5;
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4. 若 bk − αk 6 δ,则停止计算,输出 βk;否则,令 ak+1 ← αk, bk+1 ← bk, αk+1 ← βk,
φ(αk+1)← φ(βk), βk+1 ← ak+1 + 0.618(bk+1 − ak+1),计算 φ(βk+1),进入下一步;

5. 令 k ← k + 1,转步骤 2.

容易看出,每次迭代后,搜索区间的缩短率为 τ . 若搜索初始区间为 [a, b],则经过 n迭

代后,搜索区间的长度为 τn(b− a),算法是收敛的,且收敛速度是线性的.
另一种常用的取法是斐波那契法,它与黄金分割法的主要区别: 搜索区间长度的

缩短率不是采用黄金分割数,而是采用斐波那契数列 {Fk}∞k=0,即

F0 = F1 = 1,

Fk+1 = Fk + Fk−1, k = 1, 2, · · · .

在该方法中,试探点 αk, βk 的取法为

αk = ak +
(
1− Fn−k

Fn−k+1

)
(bk − ak),

βk = ak +
Fn−k

Fn−k+1

(bk − ak).

显然,上述公式中的
Fn−k

Fn−k+1

相当于黄金分割法的 τ ,每次缩短率满足

bk+1 − ak+1 =
Fn−k

Fn−k+1

(bk − ak),

其中 n是计算函数值的次数. 若要求经过 n次迭代后,所得的区间长度不超过 δ,即

bn − an 6 δ,

那么

bn − an =
F1

F2

(bn−1 − an−1)

=
F1

F2

· F2

F3

· · · Fn−1

Fn

(b1 − a1)

=
1

Fn

(b1 − a1).

从而有

Fn > b1 − a1
δ

.



10.5 一维搜索 93

此外,根据斐波那契数列的定义,可求出其通项公式

Fk =
1√
5

{(1 +√5
2

)k+1

−
(1−√5

2

)k+1
}
, k = 0, 1, 2, · · · .

因此,对于给定的初始搜索区间 [a, b]及精度参数 δ,可先确定 Fn 的下界,然后利用通
项公式求出满足要求的最小 n,再通过采用与黄金分割法类似的迭代过程,求出最终的
搜索区间. 容易看出

lim
k→∞

Fk−1

Fk

=

√
5− 1

2
= τ,

故斐波那契法的区间缩短率与黄金分割法相同,也是线性收敛的. 可以证明: 斐波那契
法是用分割方法求一维极小化问题的最优策略,而黄金分割法是近似最优的. 但由于
后者简单易行,因而得到了广泛的应用.
还有一种简单的分割方法是二分法, 基本思想是: 通过计算函数导数值来缩短

搜索区间. 设初始搜索区间为 [a0, b0] = [a, b], 第 k 步时的搜索区间为 [ak, bk], 满足
φ′(ak) 6 0, φ′(bk) > 0,取中点

ck =
ak + bk

2
.

若 φ′(ck) > 0,则令 ak+1 = ak, bk+1 = ck;否则,令 ak+1 = ck, bk+1 = bk,从而得到新的
搜索区间 [ak+1, bk+1]. 重复上述步骤,直到搜索区间的长度小于事先设定的精度为止.
容易看出,二分法每次迭代都将区间缩短一半,故二分法的收敛速度也是线性的.
最后,介绍一类重要的一维搜索方法,称为插值法. 它的基本思想是: 在搜索区间

中不断用低次 (通常不超过三次)多项式来近似目标函数,并逐步用插值多项式的极小
点来逼近一维搜索问题

φ(λ∗) = min
λ>0

φ(λ)

的极小点. 当函数具有较好的解析性质时,插值法比直接方法,譬如黄金分割法和斐波
那契法等,效果更好.
考虑利用一点处的函数值、一阶和二阶导数值来构造二次插值函数. 设二次插值

多项式为

q(x) = ax2 + bx+ c,

则 q(x)在

x = − b

2a
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处取到极小值,故可作为计算近似极小点的公式. 若已知函数在 λ处的函数值、一阶

和二阶导数值,即 φ(λ), φ′(λ), φ′′(λ),则 q(x)需满足插值条件

q(λ) = aλ2 + bλ+ c = φ(λ),

q′(λ) = 2aλ+ b = φ′(λ),

q′′(λ) = 2a = φ′′(λ).

解得

a =
φ′′(λ)

2
, b = φ′(λ)− φ′′(λ)λ.

从而有迭代计算公式

λk+1 = λk −
φ′(λk)

φ′′(λk)
, k = 0, 1, · · · ,

称为一点二次插值法,或称为牛顿法. 可以证明: 当初始值 λ0 充分靠近 λ∗ 时,由牛顿
法产生的迭代序列 {λk}∞k=1是收敛的,且收敛速度是二阶的.
牛顿法的优点是速度速度快,但是需要用到二阶导数值,计算代价高. 因此,一个

自然的想法是: 用两个点 λ1, λ2 处的函数值及其中一个点的导数值 φ′(λ1)(或 φ′(λ2))
来构造二次插值函数. 通过插值条件并求解,可得计算公式:

λk+1 = λk −
(λk − λk−1)φ

′(λk)

2

[
φ′(λk)−

φ(λk)− φ(λk−1)

λk − λk−1

] , k = 1, · · · ,

称为两点二次插值法,其收敛速度的阶为 (1 +
√
5)/2 ≈ 1.618. 类似地,还有三点二次

插值法,二点三次插值法等.
一维搜索过程是非线性优化方法的基本组成部分,前述通过求解一维搜索最优化

问题的方法,譬如黄金分割法,牛顿法等,统称为精确一维搜索,需要花费很大的计算
量. 特别地,当迭代点远离问题的解时,精确得求解一个一维子问题通常不是十分有效.
因此,提出了非精确一维搜索,即选取步长 λk 使得目标函数 f(x)有可接收的下降量
f(xk)−f(xk+λkpk) > δ. 非精确一维搜索包括Armijo-Goldstein方法, Wolfe-Powell方
法等. 在非线性优化中,一个可用来代替一维线搜索的方法是信赖域方法 (Trust-Region
Methods),其基本思想是: 先设定一个可信的步长,然后利用局部 n维二次模型寻找最

优下降方向和步长. 因步长受到使 Taylor展开式有效的信赖域限制,故又称限步长法.
信赖域方法具有快速的局部收敛性,又有理想的总体收敛性,可参见 [4, 6].
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10.6 无约束非线性优化

本小节研究一类常见的非线性优化问题: 无约束非线性优化,即

min f(x), x ∈ Rn (10.8)

其中 f(x) : Rn 7→ R是有 n个自变量的连续函数.
求解无约束最优化问题最简单的方法是最速下降法,它以负梯度方向作为极小化

算法的下降方向,故又称为梯度法. 设函数 f(x)在 xk 附件连续可微,且 ∇f(xk) ̸= 0.
利用 Taylor展开式

f(x) = f(xk) + (x− xk)T∇f(xk) + o(∥x− xk∥)

可知,若记 x − xk = λpk, gk = ∇f(xk),则满足 pTkgk < 0的方向 pk 都是下降方向. 当
λ的值固定后,若 pTkgk 的值越小,即 −pTkgk 的值越大,则函数 f(x)的值下降的越快. 另
外,由 Cauchy-Schwartz不等式知最优化问题

min
pk∈Rn

pTkgk, subject to ∥pk∥ = ∥gk∥,

当且仅当 pk = −gk 时, pTkgk 的值最小,称 −gk 为最速下降方向. 最速下降法的计算步
骤如下:

1. 设定初始值 x0 ∈ Rn及精度参数 ε > 0,并令 k ← 0;

2. 计算梯度 gk = ∇f(xk),令 pk = −gk;

3. 若 ∥gk∥ < ε,则算法终止;否则,利用一维搜索求步长因子 λk,使得

f(xk + λkpk) = min
λ>0

f(xk + λpk);

4. 计算 xk+1 ← xk + λkpk,令 k ← k + 1,转步骤 2.

可以证明: 设 f(x) ∈ C1, 在最速下降法中采用精确一维搜索, 则产生的迭代点序列
{xk}∞k=1 的每一个聚点都是驻点. 进一步,若 lim

k→∞
xk = x∗ 且 f(x)在 x∗ 的某一邻域内

二次连续可微,存在 ε > 0和M > m > 0,使得当 ∥x− x∗∥ < ε时,有

m∥y∥2 6 yTG(x)y 6 M∥y∥2, ∀y ∈ Rn,

其中 G(x) = ∇2f(x),则最速下降法至少是线性收敛的.
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由于最速下降方向是函数的局部性质,对许多实际问题,最速下降法并非 “最速下
降”,而是下降非常缓慢. 数值实验表明,当目标函数的等值线或面接近于一个圆或球
时,最速下降法下降较快;而当目标函数的等值线或面接近于一个扁长的椭圆或椭球
时,最速下降法开始几步下降较快,后来就出现锯齿现象,下降十分缓慢. 事实上,因采
用一维精确搜索,由定理10.7知

gTk+1pk = pTk+1pk = 0,

即在相邻的两个迭代点上,两个搜索方向是相互正交的,这便是产生锯齿状现象的原
因. 当接近极小点时,步长越小,前进越慢.
容易看出,最速下降法仅用到了函数 f(x)的一阶局部信息. 若目标函数 f(x)是二

次连续可微的,则在 xk 附件可用 f(x)的二次 Taylor展开式

qk(h) = f(xk) +∇f(xk)Th+
1

2
hT∇2f(xk)h

来近似 f(x),其中 h = x− xk. 若矩阵 ∇2f(xk)正定,则 n维二次函数 qk(x)在

∂qk(h)
∂h

= 0⇔ ∇2f(xk)h = −∇f(xk)⇔ h = −
[
∇2f(xk)

]−1∇f(xk)

处取到极小值. 因此,可设计迭代格式

xk+1 = xk −
[
∇2f(xk)

]−1∇f(xk), k = 0, 1, · · · ,

称为牛顿迭代法. 若记 Gk = ∇2f(xk), gk = ∇f(xk),则牛顿迭代可简写成

xk+1 = xk −G−1
k gk, k = 0, 1, · · · .

不难看出,牛顿迭代法是在椭球范数 ∥ · ∥Gk
下的最速下降法. 事实上,对于局部近似函

数 f(xk + h) ≈ f(xk) + gTkh,考虑极小化问题

min
h∈Rn

gTkh
∥h∥

的最优解,其中 ∥ · ∥是某种向量范数. 当采用 l2范数时,即 ∥x∥2 = xTx,可得

h = −gk,

所得的方法是最速下降法. 当采用椭球范数 ∥ · ∥Gk
时,即 ∥x∥2 = xTGkx,可得

h = −G−1
k gk,
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所得的方法是牛顿迭代法.
显然, 当 f(x) 是正定二次函数时, qk(x) = f(x), 故牛顿迭代法一步就可达最优

解. 而对于非二次函数, 牛顿迭代法不能保证经过有限次迭代求得最优解, 但由于目
标函数在极小点附件可近似于二次函数,故当初始点靠近极小点时,牛顿迭代法的收
敛速度一般是快的. 可以证明: 设 f(x) ∈ C2, xk 充分靠近 x∗,如果 ∇2f(x∗)正定,且
G(x) = ∇2f(x)的每一个元素的函数满足 Lipschitz条件, 则牛顿迭代法所得的序列
{xk}∞k=1收敛于 x∗,且具有二阶的收敛速度.
不难发现,当初始点远离最优解时, Gk 不一定正定,牛顿方向不一定是下降方向,

收敛性不能保证,这说明恒取步长为 1的牛顿迭代法是不合适的. 因此,应该引入某种
一维搜索来确定步长因子,这种方法称为带步长因子的牛顿法,计算步骤如下:

1. 设定初始值 x0 ∈ Rn及精度参数 ε > 0,并令 k ← 0;

2. 计算梯度 gk = ∇f(xk). 若 ∥gk∥ < ε,则算法终止;否则,进入下一步;

3. 计算矩阵 Gk,并求解线性方程组 Gkp = −gk 得牛顿方向 pk;

4. 利用一维搜索求步长因子 λk,使得

f(xk + λkpk) = min
λ>0

f(xk + λpk);

5. 计算 xk+1 ← xk + λkpk,令 k ← k + 1,转步骤 2.

接下来,介绍一类重要的方法: 共轭方向法,一种介于最速下降法与牛顿法之间的
方法,它仅需利用一阶导数信息,但克服了最速下降法收敛慢的缺点,又避免了存储和
计算牛顿法所需要的二阶导数信息. 共轭方向法是从研究二次函数的极小化问题产生
的,是一种迭代求解大型稀疏正定线性方程组的有效方法,同时它还可以推广到处理非
二次函数的极小化问题.

定义 10.16 设 G是 n阶正定方阵, p1, p2是 n维非零向量,如果 pT1Gp2 = 0,则称
p1与 p2是G-共轭的. 类似地,设 p1, p2, · · · , pn是一组 n维非零向量,如果

pTiGpj = 0, ∀1 6 i ̸= j 6 n,

则称 p1, p2, · · · ,pn是 G-共轭的.

显然,如果 p1,p2, · · · , pn是 G-共轭的,则它们是线性无关的. 当 G = I 时, G-共轭
性就是通常的正交性.
一般共轭方向法的计算步骤如下:
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1. 设定初始值 x0 ∈ Rn及初始方向 g0,计算 p0,使得 pT0g0 < 0,并令 k ← 0;

2. 计算 λk 和 xk+1,使得

f(xk + λkpk) = min
λ>0

f(xk + λpk),

xk+1 = xk + λkpk;

3. 计算 pk+1,使得 pTk+1Gpj = 0,其中 j = 0, 1, 2, · · · , k;

4. 令 k ← k + 1,转步骤 2.

共轭方向法有一个基本性质: 只要执行精确一维搜索,就具有二次终止性,即下面
的定理.

定理 10.9 (共轭方向基本定理)设 f(x) =
1

2
xTGx + gTx + c是正定二次函数,其

中 G是 n阶正定方阵, g是 n维向量, c是常数,则共轭方向法至多经过 n步精确线性

搜索终止; 且每一个 xk+1 都是 f(x)在点 x0 和方向 p0, p1, · · · ,pk 所张成的线性流形{
x
∣∣ x = x0 +

k∑
j=0

λjpj , ∀λj ∈ R
}
中的极小点.

证明 因 f(x)是正定二次函数,故存在唯一的 x∗,使得 f(x)在 x∗取极小值, x∗满足

Gx∗ + g = 0.

设共轭方向法执行 n步所产生的搜索方向依次为 p0, p1, · · · , pn−1,满足 G-共轭条件,
是线性无关的,故构成线性空间 Rn的一组基. 因此,存在 µ0, µ1, · · · , µn−1 ∈ R,使得

x∗ − x0 = µ0p0 + µ1p1 + · · ·+ µn−1pn−1,

上式两端同乘以 pTkG,并利用 G-共轭条件,可得

µk =
pTkG(x∗ − x0)

pTkGpk

.

另一方面,记共轭方向法所产生的序列为

xk = x0 + λ0p0 + λ1p1 + · · ·+ λk−1pk−1,

上式两端同乘以 pTkG,并利用 G-共轭条件,可得

pTkG(xk − x0) = 0.
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记 gk = Gxk + g = ∇f(xk),于是有

pTkG(x∗ − x0) = pTkG(x∗ − xk) = −pTk(Gxk + g) = −pTkgk.

在共轭方向法中, λk 是通过求解一维优化问题

f(xk + λkpk) = min
λ>0

f(xk + λpk)

= min
λ>0

{
1

2
λ2pTkGpk + λ(Gxk + g)Tpk +

1

2
xTkGxk + gTxk + c

}
确定,容易求得

λk = −(Gxk + g)Tpk

pTkGpk

= − pTkgk
pTkGpk

.

因此,有 λk = µk,命题得证. �

在精确线性搜索的条件下,利用 gi+1 − gi = G(xi+1 − xi) = λiGpi 可知,共轭方向
法的梯度 gk+1满足

gTk+1pj = gTj+1pj +
k∑

i=j+1

(gTi+1 − gTi )pj = 0, j = 0, 1, · · · , k. (10.9)

若记 x∗ = x0 +
n−1∑
i=0

y∗i pi, x = x0 +
n−1∑
i=0

yipi,则二次函数 f(x)可改写成

q(y) =
1

2
(x− x∗)TG(x− x∗) + c̃ =

1

2
(y− y∗)TSTGS(y− y∗) + c̃,

其中 S = (p0, p1, · · · ,pn−1). 利用 G-共轭性条件,得

q(y) =
1

2

n−1∑
i=0

(yi − y∗i )
2dii,

其中 dii = pTiGpi. 因此, 通过选择 yi = y∗i , i = 0, 1, · · · , n − 1, 即可使 q(y) 极小化,
这等价于分别沿着共轭方向 p0,p1, · · · , pn−1 作精确一维搜索. 从坐标变换的角度看,
共轭性意味着存在一个恰当的坐标变换 S,使得 G在新的坐标系下是一个对角矩阵

STGS,新的变量在二次函数中是相互分离的. 于是,一个共轭方向法是在新坐标系中
的一个交替变量法.
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共轭梯度法是最著名的共轭方向法,它使得最速下降方向具有共轭性,从而提高算
法的有效性和可靠性. 由于解正定线性方程组 Ax = b等价于极小化一个正定二次函
数

min
x∈Rn

1

2
xTAx− bTx,

共轭梯度法首先是作为解线性方程组的方法被提出来的. 不失一般性,考虑正定二次
函数

f(x) =
1

2
xTGx+ gTx+ c,

f(x)的梯度为 ∇f(x) = Gx+ g. 共轭梯度法有一个非常特殊的性质: 在构造共轭方向
时, pk 仅依赖于 pk−1. 这意味着在实现算法时,可以减少存储量和计算时间,是一个很
好的性质. 另外,在搜索方向 pk 上,希望函数值是下降的,故一个自然的选择是

pk = −gk + βk−1pk−1, (10.10)

其中 gk = ∇f(xk) = Gxk + g, βk−1 是待定系数. 因 pk 与 pk−1 需满足 G-共轭条件,上
式两端左乘以 pTk−1G,故有

βk−1 =
gTkGpk−1

pTk−1Gpk−1

, k = 1, 2, · · · , n− 1.

对于 p0,直接取 p0 = −g0. 可以证明 p0, p1, · · · ,pn−1 是 G-共轭的,且每一次迭代所产
生的搜索方向 pk 和梯度方向 gk 都包含于

K(g0; k) , span
{
g0, Gg0, · · · , Gkg0

}
,

称 K(g0; k)为 g0的 k次 Krylov子空间.

定理 10.10 设 f(x) =
1

2
xTGx + gTx + c是正定二次函数,其中 G是 n阶正定方

阵, g是 n维向量, c是常数,则采用精确线性搜索的共轭梯度法经过m 6 n步终止,且
对任意的 k 6 m有

gTkgi = 0, i = 0, 1, · · · , k − 1, (10.11)

pTkGpi = 0, i = 0, 1, · · · , k − 1, (10.12)

pTi gi = −gTi gi, i = 0, 1, · · · , k − 1, (10.13)

span
{
g0, g1, · · · , gk

}
= K(g0; k), (10.14)

span
{
p0, p1, · · · ,pk

}
= K(g0; k). (10.15)
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证明 由于采用精确搜索确定步长因子,显然有

pTi gi = −gTi gi + βi−1pTi−1gi
= −gTi gi, i = 1, 2, · · · , k − 1,

且 pT0g0 = −gT0g0,故式 (10.13)得证.

下面用数学归纳法. 先证式 (10.11)和 (10.12). 当 k = 1时,由式 (10.9)和 (10.10)
知,

gT1g0 = −gT1p0 = 0, pT1Gp0 = (−gT1 + β0pT0)Gp0 = 0.

设式 (10.11)和 (10.12)对 k成立,下面证明对 k + 1亦成立.

因 f(x)是正定二次函数,故有

gk+1 = gk +G(xk+1 − xk) = gk + λkGpk, (10.16)

上式左乘 pTk,并注意到 λk 是精确搜索确定的步长因子,有

λk = − pTkgk
pTkGpk

=
gTkgk
pTkGpk

̸= 0.

由式 (10.16)和 (10.10),得

gTk+1gj = gTkgj + λkpTkGgj
= gTkgj − λkpTkG(pj − βj−1pj−1).

当 j < k时,利用归纳假设可知上式为零;当 j = k时,上式成为

gTk+1gk = gTkgk −
gTkgk
pTkGpk

pTkGpk = 0,

故式 (10.11)得证.

类似地,由式 (10.16)和 (10.10)得

pTk+1Gpj = −gTk+1Gpj + βkpTkGpj

= gTk+1(gj − gj+1)/λj + βkpTkGpj .



102 第十章 最优化方法

当 j < k时,利用归纳假设可知上式为零;当 j = k时,上式成为

pTk+1Gpk = −
gTk+1(gk+1 − gk)

gTkgk
pTkGpk +

gTk+1Gpk

pTkGpk

pTkGpk

= −
gTk+1(gk+1 − gk)

gTkgk
pTkGpk +

gTk+1(gk+1 − gk)
pTk(gk+1 − gk)

pTkGpk

= −
gTk+1gk+1

gTkgk
pTkGpk +

gTk+1gk+1

−pTkgk
pTkGpk

= −
gTk+1gk+1

gTkgk
pTkGpk +

gTk+1gk+1

gTkgk
pTkGpk = 0,

故式 (10.12)得证.

最后,证明式 (10.14)和 (10.15). 当 k = 0时,结论显然成立. 设式 (10.14)和 (10.15)
对 k成立,下面证明对 k + 1亦成立.

利用归纳假设知

gk, Gpk ∈ span
{
g0, Gg0, · · · , Gkg0, G

k+1g0
}
,

又因式 (10.16)有

span
{
g0, g1, · · · , gk, gk+1

}
⊂ span

{
g0, Gg0, · · · , Gkg0, G

k+1g0
}
.

另一方面,利用归纳假设知

Gk+1g0 = G(Gkg0) ∈ span
{
Gp0, Gp1, · · · , Gpk

}
,

又因式 (10.16)有

Gpk = (gk+1 − gk)/λk,

可得

Gk+1g0 ∈ span
{
g0, g1, · · · , gk, gk+1

}
,

从而有

span
{
g0, Gg0, · · · , Gkg0, G

k+1g0
}
⊂ span

{
g0, g1, · · · , gk, gk+1

}
,

故式 (10.14)得证.
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利用式 (10.10)和归纳假设,可知

span
{
p0, p1, · · · ,pk, pk+1

}
= span

{
p0, p1, · · · , pk, gk+1

}
= span

{
g0, Gg0, · · · , Gkg0, gk+1

}
= span

{
g0, g1, · · · , gk, gk+1

}
= span

{
g0, Gg0, · · · , Gkg0, G

k+1g0
}
,

故式 (10.15)得证. �

值得指出的是, p0 必须取 −g0,否则上述定理是不成立的. 式 (10.11)表明梯度向
量序列 {gi}是相互正交的,而式 (10.12)表明搜索方向序列 {pi}才是 G-共轭的. 由式
(10.13)知,共轭梯度法的每一步都是值下降的,精确一维搜索的步长 λk 可写成:

λk = − pTkgk
pTkGpk

=
gTkgk
pTkGpk

.

利用 Gpk = (gk+1 − gk)/λk 及式 (10.11)和 (10.13),可得计算搜索方向的步长 βk 几个

常用公式

βk =
gTk+1(gk+1 − gk)
pTk(gk+1 − gk)

(Crowder-Wolfe公式)

=
gTk+1gk+1

gTkgk
(Fletcher-Reeves公式)

=
gTk+1(gk+1 − gk)

gTkgk
(Polak-Ribiere-Polyak公式)

= −
gTk+1gk+1

pTkgk
(Dixon公式).

由上面的公式知,共轭梯度法仅比最速下降法稍微复杂一点,但却具有二次终止性,所
以共轭梯度法是一个很有效的方法.
容易看出,共轭梯度法可推广至一般的目标函数 f(x),此时,步长 λk 可通过精确

一维搜索或非精确一维搜索得到,而 βk 的计算公式保持不变. 但是,需要注意的是, n
步以后共轭梯度法所产生的搜索方向 pn 不再与 p0,p1, · · · , pn−1 满足 G-共轭条件,故
需重新取最速下降方向作为搜索方向,即

pcn = −gcn, c = 1, 2, · · · ,

这种方法称为再开始共轭梯度法,其计算步骤如下:
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1. 设定初始值 x0 ∈ Rn及精度参数 ε > 0,计算 g0 = ∇f(x0),令 k ← 0;

2. 若 ∥g0∥ < ε,则算法终止;否则,令 p0 ← −g0;

3. 利用一维搜索求步长因子 λk,使得

f(xk + λkpk) = min
λ>0

f(xk + λpk),

令 xk+1 ← xk + λkpk,计算 gk+1 = ∇f(xk+1);

4. 若 ∥gk+1∥ < ε,则算法终止;否则,进入下一步;

5. 若 k = n− 1,令 x0 ← xk+1,转步骤 1;否则,进入下一步;

6. 计算 βk = gTk+1gk+1/gTkgk,令 pk+1 ← −gk+1 + βkpk, k ← k + 1;

7. 若 pTkgk > 0,令 x0 ← xk,转步骤 1;否则,转步骤 3.

在上述算法中,步长因子 λk 也可以采用非精确一维搜索. 此时, βk 的几种计算公式的

效果是不同的,参见 [4, 6].
共轭梯度法在一定条件下是收敛的. 可以证明: 若 f(x)在有界水平集 L = {x ∈

Rn | f(x) 6 f(x0)}上连续可微,则采用 Fletcher-Reeves公式和精确一维搜索的共轭梯
度法产生的序列 {xk}至少有一个聚点是驻点,即

(1) 当 {xk}是有穷点列时,其最后一个点 x∗是 f(x)的驻点;

(2) 当 {xk}是无穷点列时,它必有极限点,且其任一极限点都是 f(x)的驻点.

采用其他公式和搜索策略也有类似的结论.
当 f(x)是正定二次函数时,采用精确一维搜索的共轭梯度法至多在 n次迭代后终

止,这是一个很好的性质. 而对于一般的非线性函数 f(x),因目标函数在极小点附件可
近似于一个正定二次函数,故若将 n次迭代视为一次大的迭代,则共轭梯度法应该与牛
顿法有类似的收敛速度. 事实上,可以证明: 设 f(x) ∈ C3,且存在常数m,M > 0,使得

m∥y∥2 6 yT∇2f(x)y 6 M∥y∥2, ∀y ∈ Rn, x ∈ L,

其中 L = {x ∈ Rn | f(x) 6 f(x0)}是有界水平集,则采用 Fletcher-Reeves公式和精确一
维搜索的再开始共轭梯度法产生的序列 {xk}是 n步二阶收敛的,即存在常数 c > 0,使
得

lim
k→∞

sup
∥xkn+n − x∗∥
∥xkn − x∗∥2

6 c <∞.
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最后,介绍一类很有效的方法: 拟牛顿法. 从前面的分析中不难发现,牛顿法收敛
速度快的一个关键是利用了目标函数的二阶信息,即 Hessian矩阵. 然而,计算和存储
Hessian矩阵的代价比较高,有时甚至无法求出. 因此,一个自然的想法是: 利用目标函
数 f(x)及一阶导数 ∇f(x)的信息来构造近似的 Hessian矩阵,从而实现加快收敛速度
的目标.
设 f(x) : Rn → R是二次连续可微的函数,则 f(x)在 xk+1附件的二次近似函数为

f(x) ≈ f(xk+1) + gTk+1(x− xk+1) +
1

2
(x− xk+1)

TGk+1(x− xk+1),

其中 gk+1 = ∇f(xk+1), Gk+1 = ∇2f(xk+1),从而有

∇f(x) ≈ gk+1 +Gk+1(x− xk+1).

令 x = xk,记 sk = xk+1 − xk, yk = gk+1 − gk,则

G−1
k+1yk ≈ sk.

显然, 当 f(x)是二次函数时, 上述近似关系取等号. 在拟牛顿法中, 要求构造出来的
Hessian矩阵的逆近似 Hk+1满足这种关系,即

Hk+1yk = sk, (10.17)

称为拟牛顿条件或拟牛顿方程. 若记 Bk+1 = H−1
k+1,则上述条件也可写为

Bk+1sk = yk,

是关于 Hessian矩阵的拟牛顿条件. 容易验证,如果Hk+1满足拟牛顿条件,那么局部二
次近似函数

q(x) = f(xk+1) + gTk+1(x− xk+1) +
1

2
(x− xk+1)

TH−1
k+1(x− xk+1)

满足插值条件 
∇q(xk) = gk,
q(xk+1) = f(xk+1),

∇q(xk+1) = gk+1.

一般拟牛顿法的计算步骤如下:

1. 设定初始值 x0 ∈ Rn及精度参数 ε > 0, H0 ∈ Rn×n,并令 k ← 0;
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2. 计算梯度 gk = ∇f(xk),若 ∥gk∥ < ε,则算法终止;否则,计算 pk = −Hkgk;

3. 利用一维搜索求步长因子 λk,使得

f(xk + λkpk) = min
λ>0

f(xk + λpk);

4. 校正 Hk 产生Hk+1,使得拟牛顿条件 (10.17)成立;

5. 计算 xk+1 ← xk + λkpk,令 k ← k + 1,转步骤 2.

类似地,拟牛顿法也可采用近似 Hessian矩阵 Bk 进行. 在实际应用中,初始矩阵 H0 可

取单位阵,此时,拟牛顿法的第一次迭代等价于一个最速下降迭代.
不难看出,拟牛顿法是在椭球范数 ∥ · ∥H−1

k
下的最速下降法,搜索方向

pk = −Hkgk

是 f(x)从 xk 点出发的最速下降方向. 因在每一次迭代中,度量矩阵 H−1
k 都是变化的,

故方法也称为变尺度法.
与牛顿法相比,拟牛顿法有以下优点:

(1) 仅需一阶导数信息;

(2) Hk 保持正定,使得方法具有下降性质;

(3) 每次迭代需要 O(n2)次乘法运算.

剩下的问题是: 如何校正 Hk 产生 Hk+1,使得拟牛顿条件 (10.17)成立,并保持正
定性. 设 Hk+1是 Hk 通过对称秩二校正得到的,即

Hk+1 = Hk + auuT + bvvT,

其中 a, b ∈ R, u, v ∈ Rn×1. 代入拟牛顿条件 (10.17)得

Hkyk + auuTyk + bvvTyk = sk.

显然,向量 u和 v不能由上式唯一确定,但是 u和 v可取为

u = sk, v = Hkyk,

这时,只要 a和 b满足

auTyk = 1, bvTyk = −1,
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拟牛顿条件 (10.17)就成立了. 解得

Hk+1 = Hk +
sksTk
sTkyk

− HkykyTkHk

yTkHkyk
, (10.18)

称为 DFP校正公式,是由 Davidon, Fletcher和 Powell发展出来的,具有很多重要的性
质:

(1) 校正保持正定性,故下降性质成立;

(2) 每次迭代需要 3n2 +O(n)次乘法运算;

(3) 具有超线性的收敛速度;

(4) 对于凸函数,当采用精确一维搜索时,方法具有总体收敛性.

利用Hk+1 ←→ Bk+1, sk ←→ yk 之间的对偶关系及矩阵逆的秩一校正公式,可得

Hk+1 = Hk +
(
1 +

yTkHkyk
sTkyk

) sksTk
sTkyk

− skyTkHk +HkyksTk
sTkyk

, (10.19)

称为 BFGS校正公式,是由 Broyden, Fletcher, Goldfarb和 Shanno发展出来的. BFGS校
正公式具备与 DFP校正公式相同的性质,并且对于凸函数,当采用非精确一维搜索时,
仍具有总体收敛性. 在实际应用中, BFGS校正公式的结果也优于 DFP校正公式,是最
常用的拟牛顿方法之一.
一般地,当初始点靠近极小点时,拟牛顿迭代法在一定条件下是线性收敛的,很多

时候甚至是超线性收敛的. 对于凸函数,拟牛顿法还有整体收敛性. 可以证明: 当 f(x)
是一致凸的二阶连续可微函数时,采用精确一维搜索和 DFP校正公式的拟牛顿法整体
收敛;当 f(x)是凸的二阶连续可微函数时,采用非精确一维搜索的Wolfe-Powell准则
和 BFGS校正公式的拟牛顿法整体收敛.
前面介绍了一些求解无约束非线性优化问题的常用方法,都是确定性的方法. 在

许多实际应用中,譬如深度学习,压缩感知,低秩矩阵填充等,优化变量的个数可能会
很大, 如几十万甚至更多, 这时即使采用梯度下降法, 每一步迭代所需的计算量也是
相当可观的. 因此, 人们提出了随机梯度下降法, 基本思想是: 梯度向量可以视为期
望,而期望可以使用小规模的样本来近似估计. 设优化的目标函数为 f(x),优化变量
x = (x1, x2, · · · , xn)

T,先任取它的一个有 m个元素的子集 {xi1, xi2, · · · , xim}, m远小
于 n,然后计算 f(x)关于变量 xi1, xi2, · · · , xim的梯度并乘以一个称为学习率的常数 r,
其他变量视为常数,执行一次梯度下降. 重复以上步骤,直至算法满足收敛准则,可参
见 [5]. 此外,如果非线性优化问题中含有等式或不等式约束条件,则称为带约束的非线
性优化问题,这类问题求解起来更加困难,感兴趣的读者可参见 [1, 4, 6].
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习 题

1. 某养殖场靠饲养生猪盈利, 若每头猪每天至少需要 700g蛋白质、30g矿物质、
10mg维生素,现有五种饲料可供选择,各种饲料每 kg的营养成分含量及单价如
下表所示

饲料 蛋白质 (g) 矿物质 (g) 维生素 (mg) 价格 (元/kg)

A 50 2 1.0 2.0
B 30 5 0.1 2.4
C 20 8 0.8 1.5
D 40 4 0.2 3.0
E 80 1 0.4 1.8

试建立确定既满足生猪营养需求,又使费用最低的饲料配方所使用的最优化模
型.

2. 用图解法求解下列线性规划问题,并指出问题是否有唯一最优解、无穷多最优
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解、无界解还是无可行解?

(1)max z = 2x1 + 3x2, (2)min z = x1 + x2,

s. t.


x1 + 2x2 6 8,

2x1 + x2 > 1,

x2 6 3,

x1, x2 > 0.

s. t.


x1 + 3x2 > 3,

x1 − x2 > 2,

x1, x2 > 0.

(3)max z = x1 − x2, (4)max z = 2x1 + x2,

s. t.


2x1 − x2 > −1,
−0.5x1 + x2 6 2,

x1, x2 > 0.

s. t.


x1 − 2x2 > 1,

3x1 − x2 6 −1,
x1, x2 > 0.

3. 将下列线性规划问题化为标准形式,并列出初始单纯形表.

(1)min z = −x1 + 2x2 − 3x3 + 2x4, (2)max z = x1 − 3x2 + 2x3,

s. t.


4x1 − x2 + 2x3 − x4 = −2,
x1 + x2 − x3 + 2x4 6 14,

−2x1 + 3x2 + x3 − x4 > 2,

x1, x2, x3 > 0, x4无约束.

s. t.


−x1 + x2 + x3 = 4,

−2x1 + x2 − x3 6 6,

x1 6 0, x2 > 0, x3无约束.

4. 求下列线性规划问题中满足约束条件的所有基解,并指出哪些是基可行解,并代
入目标函数,确定哪一个是最优解.

(1)min z = 2x1 − x2 + 3x3 + 2x4, (2)min z = 3x1 + 2x2 − 3x3 + 6x4,

s. t.


2x1 + 3x2 − x3 − 4x4 = 8,

x1 − 2x2 + 6x3 − 7x4 = −3,
x1, x2, x3, x4 > 0.

s. t.


x1 + 2x2 + 3x3 + 2x4 = 7,

2x1 + 4x2 + x3 − 2x4 = 3,

x1, x2, x3, x4 > 0.
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5. 用单纯形方法求解以下线性规划问题:

(1)max z = 2x1 + 3x2, (2)max z = 3x1 − 2x2 + 5x3,

s. t.


2x1 + x2 6 8,

x1 + 2x2 6 7,

x1, x2 > 0.

s. t.


3x1 + 2x3 6 13,

x2 + 3x3 6 17,

2x1 + x2 + x3 6 13,

x1, x2, x3 > 0.

6. 分别用大M 法和两阶段法求解下列线性规划问题,并指出属于哪一类解.

(1)min z = 3x1 − x2, (2)min z = 3x1 + 2x2 + x3,

s. t.


3x1 + x2 > 3,

2x1 − 3x2 > 1,

x1, x2 > 0.

s. t.


2x1 + 4x2 + 5x3 > 0,

3x1 − x2 + 7x3 > 2,

2x1 + 2x2 + x3 > 16,

x1, x2, x3 > 0.

7. 考虑线性规划问题

max z = c1x1 + c2x2,

s. t.


a11x1 + a12x2 6 b1,

a21x1 + a22x2 6 b2,

x1, x2 > 0,

其中 1 6 c1 6 3, 4 6 c2 6 6,−1 6 a11 6 3, 2 6 a12 6 5, 8 6 b1 6 12, 2 6 a21 6 4,
4 6 a22 6 6, 10 6 b2 6 14,试求目标函数 z最优值的上界和下界.

8. 分别用黄金分割法与斐波那契法求函数

f(x) = 2x2 − 8x+ 3

在区间 [0, 4]上的极小点,要求缩短后的区间长度不大于原区间长度的 5%.

9. 分别用最速下降法与牛顿法求函数

f(x) = x2
1−x1x2+x2

2+x1x3+x2
3−2x1+4x2+2x3−2, x = (x1, x2, x3)

T ∈ R3,

的极小点,初始点 x0 = (0, 0, 0)T,要求: (1)最速下降法进行三次迭代,并验证相邻
两步的搜索方向正交. (2)牛顿法进行一次迭代.
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10. 试用共轭梯度法求解线性方程组
3x1 − 2x2 + x3 = −2,
−2x1 + 2x2 + x3 = 1,

x1 + x2 + 6x3 = −3,

初始点 x0 = (0, 0, 0)T,要求计算过程中无舍入误差,并验证算法经过三次迭代后
终止.

11. 试用 BFGS校正公式的拟牛顿法求函数

f(x) = x2
1 + 4x2

2 − 4x1 − 8x2, x = (x1, x2)
T ∈ R2,

的极小点 x∗,初始点 x0 = (0, 0)T,初始矩阵H0 = I . 验证直线 x = x1 + λ1p1经过

x∗,算法执行两步即终止.

12. 设 f(x) =
1

2
xTAx − bTx,其中 A是 n阶正定对称方阵, b是 n维列向量, x∗ 是最

优化问题

min f(x), x ∈ Rn

的解,即 Ax∗ = b. 若采用精确一维搜索的最速下降法来求解上述问题产生的序
列记为 {xk},证明:

∥xk+1 − x∗∥2A 6
(
λn − λ1

λn + λ1

)2

∥xk − x∗∥2A ⇐⇒
f(xk+1)− f(x∗)
f(xk)− f(x∗)

6
(
λn − λ1

λn + λ1

)2

,

其中 ∥x∥2A = xTAx, λ1和 λn分别是 A的最小和最大特征值. (提示: 先证明

∥xk+1 − x∗∥2A =

[
1− (∇fT

k∇fk)2

(∇fT
kA∇fk)(∇fT

kA
−1∇fk)

]
∥xk − x∗∥2A,

再证明 Kantorovich不等式

(xTx)2

(xTAx)(xTA−1x)
> 4λ1λn

(λ1 + λn)2
, ∀x ∈ Rn×1,

最后结合上述两式即可完成证明)

13. 设 A是一个 n阶正定对称方阵, {xi}ni=1是一组 A-共轭的向量,证明:

A−1 =

n∑
i=1

xixTi
xTiAxi

.
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14. 设 A ∈ Rn×n是非奇异矩阵, u, v ∈ Rn是任意向量,若

1 + vTA−1u ̸= 0,

证明: A的秩一校正 (
A+ uvT

)−1
= A−1 − A−1uvTA−1

1 + vTA−1u
,

即著名的 Sherman-Morrison定理. 利用Hk+1 ←→ Bk+1, sk ←→ yk之间的对偶关
系及该定理,试从 DFP校正公式 (10.18)推导出 BFGS校正公式 (10.19).
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