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第七章   计算矩阵的特征值与
特征向量 



特征值与特征向量 
 在实际工程计算中，经常会遇到特征值和特征向量的

计算，如：机械、结构或电磁振动中的固有值问题；
物理学中的各种临界值等 

 定义：设有   阶矩阵   ，若有数   及非零向量   满足方
程            ，则称   为   的特征值， 为属于特征值   的特
征向量 

 线性代数中特征值和特征向量的计算步骤： 
 计算矩阵的特征多项式： 

 求解齐次线性方程组的解空间： 

 困难：求解高次多项式的根 
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特征值与特征向量 
 求解特征值与特征向量的方法按求解方法的特性可以

分为： 
 直接法：可用来计算矩阵的全部特征值和特征向量，一般用于稠密矩阵

，计算代价为         且对矩阵的元素是相对不敏感的（注意：此处的直接
法必须作迭代，因为求特征值问题等价于求多项式的根，而后者不可能
存在非迭代的方法。如果经验表明，用一个固定的迭代次数收敛（几乎
）从不失败，则称该方法是直接的） 

 迭代法：一般只提供特征值和特征向量的一个子集的近似，一般用于稀
疏矩阵或者只适合执行矩阵－向量乘法的矩阵。为了得到几个足够精确
的特征值可能需要运行足够长的时间，收敛性强烈的依赖于矩阵的元素 

 求解特征值与特征向量的方法按矩阵的对称性可以分
为： 
 非对称特征值问题：非对称矩阵的特征值问题 

 对称特征值问题：对称矩阵的特征值问题，不仅内容非常丰富和优美，
而且在实际问题中经常遇到 
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幂法 
 在实际问题中，矩阵按模最大的特征值往往起重要的

作用，譬如矩阵的谱半径决定了迭代矩阵是否收敛 

 幂法：计算按模最大特征值及相应特征向量的数值方
法 

 要求：矩阵    具有完备的特征向量系，即    有  个线性
无关的特征向量。在实际问题中，常遇到的实对称矩
阵或具有  个互不相同特征值的矩阵就具有这种性质 
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幂法 
 设矩阵    的特征值和特征向量如下： 

         特征值： 

         特征向量： 

    幂法可以求 

 基本思想：不断利用矩阵向量乘法，分析得到的向量
序列，计算出矩阵按模最大特征值及相应特征向量 

 取初值      ，做迭代 
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幂法 
 情形1：若                        ，则有 

 

 

 

 

 

 

 

    收敛速度取决于： 
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幂法 
 情形2：若 

 

 

 

 

 

 

 其它情形…… 
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幂法 
 在幂法中，我们构造的序列 

 

 

    可以看出，当 

 

 

 为避免      分量过大（上溢）或过小（下溢），在实际
运算中采用规范运算： 
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幂法 
 不难发现： 

 

 

 从而有 
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幂法 
 情形1：若                        ，则有 

 

 

 

 

 

 

    A) 若         ，则         收敛， 

    B) 若         ，则                       分别收敛于互为反号的向
量， 
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幂法 
 情形2：若                                            ，则有 

 

 

 

 

                             分别收敛于两个向量，且不是互为反号 

         令                   ，则 

 

 

 其它情形…… 
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幂法 
 （Rayleigh商）设              ，对           定义 

 

    称为矩阵    在   的Rayleigh商 

 性质：对于给定 的   ，最小二乘问题 

 

    有显示解，即 

 不难发现                                        ，因此：若   是   的特
征向量，那么      的梯度为零向量；反之，若                             
且        ，则   是特征向量，      是相对应的特征值 

 利用函数        的光滑性，可以得出一个重要结论： 
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幂法 
 幂法迭代算法 
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反幂法 
 基本思想：计算按模最小特征值及相应特征向量的数

值方法 

 矩阵   与     特征值之间的关系： 

 

 

 

 反幂法迭代： 

 

 

 为避免求      ，可用分解法求解线性方程组： 
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反幂法 
 设   是矩阵   特征值  的近似，带原点位移   的反幂法

迭代进行如下： 

 

 

 若                                ，则迭代收敛 

 用途：用于求矩阵   的最接近给定初值   的特征值   及
相应的特征向量 
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反幂法 
 带原点位移的反幂法迭代算法 
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实对称矩阵的Jacobi方法 
 特征值与特征向量的计算：要充分考虑矩阵的特性，

譬如对称性、正定性、稀疏性等，来选用合适的算法 

 定理：若矩阵             是对称的，则存在正交阵            
使得 

 

 

 

 

 基本思想：对于一般的矩阵，不可能直接找到    ，而
是构造一系列特殊形式的正交阵对    进行正交变换，
使得对角元比重逐渐增加，非对角元变小。 
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实对称矩阵的Jacobi方法 
 Givens旋转变换： 
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实对称矩阵的Jacobi方法 
 设矩阵                 ，则 

 

 

 

 

 

 

 目标： 
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实对称矩阵的Jacobi方法 
 若记 

 

 

 则有 
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实对称矩阵的Jacobi方法 
 若记 

 

 

 

 则有 
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实对称矩阵的Jacobi方法 
 Jacobi方法：取       使得                    ，连续实施Givens

变换，即 

 

 定理：若对称矩阵             ，则 

 

 优点：特征值计算结果精度一般比较高，特征向量的
正交性也较好，适合于并行计算 

 缺点：当计算稀疏矩阵的特征值时，Givens变换后不
能保持原矩阵稀疏的性质 

 用途：计算对称稠密矩阵的全部特征值及相应的特征
向量 
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实对称矩阵的Jacobi方法 
 实对称矩阵的Jacobi 迭代算法 
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QR方法 
 Householder矩阵：若           ，           ，则矩阵 

 

    称为 Householder矩阵，且满足以下的性质： 

        （1）                   ； 

        （2）   为对称正交矩阵； 

        （3）若              ，            ，记                ，               ，
则 

 Householder变换：镜像变换的推广 
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QR方法 
 （QR分解定理）：设             是列满秩的，则矩阵   能

分解为            的形式，其中            是酉矩阵，           是
非奇异上三角阵 

    推论：设             是列满秩的，则矩阵   能唯一分解为   

                 的形式，其中            是正交阵，            是非奇
异上三角阵 

 对于非满秩的矩阵或一般形式的         阶矩阵，有类似
的结论 

 QR方法：一种求解完全特征值问题的算法，属于变换
方法，与Gram-Schmidt正交化过程密切相关 
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QR方法 
 Householder变换：设               ，如何构造   及    使得 

                  ？ 

 取                         ，                ，则有 

 计算QR分解的算法：设 

        第一步：取                               ，                  ，则 

 

        第    步：记                                           ，取 
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QR方法 
 不断利用Householder变换： 

 

 

 

 

 

 算法时间复杂度： 
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QR方法 
 设矩阵   的特征值满足：                      ，作以下相似正

交序列： 

 

 

    则当            时，有 

 

 

 有以下关系： 

 

 

 
29 

A 1 2 nλ λ λ> > >

1

  k k k

k k k+

=
 =

A Q R
A R Q

k →∞
( )

( )

0,  1  
,  1,2, ,

k
ij

k
ii i

a j i n
a i nλ

 → ≤ < ≤


→ = 

1 1 1
1 1 1

1 1

1
1 1

,  
k k k k k k

k k k k
k

k k

− − −
+

+
+ +

= =

= =

⇒ =

A Q A Q Q Q AQ Q

Q Q Q R R R

A Q R

 

 

 

 

收敛于上三角矩阵，对角
线元素即为矩阵的特征值 



QR方法 
 QR方法的收敛性证明较困难，参见《Matrix 

Computations》，4th ed., p368 – p372. 

 QR方法的改进 
 带位移的QR算法 

 实矩阵的双重步QR算法 

 广义特征值问题 
 QZ算法（QR算法的推广形式） 
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特征值与特征向量 
 三对角阵 

 二分法 

 Sturm序列方法 

 分而治之方法 

 高阶稀疏矩阵 
 Lanczos方法 

 Arnoldi with restarting 

 Implicit restarting 

 Jacobi-Davidson方法 

 SVD分解 
 Jacobi方法 

 QR方法 

 Golub-Kahan方法 
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