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第八章   常微分方程数值解 



微分方程数值解 
 在科学研究或工程领域中，有许多数学模型都是通过

微分方程来描述的，求解微分方程是非常重要的、关
键的问题 

 微分方程按自变量的个数可分为： 
 常微分方程 

 偏微分方程 

 微分方程按定解条件可分为： 
 初值问题 

 边值问题 
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微分方程数值解 
 研究微分方程解析解的学科：数学物理方程，但是绝

大部分的微分方程是没有解析解的 

 数值求解微分方程没有统一的算法，针对不同类型的
微分方程，需要设计特定的算法 

 目前，研究数值求解微分方程的方法是热门的课题，
正在迅速发展之中，常见的方法： 
 有限差分法 

 有限元方法 

 有限体积法 

 边界元方法 

 谱方法 

 … 
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微分方程数值解 
 常微分方程的初值问题： 

 

 

 为了使解存在唯一，一般需要对函数           加限制条
件 

 （初值问题解的存在唯一性）若函数           在条带 

                                         上连续，且满足Lipschitz条件，
即                                           ，则初值问题的解在区间    

           上存在且唯一 
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微分方程数值解 
 常微分方程的解是一个函数，但是，计算机没有办法

直接对函数进行运算 

 常微分方程的数值解采用数值离散的方法，即在一系
列离散点列上，求未知函数在这些点上函数值的近似 

 基本步骤如下： 

    （1）对区间进行分割：                                       （即对
函数定义域进行离散），目标是求解                 的值 

    （2）对微分方程进行离散，建立关于      的方程，一
般要求满足：解的存在唯一性、稳定性、收敛性、相
容性 

    （3）解关于      方程，求出      的值 
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微分方程数值解 
 主要问题： 

 如何对定义域进行离散? 

 如何对微分方程进行离散？ 

 收敛性问题，即步长充分小时，所得到的数值解能否逼近问题的真解 

 误差估计 

 稳定性问题，即舍入误差在以后各步的计算中，是否会无限制扩大 

 计算效率 

 并行计算 

 …… 
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Euler公式 
 对定义域        作等距剖分，即 

 

 向前差商公式 
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Euler公式 
 定义：在假设第  步计算是精确的前提下，考虑截断误

差                        ，称     为局部截断误差。若                  
，则称方法是   阶相容的，简称相容 

 向前差商公式的局部截断误差： 
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Euler公式 
 整体截断误差和收敛性：考虑局部截断误差的积累和

传播 
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Euler公式 
 整体截断误差和收敛性： 

 

 

 

 

 

 

 

 当               时，                                         ，即Euler公式
是收敛的 
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Euler公式 
 稳定性：误差在以后各步的计算中不会无限制扩大 

 下面考虑简单情况：仅初值有误差，而其他计算步骤
无误差 

 设     是初值有误差后的计算值，则 

 

 

 

 

 可以看出，向前差商公式关于初值是稳定的。当初始
误差充分小，以后各步的误差也充分小 
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Euler公式 
 向后差商公式 

 

 

 

 

 

 隐式格式，需要迭代求解 
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Euler公式 
 Picard迭代格式： 

 

 

 记                             ，则当  充分小时，                       

 

    从而迭代收敛 
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Euler公式 
 中心差商公式 

 

 

 

 

 多步格式，二阶格式，数值不稳定 
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Euler公式 
 基于数值积分的近似公式 

 

 若取                                  ，则有 

 

 若取                                       ，则有 

 

 若取                                                        ，则有 
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Euler公式 
 向前差商的Euler算法 

 

17 



Runge-Kutta方法 
 Taylor级数法（高阶单步方法）： 

 

 

 

 

 

 

 取         ，向前差商的Euler公式 

 取         ，可得 
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Runge-Kutta方法 
 Taylor级数法：要大量计算复合函数的全导数 

 Runge-Kutta方法：一个点上的导数值可以用它邻近的
一些点上的函数值来近似表示（数值微分的思想）＋
Taylor级数法 

 基本思想： 
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Runge-Kutta方法 
 基本做法：利用二元函数的Taylor展开形式 

 

    比较方程两边幂次相同的  项系数，得到关于             
的方程组 

 取        ，作Taylor展开 

 

 

     

    与                                                          比较得： 
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Runge-Kutta方法 
 修正的Euler法（中点法）：取 

 

 

 二阶Runge-Kutta公式：取 

 

 

 Henu公式：取 
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Runge-Kutta方法 
 三阶Kutta公式： 

 

 

 

 三阶Henu公式： 
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Runge-Kutta方法 
 四阶Runge-Kutta公式： 

 

 

 

 

 四阶Kutta公式： 
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Runge-Kutta方法 
 步长的自适应：设置一个误差容限，（1）假如超出误

差容限，则否决这一步并减小步长；（2）假如符合误
差容限，则接受这一步并选取适合下一步的步长 

 改变步长的策略： 
 步长加倍或减半 

 根据阶的信息选取适当的步长 

 

 

 

 嵌入Runge-Kutta对：一个   阶和另一个       阶，共享
必要的计算 
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Runge-Kutta方法 
 嵌入Runge-Kutta 4/5对公式 
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Runge-Kutta方法 
 步长控制所需的误差估计为： 

 

 步长自适应策略： 

    （1）若误差测试           成功，则用    取代     ，程序进
入下一步； 

    （2）否则，用                         再尝试一遍（如果重复
失败，则步长减半直至成功） 

 在Matlab中，就使用这种方法，譬如ode23，ode45
等命令（分别使用嵌入Bogacki-Shampine 2/3对、嵌
入Dormand-Prince 4/5对） 

26 

1 1 1 1 3 4 5 6
1 128 2197 1 2| |

360 4275 75240 50 55i i ie z y h k k k k k+ + += − = − − + +

1

1| |
i

i

e T
y
+

+

< 1iz + 1iy +

1
1

1
| |0.8*

p
i

i i
i

T yh h
e

+

+

 
=  

 



Runge-Kutta方法 
 Runge-Kutta算法 
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线性多步法 
 线性   步方法的一般形式： 

 

    需要给定   个初始值                 才能启动迭代 

 基本思想：微分方程化为积分方程，用数值积分近似 
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线性多步法 
 取       分别为            ，有 

 

 显式公式：用数值积分节点                     构造插值多项
式近似        ，在区间            上计算数值积分 

 隐式公式：用数值积分节点                       构造插值多项
式近似        ，在区间            上计算数值积分 

     控制积分区间，  控制插值节点 
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线性多步法 
 Adams格式：取 

 例：构造                  的显式格式 
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二阶显式Adams公式 



线性多步法 
 三阶显式Adams公式： 

 

 四阶显式Adams公式： 

 

 

 三阶隐式Adams公式： 

 

 四阶隐式Adams公式： 
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线性多步法 
 例：构造                  的显式格式 
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线性多步法 
 例：构造                  的隐式格式 
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线性多步法 
 为避免迭代，可用预估－校正公式 
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常微分方程组的数值解法 
 设    个一阶方程组成的常微分方程初值问题 

 

 

 

 

 

 

 写成向量形式 

35 

m
1

1 1

1

1 1

( , , , )

    

( , , , )  ,  

( )
    

( )

m

m
m m

m m

dy f x y y
dx

dy f x y y a x bdx
y a

y a

η

η

 =


 = ≤ ≤


=



=









1 1 1

2 2 1

1

( ) ( , ( ), , ( ))
( ) ( , ( ), , ( ))( , ( ))

,  ( ) ,  ( , ( ))
( )

( ) ( , ( ), , ( ))

m

m

m m m

y x f x y x y x
dY y x f x y x y xF x Y x

Y x F x Y xdx
Y a

y x f x y x y x
η

   
    =    = =     =    

   





 





常微分方程组的数值解法 
 各种方法都可以直接运用过来 

 例：两个一阶微分方程组成的微分方程组 

 

 

 

 

 Euler公式 
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常微分方程组的数值解法 
 Runge-Kutta公式 
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常微分方程组的数值解法 
 高阶微分方程：引入辅助变量，可化为一阶微分方程

组 

 设    阶常微分方程 

 

 

 

 

 引入辅助变量 
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常微分方程的稳定性 
 定义：若一个离散变量的    步方法，在Lipschitz条件下

，存在常数     和        ，使得以        中任意值   为步长
，通过任意两组初值          和         得到两组离散值          
和          （          ），都成立 

 

    则称该方法是稳定的 

 数值方法的稳定性：初值产生误差的传播（或者离散
解关于初值的连续依赖性） 

 数值方法的稳定性不仅于数值方法有关，而且与微分
方程本身有关。如果微分方程本身是不稳定的，那就
没理由要求数值方法稳定。因此，数值方法的稳定性
概念是建立在微分方程稳定的基础上的 
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常微分方程的稳定性 
 为了比较不同方法的性质，取典型的微分方程 

 

 

 将一般的差分方程（数值格式）： 

 

    应用到典型的微分方程，可得： 

 

    对于给定的初始误差                    ，误差方程具有一样
的形式 
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常微分方程的稳定性 
 定义：差分方程称为绝对稳定的，若差分方程作用到

典型的微分方程 

 

    对任意的初值，总存在左半复平面上的一个区域，当       
在这个区域时，差分方程的解趋于               ，这个区
域称为稳定区域 

 例：向前Euler公式的稳定性 
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常微分方程的稳定性 
 例：向后Euler公式的稳定性 

 

 

 

 

 

 定义：当绝对稳定区域是左半平面时，则称该数值方
法是无条件绝对稳定的 

 一般来说，隐式格式的绝对稳定性比同阶的显式法的
好 
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常微分方程的稳定性 
 例：3阶Runge-Kutta公式的稳定性 

 

 

 

 

 

 

 

 

 可以证明：Runge-Kutta方法和隐式Adams方法都是绝
对稳定的 
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