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§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

函数逼近

.
函数逼近问题..

......

如何寻找简单的函数 φ(x) 去近似地代替一个复杂的函数
f(x), 其中近似代替又称为逼近, 函数 f(x) 和 φ(x) 分别称为被
逼近和逼近函数.

.
函数逼近目的..

......

使得一些常用的操作, 譬如函数求值、微分甚至积分, 可
以变得更容易执行.
利用函数的部分信息, 譬如函数值表, 重建或恢复一个函
数.
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函数逼近

.
例 9.1..

......

在区间 [−1, 1] 上, 确定具有最低次数的多项式 p(x) 使得
|p(x)− arccos(x)| 6 10−7 成立. 更一般地, 给定函数 f(x) 和正
数 ε, 确定多项式 p(x), 使在区间 [a, b] 上有 |p(x)− f(x)| 6 ε.
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函数逼近

.
例 9.2..

......

通过观察或测量函数 f(x) 得到一组离散数据:

{(xi, yi) | i = 1, 2, . . . , n},

在函数空间 Φ = span{φi(x) | j = 1, 2, . . . ,m} 中选择

φ(x) =
m∑
j=1

cjφj(x) 使得逼近误差最小, 即

min
φ∈Φ

n∑
i=1

∣∣∣yi − φ(xi)
∣∣∣2 = min

c1,c2,··· ,cm∈R

n∑
i=1

∣∣∣yi − m∑
j=1

cjφj(xi)
∣∣∣2.
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. . . . . .

§9.1.1 赋范线性空间

在逼近问题中几乎都涉及到从一个集合中选择一个元素, 使
它在某种意义上接近该集合外的一个预先给定的元素. 因此,
若要确切的描述逼近问题, 需要明确两个元素之间的距离是
如何度量的.

在统一的框架下描述逼近问题, 引入赋范线性空间.
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.
定义 9.1..

......

设集合 V 是实数域 R 上的线性空间, 如果 V 中任意一个元素
f 都按某一法则对应一个实数, 记作 ∥f∥, 并且它满足下列条
件:
(1) 正定性: ∥f∥ > 0, ∀f ∈ V; ∥f∥ = 0 当且仅当 f = 0 成立;
(2) 齐次性: ∥cf∥ = |c|∥f∥, ∀c ∈ R, ∀f ∈ V;
(3) 三角不等式: ∥f+ g∥ 6 ∥f∥+ ∥g∥, ∀f, g ∈ V.
上述对应关系可视为 V→ R 的映射, 称为线性空间 V 的范
数,并简记为 ∥ · ∥. 定义了范数的线性空间称为赋范线性空间.
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.
例 9.3..

......

记 Rn 为 n 维线性空间, 在 Rn 中定义

∥x∥2 =
(
x21 + x22 + · · ·+ x2n

)1/2
, ∀x = (x1, x2, · · · , xn)T ∈ Rn.

易验证 ∥ · ∥2 满足条件 (1) ∼ (3). 因此, Rn 按 ∥ · ∥2 构成一赋范线性空间.
另外, 不难验证 Rn 还可按如下范数

∥x∥1 = |x1|+ |x2|+ · · ·+ |xn|, ∀x = (x1, x2, · · · , xn)T ∈ Rn,

∥x∥∞ = max{|x1|, |x2|, · · · , |xn|}, ∀x = (x1, x2, · · · , xn)T ∈ Rn,

分别构成不同的赋范线性空间. 更一般地, 在 Rn 中定义

∥x∥p = (|x1|p + |x2|p + · · ·+ |xn|p)1/p , ∀x = (x1, x2, · · · , xn)T ∈ Rn,

构成向量 x 的p-范数, 前面的范数分别对应 p = 1, 2,∞ 的情形.
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.
例 9.4..

......

记 C[a, b] 为区间 [a, b] 上连续函数的全体, 按通常的函数加
法与数乘运算构成线性空间. 在 C[a, b] 中定义

∥f∥∞ = max
a6x6b

|f(x)|, ∀f ∈ C[a, b].

易验证 ∥ · ∥∞ 满足条件 (1) ∼ (3). 因此, C[a, b] 按 ∥ · ∥∞ 构
成一赋范线性空间, 范数 ∥ · ∥∞ 称为一致范数或 Chebyshev
范数.
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.
例 9.5..

......

记 Cr[a, b] 为区间 [a, b] 上 r 次连续可微函数的全体. 定义
Cr[a, b] 的范数

∥f∥∞ = max
x∈[a,b]

{
|f(x)|, |f′(x)|, · · · , |f(r)(x)|

}
, ∀f ∈ Cr[a, b].

显然, C[a, b] 是 Cr[a, b] 的一个特殊情形.
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.
例 9.6..

......

记 Lp[a, b] 为区间 [a, b] 上所有满足∫ b

a
|f(x)|p dx < +∞, p > 1,

的 Lebesgue 可积函数 f 构成的函数类 (Lebesgue 积分是 Riemann
积分的推广). 因区间 [a, b] 上所有的连续函数都是 Riemann 可积
的, 故 C[a, b] ⊂ L[a, b]. 在 Lp[a, b] 中定义

∥f∥p =

(∫ b

a
|f(x)|p dx

)1/p

, ∀f ∈ Lp[a, b], (1)

可以证明 ∥ · ∥p 是 Lp[a, b] 的一个范数. 注意, 在 Lp[a, b] 中约定: 将
几乎处处相等的两个可测函数 f, g 视为同一函数.
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. . . . . .

§9.1.2 距离

.
定义 9.2..

......

在赋范线性空间 V 中, 定义函数

d(f, g) = ∥f− g∥, ∀f, g ∈ V,

称为 f 与 g 之间的距离. 不难验证 d(f, g) 满足距离定义所要
求的条件:
(1) 正定性: d(f, g) > 0, ∀f ∈ V; d(f, g) = 0 当且仅当 f = g
成立;

(2) 对称性: d(f, g) = d(g, f), ∀f, g ∈ V;
(3) 三角不等式: d(f, g) 6 d(f, h) + d(h, g), ∀f, g, h ∈ V.
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. . . . . .

§9.1.2 距离

.
引理 9.1..

......
在赋范线性空间 V 中, 加法, 数乘和范数都是距离 d(f, g) 下
的连续函数.
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. . . . . .

§9.1.3 最佳逼近

设 X 是赋范线性空间, M 是 X 的非空子集, 我们希望从 M 中
选取元素逼近 X 中的元素, M 称为 X 的一个逼近集合.
.
定义 9.3..

......

对于 x ∈ X, 如果有元素 m∗ ∈ M 使得

∥x− m∗∥ = inf
m∈M
∥x− m∥ , d(x,M),

则称 m∗ 为子集 M 逼近 x 的最佳逼近元, 记为 m∗ ∈ BM(x), 其中

BM(x) ,
{
m ∈ M : ∥x− m∥ = d(x,M)

}
表示由 M 逼近 x 的最佳逼近元构成的集合, 用 #BM(x) 表示最佳逼
近元的个数.
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. . . . . .

§9.1.3 最佳逼近

有了最佳逼近元的定义之后, 自然地会产生以下问题:
存在性, 即是否有 #BM(x) > 1;
唯一性, 即是否有 #BM(x) 6 1;
最佳逼近元应具有什么特征;
最佳逼近元的构造及其应用.
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重要定理

. . . . . .

§9.1.4 存在性与唯一性
.
定义 9.4..

......
X 的一个子集 M 称为列紧的, 如果 M 中的每个点列都有一个
收敛于 M 中一点的子序列.
.
定理 9.2..

......
设 M 是 X 的列紧子集, 则对于任意的 x ∈ X, 存在最佳逼近
元 m∗ ∈ M.
.
推论 9.3..

......
若 M 是 X 的线性子空间, 且 dim(M) < +∞, 则对任意的
x ∈ X, 存在最佳逼近元 m∗ ∈ M.
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§9.1.4 存在性与唯一性

.
定义 9.5..

......

设 M 是赋范线性空间 X 的非空子集, 称 M 是凸集, 如果对任
意的 m1,m2 ∈ M, t ∈ (0, 1), 均有 t ∗ m1 + (1− t) ∗ m2 ∈ M 成
立. 进一步, 若 m1 ̸= m2, 均有 t ∗m1 + (1− t) ∗m2 ∈ M◦ 成立
(M◦ 表示集合 M 的内部), 则称 M 是严格凸集.

.
定义 9.6..

......
如果赋范线性空间 X 按某一范数 ∥ · ∥ 的闭球 B(x, r) 是严格
凸集, 则称该范数 ∥ · ∥ 是严格凸的.
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. . . . . .

§9.1.4 存在性与唯一性

.
定理 9.4..

......
设 M 是 X 的列紧子集, 且 M 是严格凸集, 则对任意的 x ∈ X,
存在唯一的最佳逼近元 m∗ ∈ M.
.
推论 9.5..

......

若 M 是 X 的线性子空间, 且 dim(M) < +∞, X 的范数 ∥ · ∥
是严格凸的, 则对任意的 x ∈ X, 存在唯一的最佳逼近元
m∗ ∈ M.
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. . . . . .

§9.2.1 内积空间

为了描述向量的长度、正交等几何性质, 需要引入内积.
.
定义 9.7..

......

设集合 V 是实数域 R 上的线性空间, 如果 V 中任意一对元素
f, g 都按某一法则对应一个实数, 记作 (f, g), 并且满足下列条
件:
(1) 对称性: (f, g) = (g, f), ∀f, g ∈ V;
(2) 线性性:

(λf+ µg, h) = λ(f, h) + µ(g, h), ∀λ, µ ∈ R, ∀f, g, h ∈ V;
(3) 正定性: (f, f) > 0, ∀f ∈ V; (f, f) = 0⇔ f = 0,
则称二元实函数 (·, ·) 是线性空间 V 上的一个内积. 定义了内
积的线性空间 V 称为内积空间.
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§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.2.1 内积空间

.
例 9.7..

......

在 Rn 空间中, 任取一组标准正交基 e1, e2, · · · , en, 则

(x, y) = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn, ∀x, y ∈ Rn,

其中 x = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen, y = y1e1 + y2e2 + · · ·+ ynen.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.2.1 内积空间

.
例 9.8..

......

在 L2[a, b] 空间中, 定义

(f, g) =
∫ b

a
f(x)g(x) dx, ∀f, g ∈ L2[a, b]. (2)

易验证 (·, ·) 满足条件 (1) ∼ (3). 因此, L2[a, b] 按 (·, ·) 构成
一内积空间.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.2.2 内积的性质
.
命题 9.6..

......

(Cauchy-Schwarz 不等式) 设 V 是内积空间, 则有

|(f, g)| 6
√
(f, f) · (g, g), ∀f, g ∈ V.

若在内积空间 V 中定义

∥f∥ =
√
(f, f), ∀f ∈ V,

则有

∥f+ g∥2 = (f+ g, f+ g) = (f, f) + 2(f, g) + (g, g)

6 (f, f) + 2
√
(f, f) · (g, g) + (g, g) = (∥f∥+ ∥g∥)2,

即 ∥f+ g∥ 6 ∥f∥+ ∥g∥. 易验证, ∥ · ∥ 构成 V 的一个范数, 称 ∥ · ∥ 是
内积诱导的范数.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.2.2 内积的性质

.
命题 9.7..

......

(平行四边形等式) 设 V 是内积空间, 则有

∥f+ g∥2 + ∥f− g∥2 = 2(∥f∥2 + ∥g∥2).

在内积空间中, 若 f 与 g 的内积为零, 即 (f, g) = 0, 则称 f 与
g 是正交的. 此时, ∥f+ g∥2 = ∥f∥2 + ∥g∥2, 类似于欧式空间中
的勾股定理.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.2.3 最佳逼近

在内积空间中讨论最佳逼近问题.
.
定义 9.8..

......

设 V 是内积空间, M ⊂ V 为有限维子空间. 对于 x ∈ V, 如果
有元素 m∗ ∈ M 使得

∥x− m∗∥ = inf
m∈M
∥x− m∥ , d(x,M),

则称 m∗ 为子集 M 逼近 x 的最佳逼近元, 将所有 M 中 x 的最
佳逼近元构成的集合记作 BM(x), 这里 ∥ · ∥ 是 V 内积诱导的
范数.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.2.3 最佳逼近

存在唯一性定理.
.
定理 9.8..

......对于任意的 x ∈ V, 存在唯一的最佳逼近元 m∗ ∈ M.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.2.4 特征与表示

刻画内积空间最佳逼近元的特征性质.
.
定理 9.9..

......

对任意的 x ∈ V, 则 m∗ ∈ M 为 x 的最佳逼近元的充分必要条
件是 x− m∗ 与 M 中的任意元素正交, 即

(x− m∗,m) = 0, ∀m ∈ M.

定理9.9的几何意义: x 在 M 中的正交投影 m∗ 即为 x 的最佳
逼近元. 利用该定理, 最佳逼近元的距离可表示为:

d(x,M)2 = (x, x)− (x,m∗). (3)

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.2.4 特征与表示

设 M 是 X 的 n 维线性子空间, M 有一组基: φ1, φ2, · · · , φn,

那么 x 的最佳逼近元 m∗ 可表示为 m∗ =

n∑
i=1

c∗i φi. 利用定

理9.9, m 分别取 φ1, φ2, · · · , φn, 可得
n∑

i=1

(φi, φj) c∗i = (x, φj), j = 1, 2, · · · , n, (4)

称式 (4) 为最佳逼近元的法方程组.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.2.4 特征与表示

引入记号

G =


(φ1, φ1) (φ1, φ2) · · · (φ1, φn)

(φ2, φ1) (φ2, φ2) · · · (φ2, φn)
...

...
. . .

...
(φn, φ1) (φn, φ2) · · · (φn, φn)

 , c∗ =


c∗1
c∗2
...
c∗n

 , b =


(x, φ1)

(x, φ2)
...

(x, φn)

 ,

则法方程组可写成 G c∗ = b.

基于 {φi}ni=1 的线性无关性, 容易证明矩阵 G 是正定的. 因此, 法方程组的

解存在且唯一.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.2.4 特征与表示

若 φ1, φ2, · · · , φn 构成 M 的一组正交基, 则 G 是一个对角矩
阵, 法方程组可以直接解出, 最佳逼近元 m∗ 显式地表示为

m∗ =
n∑

i=1

(x, φi)

(φi, φi)
φi, (5)

称式 (5) 为 x 的广义 Fourier 展开, φi 的系数为广义 Fourier
系数.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.2.4 特征与表示

利用 {φi}ni=1 的正交性, 可知式 (3) 等价于

∥x− m∗∥2 = ∥x∥2 −
n∑

i=1

(c∗i )2∥φi∥2, c∗i =
(x, φi)

(φi, φi)
.

在上式中, 若令 n→∞, 则得 Bessel 不等式:
∞∑
i=1

(c∗i )2∥φi∥2 6 ∥x∥2.

特别地, 若最佳逼近元序列收敛于 x, 则上述不等式变成等式,
称为广义 Parseval 等式.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.2.5 正交基的存在性

.
定理 9.10..
......任何 n 维内积空间 M 都存在正交基.

通过如下算法构造正交基 e1, e2, · · · , en:
(1) e1 = φ1;
(2) ei = φi −

i−1∑
j=1

(φi, ej)
(ej, ej)

ej, j = 2, · · · , n.

上述算法称为 Gram-Schmidt 正交化, 是一个非常重要的构
造性算法.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.3.1 最佳平方逼近多项式
函数的最佳多项式逼近问题, 即连续情形的最佳平方逼近问题.

记 L2ρ[a, b] 是区间 [a, b] 上满足∫ b

a
ρ(x)f2(x) dx < +∞

的 Lebesgue 可积函数 f 构成的函数类, 其中称非负函数 ρ(x) 为权
函数, 如果 ρ(x) 满足:

(1) 对于非负整数 n, 积分
∫ b

a
ρ(x)xn dx 存在且有限;

(2) 对于非负连续函数 g(x), 若有
∫ b

a
ρ(x)g(x) dx = 0, 则

g(x)
∣∣∣
[a,b]
≡ 0.

显然, 当 ρ(x) ≡ 1 时, 即为 L2[a, b].
童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.3.1 最佳平方逼近多项式

在 L2ρ[a, b] 中, 定义

(f, g) =
∫ b

a
ρ(x)f(x)g(x) dx, ∀f, g ∈ L2ρ[a, b],

∥f∥ =
√

(f, f), ∀f ∈ L2ρ[a, b].

不难验证, (·, ·) 与 ∥ · ∥ 分别构成 L2ρ[a, b] 的内积与范数.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.3.1 最佳平方逼近多项式

记 Pn[x] 为所有次数不超过 n 的多项式构成的空间, 则 Pn[x]
是 L2ρ[a, b] 的 n+ 1 维子空间.

利用定理9.8知, 对任意的 f ∈ L2ρ[a, b], 存在唯一的 n 次多项式

p(x) =
n∑

i=0

cixi ∈ Pn[x],

使得 ∥f− p∥ 取到最小值, 即最佳平方逼近多项式.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.3.1 最佳平方逼近多项式

多项式 p(x) 的系数可由如下法方程确定:
n∑

i=0

(xj, xi) ci = (f, xj), j = 0, 1, · · · , n, (6)

其中

(xj, xi) =
∫ b

a
ρ(x)xi+j dx, (f, xj) =

∫ b

a
ρ(x)f(x)xj dx.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.3.1 最佳平方逼近多项式
.
例 9.9..

......
设 f(x) = sin(πx), 求 f(x) 在区间 [0, 1] 上的二次最佳平方逼
近多项式.

sin(πx)

p
∗

2
(x)

0 0.5 1

x

0.5

1

y

Figure: 函数 sin(πx) 在区间 [0, 1] 上的二次最佳平方逼近童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.3.1 最佳平方逼近多项式

当 [a, b] = [0, 1], ρ(x) = 1 时, 法方程组 (6) 的系数矩阵是

H =



1
1

2
· · · 1

n
1

2

1

3
· · · 1

n+ 1
...

... . . . ...
1

n+ 1

1

n+ 2
· · · 1

2n+ 1


,

H 称为希尔伯特 (Hilbert) 矩阵. 当 n 较大时, 可以证明 H 是病态

的. 因此, 对于许多实际问题来说, 通过法方程来确定函数的最佳平
方逼近多项式是有困难的.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.3.2 最佳平方逼近多项式

如果能找到 Pn[x] 的一组正交基, 即正交多项式, 那么法方程
组 (6) 的系数矩阵就是对角矩阵, 线性方程组便可直接求解,
即式 (5), 从而保证了计算的可靠性. 另外, 正交多项式本身
在数值积分, 微分方程, 数学物理方法, 编码理论等领域也有
重要的应用.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.3.2 正交多项式

.
定义 9.9..

......

定义在 [a, b] 上的函数系 {gl(x)}nl=0 称为 Pn[x] 的一组正交多
项式基, 如果它满足以下条件
(1) gl(x) 是 l 次多项式, 即

gl(x) = alxl + al−1xl−1 + · · ·+ a0, al ̸= 0;
(2) (gi, gj) = 0, ∀i ̸= j; (gi, gi) > 0, i = 0, 1, · · · , n,
其中 gl(x) 称为l 次正交多项式. 进一步, 若有
(gi, gi) = 1, i = 0, 1, · · · , n, 则称 {gl(x)}nl=0 是 [a, b] 上 Pn[x]
一组规范正交多项式基.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.3.2 正交多项式

利用正交性, 对于任意的 k 次多项式 pk(x), 则有

(pk, gl) = 0, l > k.

令 g∗l (x) = gl(x)/al, l = 0, 1, · · · , n, 称 {g∗l (x)}nl=0 为 [a, b] 上
Pn[x] 一组首项系数为 1 的正交多项式基.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.3.2 正交多项式

如何计算正交多项式?
.
定理 9.11..

......

正交多项式基 {g∗l (x)}nl=0 有递推公式:
g∗0(x) = 1, g∗1(x) = x− (xg∗0, g∗0)

(g∗0, g∗0)
,

g∗k(x) = (x− ak)g∗k−1(x)− bkg∗k−2(x), k = 2, 3, · · · , n,
(7)

其中 ak =
(xg∗k−1, g

∗
k−1)

(g∗k−1, g
∗
k−1)

, bk =
(xg∗k−1, g

∗
k−2)

(g∗k−2, g
∗
k−2)

.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.3.2 正交多项式

.
定理 9.12..

......
若 f(x) 为 [a, b] 上任一连续函数, 与 g∗0(x), g∗1(x), · · · , g∗n(x) 都
正交, 则 f(x) 在 (a, b) 中至少变号 n+ 1 次或者恒等于零.

.
推论 9.13..

......
若 f(x)为 [a, b]上任一连续函数, p(x)是 f(x)的 n次最佳平方
逼近多项式, 则 p(x) 在 (a, b) 中至少 n+ 1 个点插值于 f(x).

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.3.2 正交多项式

与一般的多项式不同, 正交多项式的零点具有很好的性质.

.
定理 9.14..

......
区间 [a, b] 上的 l 次正交多项 g∗l (x) 恰有 l 个互异的实根, 并
且全部位于 [a, b] 的内部.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.3.3 常用的正交多项式

勒让德 (Legendre) 多项式

设 ρ(x) ≡ 1, 区间 [−1, 1] 上 Pn(x) 的正交基 {Pk(x)}nk=0, 称 Pk(x)
为勒让德多项式.
Pk(x) 的解析表达式:

Pk(x) =
1

2kk!
dk

dxk
[
(x2 − 1)k

]
, k = 0, 1, · · · , n. (8)

递推计算公式:

Pk+1(x) =
2k+ 1

k+ 1
xPk(x)−

k
k+ 1

Pk−1(x), k = 1, 2, · · · , n. (9)

当 k 为偶数时, Pk(x) 为偶函数; 当 k 为奇数时, Pk(x) 为奇函数.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.3.3 常用的正交多项式
第一类切比雪夫 (Chebyshev) 多项式

设 ρ(x) = (1− x2)−1/2, 区间 [−1, 1] 上 Pn(x) 的正交基 {Tk(x)}nk=0,
称 Tk(x) 为第一类切比雪夫多项式.
Tk(x) 的解析表达式:

Tk(x) = cos(k arccos x), k = 0, 1, · · · , n. (10)

递推计算公式:Tk+1(x) = 2xTk(x)− Tk−1(x), k = 1, 2, · · · , n,

T0(x) = 1, T1(x) = x.
(11)

Tk(x) 是首项系数为 2k−1 的 k 次多项式, 且 T2k 只含 x 的偶次幂,
T2k−1 只含 x 的奇次幂.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.3.3 常用的正交多项式

第二类切比雪夫 (Chebyshev) 多项式

设 ρ(x) = (1− x2)1/2, 区间 [−1, 1] 上 Pn(x) 的正交基 {Uk(x)}nk=0,
称 Uk(x) 为第二类切比雪夫多项式.
Uk(x) 的解析表达式:

Uk(x) =
sin[(k+ 1) arccos x]√

1− x2
, k = 0, 1, · · · , n. (12)

递推计算公式:Uk+1(x) = 2xUk(x)− Uk−1(x), k = 1, 2, · · · , n,

U0(x) = 1, U1(x) = 2x.
(13)

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.3.3 常用的正交多项式

拉盖尔 (Laguerre) 多项式

设 ρ(x) = e−x, 区间 [0,+∞) 上 Pn(x) 的正交基 {Lk(x)}nk=0, 称
Lk(x) 为拉盖尔多项式.
Lk(x) 的解析表达式

Lk(x) = ex
dk

dxk
(xke−x), k = 0, 1, · · · , n. (14)

递推计算公式:Lk+1(x) = (2k+ 1− x)Lk(x)− k2Lk−1(x), k = 1, 2, · · · , n,

L0(x) = 1, L1(x) = 1− x.
(15)

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.3.3 常用的正交多项式

埃尔米特 (Hermite) 多项式

设 ρ(x) = e−x2 , 区间 (−∞,+∞) 上 Pn(x) 的正交基 {Hk(x)}nk=0, 称
Hk(x) 为埃尔米特多项式.
Hk(x) 的解析表达式

Hk(x) = (−1)nex
2 dk

dxk
(e−x2), k = 0, 1, · · · , n. (16)

递推计算公式:Hk+1(x) = 2xHk(x)− 2kHk−1(x), k = 1, 2, · · · , n,

L0(x) = 1, L1(x) = 2x.
(17)

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.4.1 周期函数的最佳平方逼近

傅立叶 (Fourier) 大胆断言: “任何” 周期函数都可以表示为三
角函数级数的形式, 即傅立叶级数. 对于非周期信号, 傅立叶
指出可用三角函数的加权积分来表示, 即傅立叶变换.

傅立叶分析作为最基本的数学工具, 被广泛应用于信号的时
频域分析、谱分析、微分方程求解等.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.4.1 周期函数的最佳平方逼近

连续情形的傅立叶级数.

考虑区间 [0,T) 上的平方可积函数空间 L2[0,T), 使用式 (2)
定义的内积及其诱导的范数. 若规定 f(x) = f(x− T), ∀x ∈ R,
则可将 L2[0,T) 中的任一函数延拓为实数域 R 上周期为 T 的
函数.

在此意义下, L2[0,T) 称为周期为 T 的平方可积函数空间.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.4.1 周期函数的最佳平方逼近
若取 [0, T) 上的逼近函数空间 M = span{φ0, φ1, · · · , φ2n}, 其中

φ0 =
1

2
, φ2k = cos kωx, φ2k−1 = sin kωx, k = 1, 2, · · · , n, ω =

2π

T
.

容易验证三角多项式函数系 {φi}2ni=0 构成 M 的一组正交基.

利用定理9.8和9.9知, 对于任意的函数 f(x) ∈ L2[0,T), 存在唯一的最
佳平方逼近元 fn(x) ∈ M, 且有

fn(x) =
a0
2

+
n∑

k=1

(
ak cos kωx+ bk sin kωx

)
,

其中

ak =
(f, φ2k)

(φ2k, φ2k)
=

2

T

∫ T

0

f(x) cos kωx dx, k = 0, 1, · · · , n,

bk =
(f, φ2k−1)

(φ2k−1, φ2k−1)
=

2

T

∫ T

0

f(x) sin kωx dx, k = 0, 1, · · · , n.
(18)

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.4.1 周期函数的最佳平方逼近

由数学分析中的 Fourier 级数理论知, 最佳平方逼近三角多项
式 fn(x) 恰好是 f(x) 的 Fourier 级数的部分和, 而 ak, bk 为
Fourier 系数. 此外, 利用 Fourier 级数的收敛性定理可得:

lim
n→∞

∥f− fn∥ = 0,

即 fn(x) 平方收敛到 f(x).

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.4.1 周期函数的最佳平方逼近

利用 Euler 公式 eiθ = cos θ + i sin θ, Fourier 级数可以写成复
数形式

f(x) =
+∞∑

k=−∞
ckeikωx,

其中

ck =
1

T

∫ T

0
f(x)e−ikωx dx.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.4.1 周期函数的最佳平方逼近

.
例 9.10..

......
设 f(x) = |x|, 求 f(x) 在区间 [−π, π] 上的 n 次最佳平方逼近
三角多项式.

f(x)
p3(x)
p1(x)

p0(x)

−3 −2 −1 0 1 2 3

x

1

2

3

y

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.4.2 离散傅立叶变换

离散情形的傅立叶级数.

设 f(x) ∈ L2[0,T), 已知 f(x) 在一系列等距离散点上的值, 即

fk = f(xk), xk =
k T
n
, k = 0, 1, 2, · · · , n− 1.

明显地, (f0, f1, · · · , fn−1)
T ∈ Cn. 在 L2[0,T) 上定义离散的内

积和诱导的拟范数

(f, g) =
n−1∑
k=0

fk · gk, ∀f, g ∈ L2[0,T),

∥f∥ =
√

(f, f), ∀f ∈ L2[0,T).

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.4.2 离散傅立叶变换

利用公式 (5) 及 {1, eiωx, ei2ωx, · · · , ei(m−1)ωx} 的正交性, 即

(eijωx, eilωx) =
n−1∑
k=0

ei(j−l)ωxk =

0, j ̸= l,

n, j = l,

则 f(x) 的离散数据 {(xk, fk)}n−1
k=0 在空间

M = span{1, eiωx, ei2ωx, · · · , ei(m−1)ωx} 的最佳平方逼近元为

sm(x) =
m−1∑
l=0

gle
ilωx, gl =

(f, eilωx)
n

=
1

n

n−1∑
k=0

fke
−ilωxk .

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.4.2 离散傅立叶变换

当 m = n 时, 插值条件 sn(xk) = f(xk), k = 0, 1, · · · , n− 1 成
立, 称 sn(x) 为 f(x) 的n− 1 次插值三角多项式.

利用插值三角多项式的系数与样本值之间的关系, 来定义离
散傅立叶变换及其逆变换.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.4.2 离散傅立叶变换
.
定义 9.10..

......

设有向量 f = (f0, f1, · · · , fn−1)
T ∈ Cn, 称向量

g = (g0, g1, · · · , gn−1)
T ∈ Cn

为向量 f 的离散傅立叶变换 (Discrete Fourier Transform, DFT), 其
中

gl =
1

n

n−1∑
k=0

fke
−i2πlk/n, l = 0, 1, · · · , n− 1.

反之, 称向量 f 为向量 g 的离散傅立叶逆变换, 即

fj =
n−1∑
k=0

gle
i2πjk/n, j = 0, 1, · · · , n− 1.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.4.2 离散傅立叶变换

离散傅立叶变换可写成

g0
g1
g2
...

gn−1


=

1

n



ρ0 ρ0 ρ0 · · · ρ0

ρ0 ρ1 ρ2 · · · ρn−1

ρ0 ρ2 ρ4 · · · ρ2(n−1)

... ... ... . . . ...
ρ0 ρn−1 ρ2(n−1) · · · ρ(n−1)2





f0
f1
f2
...

fn−1


⇐⇒ g = Fnf,

其中 ρ = e−i2π/n, 称 Fn 为傅立叶变换矩阵.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.4.2 离散傅立叶变换

Fn 是对称矩阵, 且除了第一行 (列) 外, 矩阵的每一行 (列) 元
素之和为零.
Fn 满足 FnFT

n = I/n, 即 Fn/
√
n 是酉阵.

傅立叶变换矩阵 Fn 的逆为

F−1
n = nFn =



ρ0 ρ0 ρ0 · · · ρ0

ρ0 ρ−1 ρ−2 · · · ρ−(n−1)

ρ0 ρ−2 ρ−4 · · · ρ−2(n−1)

... ... ... . . . ...
ρ0 ρ−(n−1) ρ−2(n−1) · · · ρ−(n−1)2


,

即离散傅立叶逆变换的矩阵表示.
童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.4.2 离散傅立叶变换

在许多工程领域, 利用计算机进行 Fourier 分析的主要方法是
离散傅立叶变换.

不难看出, 计算离散傅立叶变换需要 n2 次乘法, n(n− 1) 次加
法及 n 次除法, 故时间复杂度为 O(n2). 当 N 很大时, 运算量
会变得相当大, 即使用高速计算机, 也需要花费大量的时间.

快速傅立叶变换 (Fast Fourier Transform, FFT) 算法, 使得算
法时间复杂度降为 O(n log n), 被评为二十世纪的十大算法之
一!

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.4.3 快速傅立叶变换

快速傅立叶变换采用分而治之 (Divide and conquer) 策略.

下面介绍一种常用的逐次分半算法. 若 n = 2m 为偶数, 记

ωn = e−i2π/n, 多项式 p(z) =
1

n

n−1∑
k=0

fkz
k, 则

gl = p(ωl
n), l = 0, 1, · · · , n− 1,

即计算向量 f 的离散傅立叶变换等价于求多项式 p(z) 在 n 个
点 {1, ωn, ω

2
n , · · · , ωn−1

n } 处的值.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.4.3 快速傅立叶变换

将 p(x) 的系数按偶次项和奇数项分开, 构造多项式

p0(z) =
1

m

m−1∑
k=0

f2kz
k, p1(z) =

1

m

m−1∑
k=0

f2k+1z
k,

则

p(z) =
p0(z2) + z p1(z2)

2
.

问题转化为求 p0(z) 和 p1(z) 在 {1, ω2
n , ω

4
n , · · · , ω

2(n−1)
n } 的值.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.4.3 快速傅立叶变换
利用单位根的性质有

ω2k
n = e−i2π(2k)/n = e−i2πk/m = ωk

m, k = 0, 1, · · · , n− 1,

故前面的集合仅有 m 个不同的值, 即 {1, ωm, ω
2
m, · · · , ωm−1

m }.

对于 k = 0, 1, · · · ,m− 1, 有

gk = p(ωk
n) =

p0(ω2k
n ) + ωk

np1(ω2k
n )

2
=

p0(ωk
m) + ωk

np1(ωk
m)

2
,

gk+m = p(ωk+m
n ) =

p0(ω2k+n
n ) + ωk+m

n p1(ω2k+n
n )

2
=

p0(ωk
m)− ωk

np1(ωk
m)

2
.

(19)

p(z) 的求值问题可划分成两个子问题解决, 即 p0(z) 和 p1(z) 的求

值问题.
童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.4.3 快速傅立叶变换

假设 n 是 2 的幂次方, 反复应用上述策略, 快速傅立叶算法.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.4.3 快速傅立叶变换

假设 n = 2h, 记 C[n] 是计算具有 n 个分量的向量 f 的离散傅
立叶变换所需的运算次数, 可以证明:

C[n] 6 4 · 2hh = 4n log2(n),

即快速傅立叶变换算法的时间复杂度为 O(n log n).

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.4.3 快速傅立叶变换
.
例 9.11..
......f(t) = 0.7 sin(2π × 2t) + sin(2π × 5t)

0 50 100 150
-2

-1

0

1

2

time (0.0078125) seconds

y
(t

)

(a) 时间域上的输入信号

0 20 40 60 80
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Frequency (Hz)

|Y
(f

)|

(b) 频率域上的能量分布

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.4.3 快速傅立叶变换
.
例 9.12..
......f(t) = 0.7 sin(2π × 2t) + sin(2π × 5t) + 噪音

0 50 100 150
-2

-1

0

1

2

time (0.0078125) seconds

y
(t

)

(c) 时间域上的输入信号

0 20 40 60 80
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

Frequency (Hz)

|Y
(f

)|

(d) 频率域上的能量分布

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.4.3 快速傅立叶变换
.
例 9.13..
......信号的去噪与重建

0 100 200 300
-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

time

y
(t
)

(e) 时间域上的输入信号

0 50 100 150
0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

Frequency (Hz)
|Y

(f
)|

(f) 频率域上的能量分布

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.4.3 快速傅立叶变换
.
例 9.14..
......信号的去噪与重建

0 100 200 300
-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

time

y
(t
)

(g) 重建信号, 使用前 25% 的系数

0 100 200 300
-0.2

-0.15

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

time
y
(t
)

(h) 重建信号, 使用前 12.5% 的系数

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.5.1 最佳一致逼近多项式的概念

连续情形的最佳一致逼近问题.

在函数空间 C[a, b] 上, 引入一致范数

∥f∥∞ = max
x∈[a,b]

∣∣f(x)∣∣, ∀f ∈ C[a, b],

逼近集合 M 取 n+ 1 维多项式空间 Pn[x]. 对于任意的
f ∈ C[a, b], 如果存在 p∗ ∈ Pn[x] 使得

∥f− p∗∥∞ = inf
p∈Pn[x]

∥f− p∥∞ , d(f,Pn[x]),

则称 p∗ 为函数 f 的最佳一致逼近多项式. 由推论 (9.3) 知,
最佳一致多项式 p∗ 是存在的.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.5.2 最佳一致逼近多项式的特征

最佳一致逼近多项式具有的特征是什么? 切比雪夫交错定理.
考虑误差函数

e∗(x) = f(x)− p∗(x), x ∈ [a, b].

定义 e∗(x) 的极值点集, 即

LM =
{
x ∈ [a, b] : |e∗(x)| = ∥e∗∥∞

}
.

p∗ 是 f 的最佳一致逼近多项式的充分条件是: 不存在多项式
p ∈ Pn[x] 使得

[f(x)− p∗(x)]p(x) > 0, ∀x ∈ LM. (20)

相反地, 可以证明条件 (20) 亦为 p∗ 是 f 的最佳一致逼近多
项式的必要条件.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.5.2 最佳一致逼近多项式的特征

考虑更为一般的最佳一致逼近问题, 即

argmin
p∈Pn[x]

{
max
x∈L

∣∣f(x)− p(x)
∣∣}, (21)

其中 L 是区间 [a, b] 的任意闭子集.

.
定理 9.15..

......

对任意的 f ∈ C[a, b], p∗ ∈ Pn[x], 记 e∗(x) = f(x)− p∗(x),
LM =

{
x ∈ L : |e∗(x)| = ∥e∗∥∞

}
, 则 p∗ 是式 (21) 的解的充分

必要条件是不存在多项式 p ∈ Pn[x] 使得条件 (20) 成立.
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童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.5.2 最佳一致逼近多项式的特征

最佳逼近元的误差应在整个逼近区间上均匀分布, 即误差函
数的最大值与最小值大小相等, 符号相反, 且交错分布.
.
定义 9.11..

......

设 g ∈ C[a, b], 称满足 a 6 x0 < x1 < · · · < xk 6 b 的点集
{xi}ki=0 为 g(x) 在 [a, b] 上的交错点组, 如果它满足

g(xi) = (−1)iσ ∥g∥∞, i = 0, 1, · · · , k,

其中 σ = 1 或 σ = −1, 并称 xi 为交错点.
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童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.5.2 最佳一致逼近多项式的特征

.
定理 9.16..

......

(切比雪夫交错定理) 设函数 f ∈ C[a, b] 且 f /∈ Pn[x], 则 p∗ 是
f 的 n 次最佳一致逼近多项式的充分必要条件是 f− p∗ 在
[a, b] 上存在有 n+ 2 个点组成的交错点组, 即有
a 6 x0 < x1 < · · · < xn+1 6 b 使得

f(xi)− p∗(xi) = (−1)iσ ∥f− p∗∥∞, i = 0, 1, · · · , n+ 1.
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童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.5.2 最佳一致逼近多项式的特征
.
例 9.15..

......
试在线性函数空间中求 ex 在区间 [−1, 1] 上的最佳一致逼近
多项式.

x1 x2x3

e
x

p
∗

1
(x)

−1 0 1

x

1

2

3

y

ε(x)

−1 0 1

x

−1

1

y
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近
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逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.5.2 最佳一致逼近多项式的特征

交错点组往往是不唯一的, 且计算交错点组是一个困难的问
题.

但是, 在一些特殊的情况下, 交错点组中的个别点可以被很快
确定.
.
推论 9.17..

......

设 p∗ 是 f 的 n 次最佳一致逼近多项式, 如果 f 在区间 [a, b]
上有 n+ 1 阶导数, 且 fn+1 在 [a, b] 上不变号 (恒正或恒负),
则 f− p∗ 的交错点组有且仅有 n+ 2 个交错点, 且区间 [a, b]
的端点属于 f− p∗ 的交错点组.
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童伟华

第九章函数逼
近
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§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.5.2 最佳一致逼近多项式的特征

.
例 9.16..

......
设 f(x) =

√
x, 求 f(x) 在区间 [1/4, 1] 上的一次最佳一致逼近

多项式.
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童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.5.3 唯一性与 d(f,Pn[x]) 的下界

.
定理 9.18..

......
(唯一性定理) 设函数 f ∈ C[a, b], 则 f 用空间 Pn[x] 的元素所
做的最佳一致逼近是唯一的.

.
定理 9.19..

......

(de la Vallée-Poussin 定理) 设函数 f ∈ C[a, b], 若存在多项式
p ∈ Pn[x], 使得 f− p 在 [a, b] 上至少 n+ 2 个点

x0, x1, · · · , xn+1 处的取值正负相间, 则

d(f,Pn[x]) > δ = min
06i6n+1

|f(xi)− p(xi)|.
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童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.5.4 最佳一致逼近多项式的求解

在一般情况下, 求解最佳一致逼近多项式是很困难的, 通常只
能是近似计算. 一种常用的方法是 Remez 算法.

设函数 f(x) 的 n 次最佳一致逼近多项式为 p∗(x), 那么 f− p∗

在 [a, b] 上存在 n+ 2 个交错点 {xi}n+1
i=0 , 使得

p∗(xi)− f(xi) = (−1)iµ, i = 0, 1, · · · , n+ 1, (22)

其中 p∗(x) =
n∑

i=0

c∗i xi, µ = σd(f,Pn[x]).

如果交错点 {xi}n+1
i=0 一旦确定, 那么通过线性方程组 (22) 可

求出 p∗ 的系数 c∗0, c∗1, · · · , c∗n 和最佳逼近值 d(f,Pn[x]).
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童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.5.4 最佳一致逼近多项式的求解

寻找交错点 {xi}n+1
i=0 并非一件容易的事, Remez 采用逐次逼近

策略提出一种近似算法.
具体步骤如下:
(1) 设定精度 ε > 0, 在 [a, b] 上任选 n+ 2 个初始点

a 6 x00 < x01 < · · · < x0n+1 6 b 作为初始交错点, 代入式

(22), 求得 p0(x) =
n∑

i=0

c0i xi 及 µ0.
(2) 设第 l 步的交错点为 {xli}

n+1
i=0 , 逼近多项式

pl(x) =
n∑

i=0

clixi, 逼近误差为 µl, 记

ηl , max
x∈[a,b]

|f(x)− pl(x)| = |f(x̂)− pl(x̂)|,
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童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.5.4 最佳一致逼近多项式的求解

如果 ηl − |µl| < ε, 则算法结束, pl(x) 作为最佳一致逼近
多项式 p∗ 的近似; 否则, 利用 x̂ 替换交错点 {xli}

n+1
i=0 中

的某一点, 得到新的交错点 {xl+1
i }

n+1
i=0 , 规则如下:

...1 当 x̂ ∈ (xli, xli+1) 时, 若 f(x̂)− pl(x̂) 与 f(xli)− pl(xli) 同号,
则用 x̂ 替换 xli; 否则用 x̂ 替换 xli+1.

...2 当 x̂ < xl0 时, 若 f(x̂)− pl(x̂) 与 f(xl0)− pl(xl0) 同号, 则用
x̂ 替换 xl0; 否则新的交错点为 {x̂, xl0, · · · , xln}.

...3 当 x̂ > xln+1 时, 若 f(x̂)− pl(x̂) 与 f(xln+1)− pl(xln+1) 同号,
则用 x̂ 替换 xln+1; 否则新的交错点为 {xl1, · · · , xln+1, x̂}.

(3) 将新的交错点 {xl+1
i }

n+1
i=0 代入式 (22), 求得

pl+1(x) =
n∑

i=0

cl+1
i xi 及 µl+1. 令 l← l+ 1, 返回步骤 (2).
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童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.5.4 最佳一致逼近多项式的求解

优点: Remez 算法是收敛的, 且对于许多函数, 收敛速度甚至
是二次的; 对于初值的选取也不太敏感.

缺点: Remez 算法的计算量是比较大的.

近似求解方法, 其中有一类重要的方法是: 使用切比雪夫多项
式.
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§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.6.1 切比雪夫多项式的性质

切比雪夫多项式 {Tk(x)}nk=0 是区间 [−1, 1] 上的多项式空间
Pn(x) 关于权函数 ρ(x) = (1− x2)−1/2 的一组正交基, 即

Tk(x) = cos(k arccos x), x ∈ [−1, 1],

∫ 1

−1

Tm(x)Tn(x)√
1− x2

dx =


0, m ̸= n,

π/2, m = n ̸= 0,

π, m = n = 0.

Tk(x) 在 [−1, 1] 恰有 k 个不同的实根

xi = cos
(2i− 1)π

2k
, i = 1, 2, · · · , k.
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. . . . . .

§9.6.1 切比雪夫多项式的性质

T0 = 1 1 = T0

T1 = x x = T1

T2 = 2x2 − 1 x2 = (T0 + T2)/2

T3 = 4x3 − 3x x3 = (3T1 + T3)/4

T4 = 8x4 − 8x2 + 1 x4 = (3T0 + 4T2 + T4)/8

T5 = 16x5 − 20x3 + 5x x5 = (10T1 + 5T3 + T5)/16

T6 = 32x6 − 48x4 + 18x2 − 1 x6 = (10T0 + 15T2 + 6T4 + T6)/32

T7 = 64x7 − 112x5 + 56x3 − 7x x7 = (35T1 + 21T3 + 7T5 + T7)/64

T8 = 128x8 − 256x6 + 160x4 − 32x2 + 1 x8 = (35T0 + 56T2 + 28T4 + 8T6 + T8)/128

T9 = 256x9 − 576x7 + 432x5 − 120x3 + 9x x9 = (126T1 + 64T3 + 36T5 + 9T7 + T9)/256
...

...

Table: {Ti(x)}ni=0 与 {xi}ni=0 之间的相互线性表示
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. . . . . .

§9.6.1 切比雪夫多项式的性质

T1(x)

T2(x) T3(x)

T4(x)

T5(x)

−1 0 1

x

−1

1

y

Figure: 切比雪夫多项式
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§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.6.2 最小零偏差问题

考虑区间 [−1, 1] 上空间 Pn−1[x] 对 f(x) = xn 的最佳一致逼近
问题, 即求 p∗n−1 ∈ Pn−1[x], 使得

∥f− p∗n−1∥ = min
pn−1∈Pn−1[x]

∥xn − pn−1∥,

其中 ∥f∥ = max
x∈[−1,1]

|f(x)|.

若记 P1
n[x] 为所有首项系数为 1 的 n 次多项式的全体, 则前

述问题等价于求 p∗n ∈ P1
n[x], 使得

∥p∗n − 0∥ = min
pn∈P1

n [x]
∥pn − 0∥.

因此, 该问题亦称为最小零偏差问题.
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. . . . . .

§9.6.2 最小零偏差问题

切比雪夫多项式 Tn(x) 在 n+ 1 个点

xi = cos
iπ
n
, i = 0, 1, · · · , n,

处符号交错并取到最大值 1 或最小值 −1, 且 Tn(x) 是首项系
数为 2n−1 的多项式, 故可大胆猜测 p∗n(x) = 21−nTn(x).
.
定理 9.20..

......

对于任意的 pn ∈ P1
n[x], 有

∥pn∥ = max
x∈[−1,1]

|pn(x)| > ∥21−nTn(x)∥ =
1

2n−1
.

当且仅当 pn(x) = 21−nTn(x) 时, 等号成立.
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. . . . . .

§9.6.3 插值余项极小化问题

设函数 f(x) ∈ Cn+1[−1, 1], 若取 n+ 1 个互不相同的节点
−1 < x0 < x1 < · · · < xn < −1, 构造 f(x) 的 n 次插值多项式
qn(x), 则有

∥f− qn∥ 6
∥f(n+1)∥
(n+ 1)!

max
x∈[−1,1]

|(x− x0)(x− x1) · · · (x− xn)|.

问题: 如何选取节点 xi, i = 0, 1, · · · , n 使得插值余项尽可能
的小, 等价于寻找多项式

pn+1(x) = (x− x0)(x− x1) · · · (x− xn) ∈ P1
n+1[x],

使其在区间 [−1, 1] 的零偏差最小.
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§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.6.3 插值余项极小化问题

当节点取 n+ 1 次切比雪夫多项式的零点时, 即

xi−1 = cos
(2i− 1)π

2n+ 2
, i = 1, 2, · · · , n+ 1,

∥pn+1(x)∥ 取到最小值, 为

∥f− qn∥ 6
∥f(n+1)∥
(n+ 1)!

· 2−n∥Tn+1∥ =
∥f(n+1)∥
2n(n+ 1)!

.

当 f(n+1)(x) 在 [−1, 1] 上变化不大时, 取切比雪夫多项式的零
点作为插值节点, 此时 qn(x) 可视为 f(x) 的近似最佳逼近多
项式.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.6.3 插值余项极小化问题

如果插值区间为 [a, b] 时, 利用仿射变换

t = [a+ b+ (b− a)x]/2,

插值节点可取为

xi−1 =
a+ b
2

+
b− a
2

cos
(2i− 1)π

2n+ 2
, i = 1, 2, · · · , n+ 1.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.6.4 切比雪夫逼近问题
如何用切比雪夫多项式级数来逼近函数.
对于任意的 f ∈ C[−1, 1], 取权函数 ρ(x) = (1− x2)−1/2, 可按空间
L2ρ[−1, 1] 的内积构造 n 次最佳平方逼近多项式

Sn(x) = c0
T0(x)
2

+
n∑

i=1

ciTi(x),

其中

ci =
(f, Ti)
(Ti, Ti)

=
2

π

∫ 1

−1

f(x)Ti(x)√
1− x2

dx, i = 0, 1, · · · , n,

称 Sn(x) 为函数 f(x) 按切比雪夫多项式展开的部分和. 可以证明:

lim
n→∞

∥f− Sn∥22 = lim
n→∞

∫ 1

−1

[f(x)− Sn(x)]2√
1− x2

dx = 0.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.6.4 切比雪夫逼近问题

如果 f ∈ C1[−1, 1], 那么

lim
n→∞

∥f− Sn∥∞ = lim
n→∞

max
x∈[−1,1]

|f(x)− Sn(x)| = 0,

即 Sn(x) 一致收敛于 f(x).

如果 f ∈ Cr[−1, 1], 那么存在由 f 和 r 决定的常数 c, 使得

|ci| 6
c
ir
, i = 1, 2, · · · , n.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.6.4 切比雪夫逼近问题

对于足够光滑的函数 f, 随着 i 的增大, 它的切比雪夫多项式
展开系数 ci 迅速趋于零.

对于截断的展开式 Sn(x), 如果 cn+1 ̸= 0 且系数 ci 迅速趋于
零, 那么

f(x)− Sn(x) =
∞∑

i=n+1

ciTi(x) ≈ cn+1Tn+1(x),

而 Tn+1(x) 恰好有 n+ 2 个相等的极大和极小值, 故 Sn(x) 相
似于最佳一致逼近多项式.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.6.4 切比雪夫逼近问题
.
例 9.17..

......
设 f(x) = ex, 求 f(x) 在区间 [−1, 1] 上的三次最佳平方逼近切
比雪夫多项式.

ex

S3(x)

−1 0 1

x

1

2

3

y

ε(x)

−1 0 1

x

−0.01

0.01

y

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.6.5 多项式降阶逼近问题

多项式作为一类常用的函数被广泛的使用, 具有简单、高效
等优点.

当多项式的次数较高时, 譬如 n > 20, 容易出现出不稳定, 强
震荡等现象, 计算效率降低.

想法: 用低次的多项式去逼近高次的多项式.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.6.5 多项式降阶逼近问题

多项式 pn(x) =
n∑

i=0

aixi 的低次逼近可按以下步骤计算:

(1) 利用表1, 将多项式 pn(x) 写成切比雪夫多项式级数的形
式, 即

pn(x) =
n∑

i=0

ciTi(x);

(2) 取切比雪夫多项式级数的前 m 项, 记为

qm(x) =
m∑
i=0

ciTi(x);

(3) 再利用表1, 将多项式 qn(x) 写成幂级数的形式, 即

qm(x) =
m∑
i=0

âixi.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.6.5 多项式降阶逼近问题

.
例 9.18
..

......

设 f(x) = e−x, 其 Taylor 展开式的前 10 项为

e−x ≈ p9(x) , 1− x+
x2

2!
−

x3

3!
+ · · ·+

x9

9!
,

利用表1, 多项式 p9(x) 可以写成 Chebyshev 多项式级数的形式, 即

p9(x) ≈ 1.2661× T0(x)− 1.1303× T1(x) + 0.2715× T2(x)− 0.0443× T3(x)

+ 0.005474× T4(x)− 0.000543× T5(x) + 0.000045× T6(x)

− 0.000003198× T7(x) + 0.0000001992× T8(x)− 0.00000001104× T9(x).

容易看出, 随着 k 增大, Tk(x) 的系数迅速变小, 又因 |Tk(x)| 6 1, 故可略去次数较高
的 Tk(x) 项. 此时, 逼近多项式的次数显著降低了, 从而大大节省了计算工作量.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.6.5 多项式降阶逼近问题

若要求 [−1, 1] 上逼近 e−x 的绝对误差不超过 0.00005 的多项式, 可只取 T5(x) 以
前的项作近似, 即

S5(x) ≈ 1.2661× T0(x)− 1.1303× T1(x) + 0.2715× T2(x)− 0.0443× T3(x)

+ 0.005474× T4(x)− 0.000543× T5(x)

= 1.000045− 1.000022x+ 0.499199x2 − 0.166488x3 + 0.043794x4 − 0.008687x5.

而若直接按 Taylor 展开式截断到含有 x5 的项, 则有

p5(x) , 1− x+
x2

2!
−

x3

3!
+

x4

4!
−

x5

5!
,

此时, |e−x − p5(x)| 6 1/6! + 1/7! + · · · ≈ 0.0016, 约为前者绝对误差的 33 倍.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.6.5 多项式降阶逼近问题

两种多项式逼近的误差分布:

ε1(x) = e−x − S5(x), ε2(x) = e−x − p5(x).

e−x

S5(x)

−1 0 1

x

1

2

3

y

−1 0 1

x

0.001

0.002

y

ε1(x)

ε2(x)

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.7.1 连续函数的多项式逼近

.
定理 9.21..

......

(维尔斯特拉斯第一定理) 设 f(x) 是区间 [a, b] 上的连续函数,
则对任意 ε > 0, 存在多项式 p(x), 使得

∥f− p∥ = max
x∈[a,b]

|f(x)− p(x)| < ε

成立.

该定理告诉我们可以用多项式按预先指定的精度来一致逼近
连续函数, 即多项式函数空间是连续函数空间的稠密子集.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.7.1 连续函数的多项式逼近

构造性的证明是伯恩斯坦 (Bernstein) 给出的, 他引进了如下
的伯恩斯坦多项式:

Bn(f; x) =
n∑

i=0

f(
i
n
)

(
n
i

)
xi(1− x)n−i, x ∈ [0, 1].

明显地, Bn(f; x) 是区间 [0, 1] 上的 n 次多项式.

可以证明: 对于任意的函数 f(x) ∈ C[0, 1], 当 n→∞, 伯恩斯
坦多项式 Bn(f; x) 一致收敛于 f(x).

一般的区间 [a, b], 可通过仿射变换 y = (x− a)/(b− a) 转化
为区间 [0, 1] 来证明.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.7.1 连续函数的多项式逼近

对于周期函数, 有类似的结论.

.
定理 9.22..

......

(维尔斯特拉斯第二定理) 设 f(x) 是 (−∞,+∞) 上以 2π 为周

期的连续函数, 则对任意 ε > 0, 存在三角多项式 t(x), 使得

∥f− t∥ = max
x∈(−∞,+∞)

|f(x)− t(x)| < ε

成立.

可以证明: 维尔斯特拉斯第一定理与第二定理是相互等价的.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.7.2 逼近的阶

为了描述收敛速度的快慢, 需要引入连续模和光滑模的概念.
.
定义 9.12..

......

设函数 f(x) 在区间 I 上有定义, 其中 I 是有限或无限, 开或不开均
可以. 对于 h > 0, 称

ω(f; h) , sup
x,x+t∈I,|t|<h

|f(x+ t)− f(x)|

为 f(x) 在区间 I 上的连续模.

连续性模的几何意义是: 当 x1, x2 的距离小于 h 时, f(x) 在 x1, x2 的
值相差不会超过 ω(f; h).
ω(f; h) 是 [0,+∞) 上的非负单调增函数.
函数 f(x) 在 I 上一致连续的充分必要条件是 lim

h→0+
ω(f; h) = 0.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.7.2 逼近的阶
若记 ∆hf(x) = f(x+ h)− f(x) 是函数 f 在点 x 的步长为 h 的一阶向
前差分, 那么

∆r
hf(x) , ∆h(∆

r−1
h f(x)) =

r∑
i=0

(−1)r−i
(
r
i

)
f(x+ ih)

称为 f 在点 x 步长为 h 的 r 阶向前差分.
.
定义 9.13..

......

设函数 f(x) 在区间 [a, b] 上的连续函数, 称

ωr(f; h) , sup
x,x+rt∈[a,b],|t|<h

|∆r
t f(x)|

为 f(x) 在区间 I 上的r 阶光滑模. 当 r = 1 时, r 阶光滑模就是连续
模.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.7.2 逼近的阶

ωr(f; h) 是 h 的增函数, 连续函数, 且 ωr(f; 0) = 0. 不难证明:

ωr(f; h) 6 2r−1ω(f; h) 6 2r∥f∥∞.

当 f(x) ∈ Cr[a, b] 时, 有

ωr(f; h) 6 hr∥f(r)∥∞,

以及 lim
h→0

ωr(f; h)/hr = 0 的充分必要条件是 f(x) ∈ Pr−1[x].

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

§9.7.2 逼近的阶

对于 f(x) ∈ C[a, b], 函数 f 的 n 次最佳一致多项式逼近误差记
为

En(f) = min
pn∈Pn[x]

∥f− pn∥∞.

对于 f(x) ∈ C2π, 函数 f 的 n 次最佳一致三角多项式逼近误差
记为

E∗
n(f) = min

tn∈Tn[x]
∥f− tn∥∞,

其中

Tn[x] ,
{a0
2

+

n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)
∣∣∣ a0, ak, bk ∈ R

}
.

由维尔斯特拉斯第一和第二定理知, 数列 {En(f)}∞n=0 和
{E∗

n(f)}∞n=0 均收敛于 0.
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§9.7.2 逼近的阶

.
定理 9.23..

......

(Jackson 定理) 设 f(x) ∈ C2π, 则存在常数 C 使得

E∗
n(f) 6 Cω

(
f;
1

n

)
, n = 1, 2, · · · ,

以及

E∗
n(f) 6 Cω2

(
f;
1

n

)
,

成立.
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§9.7.2 逼近的阶

若函数 f 有更高阶的连续导数, 则 E∗
n(f) 有更快的收敛速度.

.
定理 9.24..

......

设 f(x) ∈ C2π, 且具有 r 阶的连续导数, 则存在常数 Cr 使得

E∗
n(f) 6

Cr
nr

ω
(
f(r),

1

n

)
, n = 1, 2, · · · ,

成立.
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§9.7.3 被逼近函数的性质

若已知 E∗
n(f) 的收敛速度, 则可反过来估计函数的连续模和光

滑模.
.
定义 9.14..

......

设 f(x) 是区间 I 上的函数, 若 f(x) 满足

|f(x)− f(y)| 6 C|x− y|α, ∀x, y ∈ I,

其中 C, α ∈ R 是正常数, 则称 f(x) 满足李普希茨条件, 记作
f ∈ LipCα 或 f ∈ Lipα.
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§9.7.3 被逼近函数的性质
.
定理 9.25..

......

设 f(x) ∈ C2π, 则存在常数 Cr(r = 1, 2, · · · ) 使得

ωr(f, h) 6 Crhr
∑

06n6h−1

(n+ 1)r−1E∗
n(f), h > 0,

成立.

.
定理 9.26..

......

(Bernstein 逆定理) 设 f(x) ∈ C2π, 则 f ∈ Lipα (0 < α < 1) 的

充分必要条件是

E∗
n(f) = O(n−α).
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§9.7.3 被逼近函数的性质

于代数多项式的连续函数类的最佳逼近有类似的定量理论,
但与基于三角多项式的最佳逼近理论有不同的性态.

在函数逼近论中, 还有许多非常重要的课题, 譬如宽度, 熵, 最
优恢复, 样条函数的逼近理论等.

多变量的函数逼近理论, 目前虽然有了一些结果, 但是还很不
完善.

在应用方面, 近些年来流行的小波分析, 压缩感知, 深度学习
等都大量用到了函数逼近理论, 使得它成为一门经久不衰的
学科.

童伟华 计算方法 (A)



计算方法 (A)

童伟华

第九章函数逼
近

§9.1 逼近问题的描述

§9.2 内积空间的最佳
逼近

§9.3 最佳平方逼近与
正交多项式

§9.4 周期函数的最佳
平方逼近与快速傅立
叶变换

§9.5 最佳一致逼近多
项式

§9.6 切比雪夫多项式

§9.7 函数逼近的若干
重要定理

. . . . . .

Thanks for your attention!
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