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第五章   解线性方程组的直接法 



线性方程组的求解 
 在科学研究和工程应用中，求解线性方程组是非常基

础的问题 

 一般的线性方程组 

 

 

 

 （Gram公式）当且仅当                时，方程组有唯一解 
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线性方程组的求解 
 求解线性方程组的方法可分为 

 直接解法：采用消元（初等变换）、矩阵分解等技巧；从理论上来说，
直接法经过有限次四则运算（假设运算无舍入误差） ，可以得到线性方
程组的精确解 

 迭代解法：采用迭代、分块、预条件处理等技巧；将线性方程的解视为
某种极限过程的向量序列，近似解 

 直接法与迭代法的使用建议 
 一般来说，对同等规模的线性方程组，直接法对计算机的要求高于迭代

法 

 对于中等规模的线性方程组，考虑到直接法的准确性与可靠性，建议使
用直接法求解 

 对于高阶稀疏线性方程组（非零元素较少），建议使用迭代法求解 

 要充分考虑线性方程的特性，譬如对称性、正定性、稀疏性等，来选用
合适的算法 

 
4 



线性方程组的求解 
 求解线性方程组的常用软件 

 Matlab 

 LAPACK/EISPACK/LINPACK（一般的线性方程组求解） 

 TACUS（大型稀疏线性方程组） 

 SuperLU（大型稀疏线性方程组） 

 Eigen（开源，C++，线性代数模板库） 

 MKL（商业软件） 

 … 

 推荐参考书 
 G. H. Golub, C. F. V. Loan. Matrix Computations. 4th Ed. The Jonhs 

Hopkins University Press. （有影印本与中译本，人民邮电出版社） 

 L. N. Trefethen, D. B. III. Numerical Linear Algebra. SIAM Press. （有中译
本，人民邮电出版社） 
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消元法 
 基本思想：通过初等变换，将一般的线性方程组等价

变换为特殊形式的线性方程组，如上/下三角方程组、
对角方程组，进行求解 

 对角形线性方程组 

 

 

 

    时间复杂度： 
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消元法 
 上三角方程组 

 

 

 

    时间复杂度： 

 下三角方程组 

 

 

 

    时间复杂度： 
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消元法 
 初等变换： 

 交换矩阵的两行 

 某一行乘以一个非零数 

 某一个乘以一个非零数，加到另一行 

 Gauss消元法：先将矩阵化为上/下三角矩阵，再回代
求解  
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初等变换 



消元法 
 第一步：第   行           第  行， 

 

 

 

 

     

    运算量： 

9 

1

11

ia
a
−

× + i1 2,3, ,i n= 



















nnnnn

n

n

baaa

baaa
baaa









21

222221

111211



















)2()2()2(
2

)2(
2

)2(
2

)2(
22

111211

0

0

nnnn

n

n

baa

baa
baaa









初等变换 

( ) ( )1 * 1n n− +



消元法 
 第二步：第   行           第  行， 

 

 

 

 

 

    运算量： 
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初等变换 

( ) ( ) ( )- 2 * 1 -1 - 2n n n n+ =



消元法 
 类似的做下去，第   步： 

        第  行            第  行， 

 运算量： 

 

        步运算之后 

 

 

 

 

 总运算量： 
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消元法 
 Gauss消元算法 
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消元法 
 Gauss消元法的可行条件为：             ，即要求矩阵    的

所有顺序主子式均不为零 

 例：求解线性方程组 

 

 

    高斯消元法： 
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消元法 
 局限性： 

 某些有解的问题不能通过Gauss消去法求解 

 如果消元过程中，     很小会带来很大的舍入误差 

 改进方法：在消元过程中，如果在一列中选择按模最
大的元素，与主干方程位置互换，再进行消元，即使
用绝对值尽可能大的系数来消元 

 Gauss列主元消元法 

 Gauss全主元消元法：如何实现？需要记录列互换 

 延伸阅读：Gauss消元法的舍入误差分析 

 理论分析与实践说明：Gauss列主元消元法是稳定的 
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消元法 
 Gauss列主元消元法 
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直接分解法 
 Gauss消元法的第   步： 

        第  行            第  行， 

 从矩阵理论来看，相当于左乘矩阵 
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直接分解法 
 整个Gauss消元法相当于左乘了一个单位下三角阵： 

 

 

 

 

 

 若Gauss消元法可行，则 

 

 直接分解法 
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直接分解法 
 Dolittle分解：   为单位下三角阵，  为上三角阵 

 

 

 

 

 计算步骤： 

 第一行： 

 第一列： 

 第二行： 

 第二列： 
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直接分解法 
 第   行： 

 

 第   列： 

 

 二次回代过程： 

 

 

 

 总计算量： 
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直接分解法 
 内存分配与管理：空间复杂度 

 

 

 

 

 可行性条件：同Gauss消元法 

 优点：若需要求解一系列具有相同系数的线性方程组
时，即系数矩阵相同，右端向量不同，则直接分解方
法可以达到事半功倍的效果 

 思考：如何加入选主元技巧？ 
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直接分解法 
 Doolittle分解算法 
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直接分解法 
 Courant分解：   为下三角阵，  为单位上三角阵 

 

 

 

 

 计算步骤： 

 第   列： 

 

 第   行： 
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直接分解法 
 二次回代过程： 

 

 

 

 总计算量： 
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直接分解法 
 Courant分解算法 
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直接分解法 
 三对角阵的追赶法： 

 

 

 

 分解步骤： 

 

 回代步骤： 

 

 总计算量： 
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直接分解法 
 追赶法求解三对角线性方程组算法 
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直接分解法 
 对称正定阵的        分解：若    对称正定，则 

 

 

 

 分解步骤： 

 

 

 回代步骤： 
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时间复杂度、空间复杂度较Dolittle
分解或Courant分解减半，与之类似

的分解       称为Cholesky分解 TPP



直接分解法 
         分解算法 
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范数 
 定义：对任一向量          ，按照一个规则确定一个实数

与它对应，记该实数为        ，即映射：                       。  
若       满足下面三个性质： 

    （1）非负性     

    （2）齐次性 

    （3）三角不等式 

    则称       为向量范数。 

 作用： 
 向量之间的距离、误差 

 向量序列的收敛性 

 向量的邻域、开集、连续性等 

 …… 
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范数 
 定义：设                           为     空间内的向量序列，若

存在向量         使得                     ，则称向量序列     是收
敛的，向量   称为向量序列     的极限 

 性质： 
 范数                                       是关于坐标                       的连续函数 

 向量序列                                            收敛的充分必要条件为序列的每个分
量收敛，即 
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范数 
 常见的范数有： 

 

 

 

 （范数等价性）设       和      为任意两向量范数，则存
在与   无关的正常数    与   使得 

 

 一些常用范数的等价关系： 
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范数 
 定义：诱导矩阵范数（或导出范数，或从属范数） 

 

 

 不难验证：诱导矩阵范数满足非负性、齐次性、三角
不等式 

 性质： 

    （相容性） 

    （可乘性） 
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范数 
 常用矩阵范数 

 

 

 

 

 

 定理：若   为矩阵   的特征值，则 

 推论：矩阵    的任一（相容）矩阵范数均不小于   的
谱半径，即 

 定理：对任意        ，则存在一个矩阵相容范数      ，使
得                          ，且 
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范数 
 定义：设                          为      上的矩阵序列，若存在 

                使得 

 

    则称序列序列                         是收敛的，并称    为该序
列的极限 

 定理：                的充分必要条件是 

 推论：若存在相容的矩阵范数使得           ，则 
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矩阵的条件数 
 定义：若矩阵    非奇异，称 

 

    为   的条件数，其中     表示矩阵的某种范数 

 条件数反应了矩阵对误差的放大率 

 矩阵系数扰动分析： 
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矩阵的条件数 
 右端项系数扰动分析： 

 

 

 

 

 整体系数扰动分析： 
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矩阵的条件数 
 一般判断矩阵是否病态，并不计算     ，而由经验得出

，譬如： 
 行列式很大或很小（如某些行、列近似相关）； 

 元素间相差大数量级，且无规则； 

 主元消去过程中出现小主元； 

 特征值相差大数量级。 

 定理：设矩阵    非奇异，则 

 

 

 病态问题：增加计算精度会改善解的精度，但是不能
消除（除非进行符号计算）。目前，即使最出色的数
值线代数软件对病态问题也束手无策！ 
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矩阵的条件数 
 例：Hilbert矩阵                                       
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