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1.4 拓扑的构造

1.4.1 基与子基

¶用基定义拓扑

我们可以仔细观察一下度量拓扑 Td，Sorgenfrey拓扑 TSorgenfrey，乘积拓扑 TX×Y

以及逐点收敛拓扑 Tp.c.等拓扑的定义，

Td = {U ⊂ X | ∀x ∈ U, ∃r > 0使得B(x, r) ⊂ U},

TSorgenfrey = {U ⊂ R | ∀x ∈ U, ∃ε > 0使得[x, x+ ε) ⊂ U},

TX×Y = {W ⊂ X × Y | ∀(x, y) ∈ W, ∃U ∈ TX 和V ∈ TY 使得(x, y) ∈ U × V ⊂ W},

Tp.c. = {U ⊂ M | ∀f0 ∈ U, ∃x1, · · · , xn以及ε > 0使得ω(f0;x1, · · · , xn; ε) ⊂ U}.

不难发现这些拓扑之间有一个共同的性质：它们都具有如下形式

TB := {U ⊂ X | ∀x ∈ U, ∃B ∈ B使得x ∈ B ⊂ U}, (1.4.1)

其中 B ⊂ P(X)是某个集族，比如，对于度量拓扑，

B =给定度量空间中的所有开球。

这种多次出现的现象背后一般都有某种更一般的规律，让我们试着找到它！设 B ⊂ P(X)

是 X 的子集的集族，

问题 在 B满足什么条件下，由 (1.4.1)定义的集族 TB 是 X 上的一个拓扑？

- 根据构造, ∅ ∈ TB.

- 我们希望有 X ∈ TB,所以我们需要

∀x ∈ X, ∃B ∈ B使得x ∈ B. (B1)

- 假设 U1, U2 ∈ TB,我们希望有 U1 ∩ U2 ∈ TB,即要求

∀U1, U2 ∈ TB, ∀x ∈ U1 ∩ U2, ∃B ∈ B使得B ⊂ U1 ∩ U2. (1.4.2)

然而，这个条件涉及到集族 TB中的元素 U1, U2，因而并不是关于集族 B本身的条
件。不过，根据 TB 的构造，对于任意 x ∈ U1 ∩ U2，均存在 B1, B2∈B使得

x ∈ B1 ⊂ U1 以及 x ∈ B2 ⊂ U2.

因此，为了使 (1.4.2)成立，我们可以假设

∀B1, B2 ∈ B, ∀x ∈ B1 ∩B2, ∃B ∈ B s.t. x ∈ B ⊂ B1 ∩B2. (B2)

注意: (B2)不仅是 (?)的充分条件，也是其必要条件，因为根据 (1.4.1)，必有

B ⊂ TB.

- 最后，假设 Uα ∈ TB. 则我们自动有 ∪αUα ∈ TB, 因为 ∀x ∈ ∪αUα, ∃α0 使得

x ∈ Uα0 . 所以 ∃B ∈ B使得 x ∈ B ⊂ Uα0 ,这意味着 x ∈ B ⊂ ∪αUα即 ∪αUα ∈ TB.

答案 由 (1.4.1)定义的 TB 是 X 上的拓扑的充要条件是集族 B满足条件 (B1)和 (B2)。
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1.4 拓扑的构造

定义 1.72.（拓扑基）

♣

若集族 B ⊂ P(X)满足条件 (B1)和 (B2)，则我们称 B为X 的一个拓扑基，并称由

(1.4.1)定义的拓扑 TB 称为由基 B生成的拓扑。

注 1.73. 不同的基可以生成相同的拓扑。例如，R2的以下三个拓扑基所生成的拓扑都是

欧氏拓扑：

B1 = {B(x, r) | x ∈ R2, r > 0},

B2 = {B(x, r) | x ∈ Q2, r ∈ Q>0},

B3 = {(a, b)× (c, d) | a, b, c, d ∈ R}.

注意，上面第二个拓扑基 B2是一个可数族！

我们再次强调一下：根据定义，B ⊂ TB，即 B中的每个元素都是拓扑 TB 中的一个

开集。反之通常不成立。

¶例子：箱拓扑

通过拓扑基，我们可以在任意多拓扑空间的乘积空间上构造一个拓扑：

例 1.74. （箱拓扑）任给一族拓扑空间 (Xα,Tα)，我们想在笛卡尔积∏
α

Xα = {(xα) | xα ∈ Xα}

上定义一个拓扑。我们可以跟定义两个拓扑空间的乘积拓扑一样，考虑集族

B =

{∏
α

Uα | Uα ∈ Tα

}
.

很容易验证 B满足 (B1), (B2)，从而是
∏

αXα的一个拓扑基。它所生成的拓扑

TBox = {U ⊂
∏
α

Xα | ∀(xα) ∈ U, ∃Uα ∈ Tα使得(xα) ∈
∏
α

Uα ⊂ U}

被称为是 X =
∏

αXα上的箱拓扑。

¶用基定义拓扑：极小性

为了理解 B和 TB 之间的关系，我们给出“拓扑基 B生成拓扑 TB”的另一种解释：

命题 1.75.（开集作为基元素的并）

♠

如果 B是 X 的一个拓扑基，那么它所生成的拓扑为

TB = {
⋃

B∈B′

B | B′ ⊂ B}.

证明 由 B ⊂ TB 可知，对于任何子集族 B′ ⊂ B,都有⋃
B∈B′

B ∈ TB.

反之，对于任意 U ∈ TB 和任意 x ∈ U，根据定义存在 Bx ∈ B 使得 x ∈ Bx ⊂ U。因此

U =
⋃

x∈U Bx，即 U 具有给定的形式。 □
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1.4 拓扑的构造

作为推论，我们有

推论 1.76.（拓扑基所生成拓扑的极小性）

♥设 B是 X 的一个拓扑基，拓扑 T ′满足 B ⊂ T ′，则 TB ⊂ T ′.

因此，TB 是“最小的”使 B中的所有集合都是开集的拓扑：

TB =
⋂

B⊂T ′

T ′是拓扑

T ′.

¶由任意子集族生成的拓扑

事实上，上述公式可用于从任意子集族（不需要是拓扑基）构造拓扑。为了看清这

一点，我们首先回忆在命题 1.41中，我们证明了X 上任意一族拓扑 Tα的交
⋂

α Tα依然

是一个拓扑。特别地，对于 X 中的任意子集族 S ⊂ P(X)，

TS :=
⋂

S⊂T ′

T ′是拓扑

T ′ (1.4.3)

是 X 上的一个拓扑。

定义 1.77.（任意集族生成的拓扑）

♣任给 X 中的子集族 S ⊂ P(X)，我们称由 (1.4.3)定义的拓扑为由 S 生成的拓扑。

注意，根据定义，TS 是使 S中的所有集合都是开集的拓扑中最弱的拓扑。一个自然
的问题是：TS 是什么？

命题 1.78.（集族生成拓扑的基）

♠

设 S ⊂ P(X)为子集族，并记

B = {B | ∃S1, · · · , Sm ∈ S 使得B = S1 ∩ · · · ∩ Sm}. (1.4.4)

则

(1) 如果
⋃

S∈S S = X ,那么 B是 X 的一个拓扑基,且 TS = TB.

(2) 一般地, 如果 X ′ =
⋃

S∈S ⊂ X , 那么 B 是 X ′ 上的一个拓扑基, 且 TS =

{X} ∪ TB.

证明 (1)由定义, S ⊂ B. 所以条件
⋃

S∈S = X 意味着
⋃

B∈B = X ,这等价于集族 B 满足
条件 (B1). 由构造, B也满足条件 (B2). 所以 B是一个拓扑基. 显然对于任意拓扑 T ′,

T ′ ⊃ S ⇐⇒ T ′ ⊃ B.

所以
⋂

S⊂T ′ T ′ =
⋂

B⊂T ′ T ′,即由 B生成的拓扑就是 TS .

(2)由 (1)，{X} ∪TB 是X 上的一个拓扑。根据构造，它是X 上使 S 中的所有集合
都是开集的拓扑中最弱的拓扑。 □
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1.4 拓扑的构造

¶用子基定义的拓扑

鉴于命题 1.78，我们自然地定义

定义 1.79.（拓扑子基）

♣

如果集族 S ⊂ P(X)满足
⋃

S∈S S = X，则我们称 S 是 X 的一个拓扑子基，而称

TS 为由子基 S 生成的拓扑。

我们给出由拓扑基或拓扑子基所生成拓扑的一些例子：

例 1.80.
(1) 对于 R上的标准欧氏拓扑,

B = {(a, b) | a < b}

是一个拓扑基，而

S = {(−∞, a), (a,+∞) | a ∈ R}

是一个子基。

(2) 对于 X × Y 上的乘积拓扑,

B = {U × V | U ∈ TX , V ∈ TY }

是一个拓扑基，而

S = {U × Y | U ∈ TX}
⋃

{X × V | V ∈ TY }

是一个子基。

(3) 对于M([0, 1],R)上的逐点收敛拓扑 Tp.c.,

B = {ω(f ;x1, · · · , xn; ε) | f ∈ M([0, 1],R), n ∈ N, x1, · · · , xn ∈ [0, 1], ε > 0}

是一个拓扑基，而

S = {ω(f ;x; ε) | f ∈ M([0, 1],R), x ∈ [0, 1], ε > 0}

是一个子基。

¶基和子基的判据

一个自然的问题是：给定集族 B，我们如何判断它是否是生成给定拓扑 T 的一个拓

扑基？下面是一个简单的判据：

命题 1.81.（拓扑基的判据）

♠

设 (X,T )是拓扑空间，则集族 B ⊂ P(X)是生成 T 的一个拓扑基当且仅当

(1) B ⊂ T ,

(2) 对于任意 U ∈ T 和任意 x ∈ U ,存在 B ∈ B使得 x ∈ B ⊂ U .

证明 由定义,如果 B是 T 的一个基，则 (1), (2)成立。

反之，显然由 (2)可以推出 (B1)，并且 (1)(2)一起可以推出 (B2)。所以 B是一个基。
此外,由 (2)可知 T ⊂ TB. 但根据最小性, TB ⊂ T . 所以 B生成的拓扑就是 T . □
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1.4 拓扑的构造

类似地，不难证明

命题 1.82.（拓扑子基的判据）

♠

设 (X,T )是拓扑空间，则集族 S ⊂ P(X)是生成 T 的一个子基当且仅当

(1) S ⊂ T ,

(2) 对任意 U ∈ T 和任意 x ∈ U ,存在 S1, · · · , Sn ∈ S 使得 x ∈ ∩n
i=1Si ⊂ U .

¶用基和子基刻画连续性

我们已经看到，拓扑空间之间的映射 f : X → Y 是连续的当且仅当任意开集的原像

依然是开集。事实上，为了判定一个映射是否连续，我们只需要验证一部分集合的原像

是否开集：我们只需验证一个拓扑基或子基中的元素的原像是否开集即可。

定理 1.83.（连续映射的刻画：拓扑基与子基）

♥

假设 B是 TY 的一个拓扑基，S 是 TY 的一个子基。那么

映射f : (X,TX) → (Y,TY )是连续映射

⇐⇒对于任意B ∈ B,其原像f−1(B)在X中是开集

⇐⇒对于任意S ∈ S,其原像f−1(S)在X中是开集.

证明 我们只需证明

f−1(S) ∈ TX , ∀S ∈ S =⇒ f−1(V ) ∈ TX , ∀V ∈ TY ,

而这是如下事实的直接推论：f−1保并集和交集（见注1.58），即

f−1(
⋃
α

n(α)⋂
i=1

Sα,i) =
⋃
α

n(α)⋂
i=1

f−1(Sα,i).

□

¶例子：序拓扑

事实上，例1.80(1)中的构造适用于任何全序集。我们先给出定义：

定义 1.84.（偏序集与全序集）

♣

设 X 是一个集合。

(1) 若 X 上存在一个关系 ≤，满足
x ≤ x,

如果 x ≤ y, y ≤ z,则 x ≤ z,

如果 x ≤ y, y ≤ x,则 x = y.

则称 ≤为 X 上的一个偏序关系，而称 (X,≤)为一个偏序集。

(2) 若 ≤是 X 上的一个偏序，且对任意 x, y 都有 x ≤ y或 y ≤ x，则称 ≤为 X

上的一个全序关系，而称 (X,≤)为一个全序集。
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1.4 拓扑的构造

注意，给定任何序关系 ≤，我们可以定义 <如下

x < y ⇐⇒ x ≤ y且x 6= y.

现在我们将例 1.80(1)定义拓扑拓展到任意全序集：

定义 1.85.（序拓扑）

♣

设 (X,≤)为全序集，令

S = {{x | x < a}, {x | x > a} | a ∈ X}.

则以 S 为子基所生成的拓扑 Torder 称为 X 的序拓扑。

不难看出，由所有形如

{x | x < a}, {x | x > a}, {x | a < x < b}

的集合构成的集族为序拓扑 Torder 的一个拓扑基。

¶例子：乘积拓扑

设 (Xα,Tα)为一族拓扑空间。现在我们在笛卡尔积
∏

αXα 上定义乘积拓扑。我们

已经看到，通过将例 1.80(2) 中的拓扑基 B 推广到任意多个空间的笛卡尔积
∏

αXα 上，

我们可以在
∏

αXα上定义箱拓扑。现在我们将推广例 1.80(2)中的子基 S 来构造
∏

αXα

上的乘积拓扑。注意对于 X × Y，如果我们记 πX : X × Y → X 为典范投影，那么

U × Y = π−1
X (U)。于是，X × Y 的乘积拓扑就是以所有形如 π−1

X (V )以及 π−1
Y (U)的集

合为子基所生成的拓扑。

一般地，对于任意多个空间的笛卡尔积，我们记

πβ :
∏
α

Xα → Xβ , (xβ) 7→ xα

为“向 α分量的典范投影”。

定义 1.86.（乘积拓扑）

♣

设 (Xα,Tα)为一族拓扑空间。我们称
∏

αXα上由子基

S =
⋃
β

{π−1
β (Vβ) | Vβ ∈ Tβ}

生成的拓扑 Tproduct为
∏

αXα的乘积拓扑。

根据定义，显然 Tproduct弱于 Tbox。

注 1.87. 虽然乘积拓扑看起来不像箱拓扑那么自然，但事实证明乘积拓扑更重要：它具
有很多很好的拓扑性质。另一方面，箱拓扑有很多不好的性质，因而在拓扑学里常常扮

演反面角色，被广泛用作反例。、当然，对于有限乘积空间，这两种拓扑是一样的。

注 1.88. 事实上，例1.80(3)所描述的用子基生成逐点收敛拓扑的方式，跟上面定义任意

多个拓扑空间的乘积拓扑是一致的：首先，作为集合我们有

M([0, 1],R)(= R[0,1]) =
∏

x∈[0,1]

R
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1.4 拓扑的构造

其对应方式是

f : [0, 1] → R ↭ (f(x))x∈[0,1].

在这个对应下，例1.80(3)中的子基元素ω(f ;x; ε)恰好对应到乘积空间里的集合π−1
x

(
(f(x)−

ε, f(x) + ε)
)
. 由此我们可得：逐点收敛拓扑空间

(
M([0, 1],R),Tp.c.

)
跟乘积拓扑空间(∏

x∈[0,1]R,Tproduct

)
是同胚的。

在命题1.62中我们证明了从两个拓扑空间的乘积空间到每个分量的典范投影映射是

连续的开映射。现将该性质推广到任意多个拓扑空间的乘积上去：

命题 1.89.（投影映射是连续开映射）

♠

设 (Xα,Tα)为一族拓扑空间。则无论赋予
∏

αXα乘积拓扑还是箱拓扑，对任意 β,

典范投影映射 πβ :
∏

αXα → Xβ 都是连续的开映射。

证明 因为乘积拓扑弱于箱拓扑，因此只需在Tproduct下证明 πβ 是连续映射，在TBox下

证明 πβ 是开映射。

在 Tproduct下, πβ 是连续映射，因为 (Xβ ,Tβ)中的任意开集 Vβ 的原像 π−1
β (Vβ)是

(
∏

αXα,Tproduct)中的开集。

在TBox下, πβ是开映射，因为对任意开集W ⊂ TBox和任意 x ∈ W ,存在Uα ∈ Tα

使得 x ∈
∏

α Uα. 因此, πβ(x) ∈ Uβ ⊂ πβ(W ).

□
事实上，乘积拓扑可以用投影映射 πβ 来刻画：

命题 1.90.（乘积拓扑的刻画）

♠

乘积拓扑 Tproduct 是在
∏

αXα 上使所有典范投影映射 πβ 都连续的拓扑中最弱的

拓扑。

证明 我们已经看到所有 πβ 关于 Tproduct 都是连续的。反之，如果所有 πβ 关于
∏

αXα

上的某个拓扑 T 都连续，那么每个 π−1
β (Vβ)在 T 中是开集，所以 Tproduct比 T 弱。□

¶乘积拓扑的泛性质

乘积拓扑也可以通过如下泛性质来刻画：

定理 1.91.（乘积拓扑的泛性质）

♥

设X,Xα是拓扑空间，fα : X → Xα是映射。赋予空间
∏

αXα乘积拓扑。则映射

f : X →
∏
α

Xα, x 7→ (fα(x))

是连续映射当且仅当所有 fα = πα◦f都是连续映射。更进一步，乘积拓扑是
∏

αXα

上唯一一个满足这个性质的拓扑。

证明

(⇒)如果 f 是连续的，则 fβ = πβ ◦ f 是连续的。
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1.4 拓扑的构造

(⇐)假设 fα都是连续的。为了证明 f是连续的，由命题 1.83，只需证明 f−1(π−1
β (Vβ))

在 X 中都是开集，其中 Vβ 是 Xβ 中的开集。事实上我们有

f−1(π−1
β (Vβ)) = (πβ ◦ f)−1(Vβ) = f−1

β (Vβ).

所以由 fβ 的连续性，上述集合在 X 中是开集。

最后我们证明乘积拓扑可以用泛性质刻画：假设 T 是 X 上满足泛性质的拓扑。

由 T 的泛性质和 πβ : (
∏

αXα,Tproduct) → Xβ 的连续性，恒等映射

Id : (
∏
α

Xα,Tproduct) → (
∏
α

Xα,T )

是连续的。

而且, 由 T 的泛性质和恒等映射 Id : (
∏

αXα,T ) → (
∏

αXα,T ) 的连续性,

我们发现所有投影映射 πβ : (
∏

αXα,T ) → Xβ 也都是连续的.

再由投影映射 πβ : (
∏

αXα,T ) → Xβ 的连续性和 Tproduct的泛性质，我们得

出恒等映射 Id : (
∏

αXα,T ) → (
∏

αXα,Tproduct)是连续的。

所以 T = Tproduct.

□
作为推论，我们有

推论 1.92.（嵌入映射的连续性）

♥

固定一个指标 α，并对任意 β 6= α，取定 xβ ∈ Xβ。设

gα : Xα →
∏
β

Xβ

为从 Xα到
∏

β Xβ 的由这些 xβ 所确定的“嵌入映射”，即满足

πβ(gα(x)) =

 xβ , β 6= α

x, β = α

的映射，则 gα是连续映射。

注 1.93. 箱拓扑不满足泛性质。例如，我们令

X = RN =
∏
n∈N

R,

并考虑映射

f : R → RN, t 7→ (t, t, t, · · · ).

则 f 的每个分量都是 R到自身的恒等映射，从而 f 的每个分量都连续。但是如果我们赋

RN箱拓扑，那么 f 不是连续的。这是因为笛卡尔积

(−1, 1)× (−1

2
,
1

2
)× (−1

3
,
1

3
)× · · ·

在箱拓扑中是开集，但

f−1

Å
(−1, 1)× (−1

2
,
1

2
)× (−1

3
,
1

3
)× · · ·

ã
= {0}

在 R中不是开集.
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1.4 拓扑的构造

1.4.2 由映射定义的拓扑

¶诱导拓扑

我们比较一下命题1.90以及命题1.60，

乘积拓扑 Tproduct 是
∏

αXα 上使所有典范投影 πβ :
∏

αXα → (Xβ ,Tβ)都连续的

拓扑中最弱的拓扑。

拓扑空间 (X,T )的子集 A上的子空间拓扑 TA 是 A上所有使得包含映射 ι : A ↪→
X 连续的拓扑中最弱的拓扑。

一般地，我们可以用“使得给定映射都连续的最弱拓扑”来在原像空间上构造拓扑：

定义 1.94.（诱导拓扑）

♣

设 (Yα,Tα)是一族拓扑空间,设

F = {fα : X → (Yα,Tα)}

是一族映射。则 X 上使所有 fα 都是连续映射的拓扑中最弱的拓扑 TF 称为 X 的

F-诱导拓扑 (也称始拓扑或弱拓扑或极限拓扑)。

注 1.95. 我们需要稍微解释一下定义。
首先，我们在例 1.59中已经看到，如果我们赋予 X 最强的拓扑，即离散拓扑，那

么任何 fα都是连续的。这并不有趣。

如果在 X 上的一族拓扑 Tβ 使得每个 fα 关于每个 Tβ 都是连续的，那么根据命题

1.41，T := ∩βTβ 是一个 X 上的拓扑，而且根据定义，fα 关于 T 是连续的。因

此，在 X 上存在唯一一个
:::::::::
最弱拓扑使得每个 fα都是连续的。

我们不难找出这个拓扑。根据定义，TF 恰好是由子基

SF =
⋃
α

{f−1
α (Vα) | Vα ∈ Tα}.

所生成的拓扑。注意，在只有一个目标空间 (Y,TY )和一个映射 f : X → (Y,TY )的特殊

情况下,子基

Sf = {f−1(V ) | V ∈ TY }.

本身就是 X 上的一个拓扑。所以此时

Tf = {f−1(V ) | V ∈ TY }.

重复定理 1.91的证明过程,我们可以证明

命题 1.96.（诱导拓扑的泛性质）

♠

设 (Yα,Tα) 是一族拓扑空间, F = {fα : X → (Yα,Tα)} 为一族映射。赋予 X 由

F 诱导的拓扑。那么对于任意拓扑空间 Z，映射 f : Z → X 连续当且仅当所有

fα ◦ f : Z → Yα都是连续的。更进一步，F 所诱导的拓扑是X 上唯一满足该性质

的拓扑。
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1.4 拓扑的构造

¶诱导拓扑的更多例子

我们已经看到子空间拓扑和乘积拓扑都可以解释为诱导拓扑。下面给出更多例子：

例 1.97.
(1) (作为诱导拓扑的度量拓扑) 对于任意度量空间 (X, d)，度量拓扑是由所有度量球

{B(x, r) | x ∈ X, r > 0}生成的。换言之，度量拓扑是由映射族 {dx | x ∈ X}生成
的诱导拓扑,其中 dx : X → (R,Tusual)是距离函数 dx(y) := d(x, y).

(2) (作为诱导拓扑的逐点收敛拓扑)设 X = M([0, 1],R)是 [0, 1]上所有实值函数构成

的空间。对任意 x ∈ [0, 1],令 evx : X → R为赋值映射

evx(f) := f(x).

注意这里的赋值映射就是把M([0, 1],R)视作乘积空间时的投影映射。于是我们得

到：在 X 上由 {evx | x ∈ [0, 1]}生成的诱导拓扑是逐点收敛拓扑。
(3) (弱拓扑和弱 *拓扑)设 X 是拓扑向量空间，X∗为其对偶空间，即

X∗ = X 上所有连续线性泛函构成的空间

= {f : X → K | f线性且（关于 X 的原拓扑）连续}.

然后我们可以在 X 上定义一个新的拓扑，并在 X∗上定义一个自然的拓扑：

X 上的弱拓扑是X∗生成的诱导拓扑,即X 上使所有 f ∈ X∗连续的拓扑中最

弱的拓扑。[因此，X 上的弱拓扑比 X 上的原始拓扑更弱。]

X∗上的弱 ∗拓扑是由 {evx | x ∈ X}生成的诱导拓扑，即X∗上使所有赋值映

射

evx : X∗ → R, l 7→ l(x)

都连续的拓扑中最弱的拓扑。

弱拓扑和弱 ∗拓扑是泛函分析和偏微分方程中非常重要的拓扑。

¶余诱导拓扑

映射不仅可以用来将拓扑从映射的像空间“拉回”到原像空间，还可以用于将拓扑

从映射的原像空间“推出”到像空间。更准确地说，设 (Xα,Tα)是一族拓扑空间，Y 是

一个集合，fα : Xα → Y 是一族映射。我们可以赋予 Y 一个拓扑，使得每个 fα都是连续

的。当然，为了这个目的，我们不能在 Y 中定义太多的开集。另一方面，我们也不想使

用 Y 中的平凡拓扑，因为它太弱了以至于从任何拓扑空间到 Y 的任何映射都是连续的。

所以这里问题是要在 Y 上找到一个尽可能强的拓扑结构，而且使得每个 fα都是连续的。

因此我们自然地定义

定义 1.98.（余诱导拓扑）

♣

设 (Xα,Tα)是一族拓扑空间, Y 是一个集合，F = {fα : Xα → Y }是一族映射。在
Y 上使得所有 fα都连续的拓扑中最强的拓扑 T 被称为是由 F 诱导的余诱导拓扑
(也称为终拓扑或强拓扑或余极限拓扑)
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1.4 拓扑的构造

我们必须要小心一点：是否存在这种
::::
最强的拓扑结构？请注意，在定义由映射族 F

诱导的弱拓扑时，我们使用了这样一个事实，即 X 上的一族拓扑的交集仍然是 X 上的

拓扑（参见命题 1.41）。通常，X 上的一族拓扑的并集并不是X 上的拓扑。（找出一个

例子！）但是，如果认真思考这个问题，你会发现我们其实处于比弱拓扑更简单的情况：

在只有一个映射 f : (X,TX) → Y 的情况下, Y 上的余诱导拓扑可以直接给出：

T = {V ⊂ Y | f−1(V ) ∈ TX}.

不难验证它是 Y 上的一个拓扑。

在余诱导拓扑是由一族映射 F = {fα}诱导的情况下, 我们有一系列约束需要要同

时满足。为此，我们要做的并不是把 Y 上相应的一族拓扑并起来，而是应该取 Y

上相应的拓扑族的交集，从而我们依然可以显式地给出该拓扑：

定理 1.99.（余诱导拓扑的显式表达）

♥

设 (Xα,Tα)是一族拓扑空间, fα : Xα → Y 是一族映射. 那么由 {fα}诱导的 Y 上

的余诱导拓扑为

T =
⋂
α

{V ⊂ Y | f−1
α (V ) ∈ Tα}.

证明 根据定义容易验证T 是 Y 上的一个拓扑，并且每个 fα关于这个拓扑是连续的。另

一方面，如果我们再加入任何其他集合 V0，则根据构造，存在 α使得 f−1
α (V0) 6∈ Tα，所

以 fα不连续。 □
与诱导拓扑一样，余诱导拓扑也可以通过以下泛性质来刻画：

命题 1.100.（余诱导拓扑的泛性质）

♠

设 (Xα,Tα) 是一族拓扑空间, F = {fα : Xα → Y } 是一族映射。赋予 Y 以 F
诱导的拓扑。那么对于任意拓扑空间 X，映射 f : Y → Z 连续当且仅当每个

f ◦ fα : Xα → Z都是连续的。此外，由 F 诱导的 Y 上的余诱导拓扑是唯一满足该

性质的拓扑。

最后我们再给出诱导拓扑与余诱导拓扑的几个例子：

例 1.101.
(1)（拓扑的交集）设 Tα 是 X 上的一族拓扑。现在我们有一种不同的方式来考察拓扑

T =
⋂

α Tα,其中 Tα 是 X 上的一族拓扑。设 Idα : (X,Tα) → X 是恒等映射. 则

T 是 X 上由 {Idα}诱导的余诱导拓扑。
(2)（拓扑的并 (join)）设 Tα 是 X 上的一族拓扑。一般而言，

⋃
α Tα 不再是 X 上的拓

扑。但是我们可以考虑由恒等映射族 {Ĩdα : X → (X,Tα)}在X 上诱导的拓扑，该

拓扑被称为 X 上给定拓扑族的并拓扑。由定义，它就是
⋃

α Tα生成的最弱拓扑。

(3)（拓扑并）设 (Xα,Tα)是一族拓扑空间，且交集Xα ∩Xβ 上由Xα所确定的子空间

拓扑与由 Xβ 所确定的子空间拓扑是一致的, 那么我们可以在并集 X = ∪Xα 上定

义拓扑 T 为使所有 ια : Xα ↪→ X 都连续的拓扑中最强的拓扑。换言之，T 是包含

映射族 {ια}诱导的余诱导拓扑。拓扑空间 (X,T )称为 (Xα,Tα)的拓扑并。
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