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最后我们介绍仿紧的概念及其应用. 仿紧性最早由法国数学家 Dieudonné 34 于 1944

年首次引入. 就如紧性是“广义的有限性”，仿紧性可被视为是“广义的局部有限性”. 相

比于紧性、可数性、分离性，仿紧性显得不那么直观，但很快人们发现仿紧性（以及相

关的“可数局部有限性”）跟拓扑空间的可度量性密切相关. 而当人们发现需要仿紧性概

念以使得“任意开覆盖都存在单位分解”后（而单位分解是在流形上发展分析理论的基

石），仿紧性就成了拓扑学的标准研究对象和重要工具.

2.10.1 仿紧空间

¶仿紧性: 定义和例子

我们知道，对于紧空间，任何开覆盖都有有限子覆盖，从而我们可以通过考察局部

性质得到整体性质. 对于更一般的拓扑空间，我们无法期待可以“把局部性质粘接成整

体性质”. 然而，上一节末尾的单位分解为我们提供了一种较弱的把局部数据粘接成整

体数据的方式：虽然定理2.9.23中涉及到的求和
∑

α ρα(x)在整体上不是一个有限和，但

是在每个点附近，它依然是有限和.

当然，能够做到单位分解的原因之一在于该定理的条件中，我们假设了开覆盖 {Uα}
是局部有限的. 一般的开覆盖未必是局部有限的.

例 2.10.1. 考虑 X = Rn的开覆盖

U = {B(0, k)|k ∈ N}.

这当然不是一个局部有限开覆盖. 但是，如果我们把每个开球 B(0, k)替换成更小的“开

球壳”B(0, k) \B(0, k − 1)，则它们构成一个局部有限的开覆盖！注意到新覆盖

U1 = {B(0, k) \B(0, k − 1) | k ∈ N}

中的每个集合都包含在原覆盖的某个集合里面，用定义2.1.1的语言来说，新覆盖是原覆

盖的一个局部有限的开加细.

事实上，我们有

Rn的任意开覆盖都有一个局部有限的开加细.

证明如下：设U 是 Rn的任意开覆盖. 对于任意 x ∈ Rn,存在 0 < rx ⩽ 1和 U ∈ U 使得

B(x, rx) ⊂ U.令

U1 = {B(x, rx)|x ∈ Rn}.

那么 U1是 U 的一个加细. 另一方面，任意形如

B(0, k + 1) \B(0, k)

的“闭球壳”可以被 U1 中的有限多个开球所覆盖. 记 Ũ 为这些开球的集合. 那么 Ũ 也

是 Rn的一个开覆盖，是 U 的一个加细，并且是局部有限的.

34迪厄多内（Jean Dieudonné，1906-1992），法国数学家，Bourbaki学派的创始人之一，主要研究抽象代数，代
数几何和泛函分析.
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2.10 仿紧性与单位分解

我们定义

定义 2.10.2.（仿紧）

♣若拓扑空间 (X,T )的任意开覆盖都有局部有限的开加细，则我们称 X 是仿紧的.

我们给出几个仿紧/非仿紧的例子：

例 2.10.3.
(1) 显然紧空间都是仿紧的.

(2) 任意离散拓扑空间都是仿紧的，因为由所有单点集构成的集族是任意开覆盖的局部

有限开加细.

(3) 我们刚刚证明了 Rn是仿紧的.

(4) 一个不仿紧的例子：考虑 X = R，赋以上半连续拓扑 Tu.s.c. = {(−∞, a)|a ∈ R}.
则它不是仿紧的，因为开覆盖

U = {(−∞, n) | n ∈ Z}

没有局部有限加细.

一般而言，仿紧空间的子空间未必是仿紧的. 但跟紧性类似，我们有

命题 2.10.4.（仿紧的闭遗传性）

♠仿紧空间中的闭子集是仿紧的.

证明 设 X 是仿紧的且 A ⊂ X 是闭集. 设 U 是 A的任意开覆盖. 令 U1 = U ∪ {Ac}. 那

么它是 X 的开覆盖. 根据定义，存在 U1的局部有限开加细 Ũ1. 令

Ũ = {U ∈ Ũ1 | U 6⊂ Ac}.

则 Ũ 是 A的开覆盖，且是 U 的局部有限加细. □

¶局部紧性 +可数性 +分离性 =⇒仿紧性

我们已经看到，仿紧性是如此复杂，以至于Rn的仿紧性都不是显然的. 我们也提到，

仿紧性最主要的用处之一在于构建分析中重要的工具“单位分解”. 此外，我们还知道，

分析中重要的空间往往具有良好的局部性质（“局部欧氏”，或者更一般地“局部紧”），

良好的可数性和良好的分离性. 于是一个自然的问题（或者美好的愿望）是：那些满足良

好的局部紧性、可数性、分离性的空间是否一定是仿紧的？

答案是确定一定以及肯定的：

定理 2.10.5.（ Lindelöf +局部紧 + (T2) =⇒仿紧 ）

♥任意局部紧、Hausdorff且 Lindelöf的拓扑空间是仿紧的.

注 2.10.6. 当然我们可以将 Lindelöf 替换为更强的可数性条件 (A2).35 另一方面，可以

证明2.10.3(4)是局部紧且第二可数的，故定理中的分离性条件是必要的；我们在下文命

35不难证明，在 LCH空间里，Lindelöf跟 σ-紧是等价的. （但 LCH空间里第二可数确实比 Lindelöf强：不难
构造出 Lindelöf但不第二可数的 LCH空间.）
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2.10 仿紧性与单位分解

题2.10.11中将会证明仿紧的 Hausdorff空间是正规的，而我们在第 2.7节末尾也提过存在

LCH空间不是正规的，以及存在 Lindelöf且 Hausdorff不是正则（从而也不是正规）的空

间，于是定理中的可数性、局部紧条件都是不能去掉的.【但我们并不是说这些条件都是

仿紧的必要条件，比如离散度量空间不必是 Lindeöf的.】

由命题 2.7.21，局部紧 Hausdorff空间都是正则的. 故只需证明

命题 2.10.7.（ Lindelöf + (T3) =⇒仿紧 ）

♠任意 Lindelöf的正则空间是仿紧的.

证明 设X 是 Lindelöf且 (T3)的. 设 U = {Uα}是X 的任意开覆盖. 对于任何 x ∈ X,我

们选取 α(x)使得 x ∈ Uα(x).因为 X 是 (T3)的，所以我们可以找到开集 Vx和Wx使得

x ∈ Vx ⊂ Vx ⊂ Wx ⊂ Wx ⊂ Uα(x).

现在 V = {Vx}是 X 的开覆盖. 由于 X 是 Lindelöf，我们可以找到一个可数子覆盖

{V1, V2, V3, · · · } ⊂ V .

注意此时 {W1,W2,W3, · · · }也是 X 的开覆盖. 我们记 R1 = W1并迭代定义

Rn = Wn \ (V1 ∪ · · · ∪ Vn−1), n > 1.

我们断言R = {Rn}是 U 的局部有限开加细：

根据构造, R 是 U 的开加细.

R 是 X 的覆盖，因为对任意 x, 如果我们令 n 为满足 x ∈ Wn 的最小整数, 则

x 6∈ V1 ∪ · · · ∪ Vn−1，这是因为 Vi ⊂ Wi. 所以我们有 x ∈ Rn.

R 是局部有限的，因为对任意 x ∈ X ,我们可以找到 n使得 x ∈ Vn,而 x的开邻域

Vn仅与R 中的有限多个元素相交，这是因为对任意m > n都有 Vn ∩Rm = ∅.

所以 X 是仿紧的. □
由此我们就可以得到很多仿紧空间.

¶拓扑流形

我们在定义2.4.15中引入过一类非常好的空间，即局部欧氏空间. 然而，在本节习题

中我们可以看到，局部欧氏空间有可能在局部没有好的分离性（例如不是 Hausdorff 空

间），或者整体没有好的可数性（例如不是 (A2)空间）. 为此，我们引入下面这个概念：

定义 2.10.8.（拓扑流形）

♣

若拓扑空间 X 是 Hausdorff的和第二可数的，且 X 中的每点都有一个开邻域同胚

于 Rn中的开子集，则我们称 X 是一个 n-维拓扑流形.

拓扑流形是一类最重要的拓扑空间之一，在数学和物理中有广泛的应用. 根据定义，

若 X 是 n-维拓扑流形，那么对于 X 中的每个点 x，都存在一个开集 Ux 3 x和从 Ux 到

开集 Vx ⊂ Rn 的同胚 ϕx : Ux → Vx. 我们把三元组 (ϕx, Ux, Vx)称为流形 X 在点 x附近

的一个坐标卡.
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2.10 仿紧性与单位分解

通常我们把一维流形称为曲线，把二维流形称为曲面，这两者将是我们本书最后一

部分的主要研究对象.

因为局部欧氏空间都是局部紧的，结合命题 2.7.22和命题 2.7.21我们得到

命题 2.10.9.（流形 (T4)且仿紧）

♠拓扑流形都是正规且仿紧的.

此外，由 Urysohn度量化定理，拓扑流形都是可度量化的.

¶阅读材料：度量空间的仿紧性

仿紧性的用处之一是刻画可度量性. 在 1948年 Stone36证明了

定理 2.10.10.（Stone定理）

♥任意度量空间都是仿紧的.

证明 设U = {Uα | α ∈ Λ}是度量空间 (X, d)的开覆盖. 根据良序定理，Λ上有一个良序

�. 在该良序下，Λ的任意子集都有极小元. 于是，对于任意 x，存在唯一的 α = αx ∈ Λ

使得

x ∈ Uα \
⋃
β≺α

Uβ .

对于任意 α ∈ Λ以及 n ∈ N，我们迭代地定义

Xα,n =

x ∈ X

∣∣∣∣∣∣ B(x,
3

2n
) ⊂ Uα且x 6∈

⋃
β≺α

Uβ ∪
⋃

β∈Λ,k<n

Vβ,k


并令

Vα,n =
⋃

x∈Xα,n

B(x,
1

2n
).

下面我们证明 V = {Vα,n}是 U 的局部有限开加细. 显然我们有

每个 Vα,n都是开集,

Vα,n ⊂ Uα,

对任意 x,令 α为如上所选取的极小元. 取 n使得 B(x, 3
2n ) ⊂ Uα. 则要么对于某个

β ∈ Λ和 k < n有 x ∈ Vβ,k，要么 x ∈ Xα,n ⊂ Vα,n.

所以 V 是 U 的覆盖 X 的开加细. 还需证明局部有限性.

对于任意 x ∈ X ,我们令 α为使得 x ∈ ∪nVα,n 的最小下标. 取 n, k使得 B(x, 2−k) ⊂
Vα,n. 则用三角不等式可以证明(细节略去)

(1) 对任意 l ≥ n+ k,球 B(x, 2−n−k)跟 Vβ,l 不相交.

(2) 对任意 l < n+ k,至多有一个 β ∈ Λ使得球 B(x, 2−n−k)跟 Vβ,l 相交.

于是任意 x都有一个开邻域 B(x, 2−n−k)，它跟 V 中不超过 n + k 个元素相交. 故 V 是

局部有限的. □

36斯通（Arthur Stone,1916-2000），英国数学家，主要研究拓扑学. Stone的原始证明比较复杂，这里给出 1968
年M. Rudin的简化证明.
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2.10 仿紧性与单位分解

2.10.2 单位分解

¶仿紧性“增强”分离公理 (T2)和 (T3)

仿紧性对于在流形上发展分析理论非常重要. 事实上，我们引入仿紧概念的主要目

的之一就是用于在流形上构造单位分解. 在简单版本的单位分解定理即定理2.9.23中，我

们已经知道，构造单位分解时我们需要应用 Urysohn引理或者 Tietze扩张定理，于是我

们需要空间的正规性. 一般来说，一个仿紧空间可能不是正规的. 然而，正如紧性可以

“增强”分离公理 (T2)和 (T3)，仿紧性也可以做到同样的事情. 证明的关键还是“从局部

到整体”论证，以及习题 1.5中的如下事实：对于局部有限的子集族 A，⋃
A∈A

A =
⋃
A∈A

A.

命题 2.10.11.（仿紧性增强分离性）

♠

(1) 仿紧的 Hausdorff空间都是正则的.

(2) 仿紧的正则空间都是正规的.

证明

(1) 设X 是仿紧的 Hausdorff空间，B是X 的闭子集（因此也是仿紧的）并且 x 6∈ B.

由于 X 是 (T2)，∀y ∈ B，存在开集 Uy 3 x, Vy 3 y使得 Uy ∩ Vy = ∅.于是

U1 := {Vy | y ∈ B}

是 B 的开覆盖，从而有局部有限开加细 Ũ .由定义，对于任意 V ∈ Ũ，都存在某

个 Vy ∈ U1 使得 V ⊂ Vy，因而 V ⊂ Vy ⊂ U c
y . 特别地，对于任意 V ∈ Ũ，x 6∈ V .

令

U =
⋃

V ∈Ũ

V.

则 U 是开集并且 B ⊂ U . 由于 Ũ 是局部有限的，根据习题 1.5，我们有

U =
⋃

V ∈Ũ

V =
⋃

V ∈Ũ

V .

因此 U
c是 x的一个开邻域，它与 B 的开邻域 U 不相交. 所以 X 是 (T3)空间.

(2) 重复上面的证明，将点 x替换为闭子集 A并将“(Ti)”替换为“(Ti+1)”. □

¶仿紧 Hausdorff空间的好的加细

一般而言，在选取一个开覆盖的局部有限加细覆盖时，加细覆盖里的集合不必一一

对应于原覆盖的开集. 但是对于仿紧 Hausdorff空间，我们有

引理 2.10.12.（仿紧 (T2)空间的同指标加细）

♦

设 X 为仿紧 Hausdorff空间，U = {Uα}为 X 的开覆盖,则存在一个 U 的局部有

限的开加细 V = {Vα}，使得对任意 α有 Vα ⊂ Uα.
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2.10 仿紧性与单位分解

证明 因为 X 仿紧且 (T2)，所以它也是 (T3)和 (T4). 所以如果我们令

A = {A ∈ T | ∃Uα ∈ U 使得A ⊂ Uα},

那么 A 是 X 的开覆盖(想一想为什么). 设

B = {Bβ | β ∈ Λ}

是 A 的局部有限开加细，其指标集可能与 A 的指标集不同. 对于每个 β,，我们选取

α = f(β)使得

Bβ ⊂ Uf(β).

现在对于集族 U 的每个指标 α，令

Vα =
⋃

f(β)=α

Bβ ,

其中，如果不存在这样的 β 则取 Vα = ∅. 由B的局部有限性，

Vα =
⋃

f(β)=α

Bβ =
⋃

f(β)=α

Bβ ⊂ Uα.

还需要验证局部有限性：对于任意 x ∈ X，存在 x的开邻域 Ux，它仅与有限多个 Bβ 相

交. 因此，Ux只与满足 f(β) = α的那些 α相交. □

¶单位分解

下面我们引入（从属于一个开覆盖的）单位分解的概念，这个概念最早是 Dieudonné

在 1937年正式引入的：

定义 2.10.13.（单位分解）

♣

(a) 若拓扑空间 X 上的一族函数 {ρα}满足
(1) 每一个 ρα : X → [0, 1]都是连续的. [注意: ρα定义在整个空间 X 上!]

(2) 集族 {suppρα}是 :::::::::::
局部有限的,

(3) 对任意 x ∈ X ,都有
∑

α ρα(x) = 1.

则我们称 {ρα}是 X 上的一个（连续的）单位分解 (简称 P.O.U.).
(b) 若 {Uα}是 X 的一个开覆盖，{ρα}是 X 上的一个单位分解，且

(4) 对任意 α, suppρα ⊂ Uα.

则我们称 {ρα}是从属于开覆盖 {Uα}的单位分解.

注意条件 (1)和 (2)共同保证了 (3)中的和函数是一个连续函数.

显然，如果存在从属于开覆盖 {Uα} 的单位分解 {ρα}，则由定义，{x | ρα(x) > 0}
就是 {Uα}的一个局部有限的开加细. 于是，如果 X 的任意开覆盖都有从属于它的单位

分解，那么 X 一定是仿紧的.

反之，我们有
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2.10 仿紧性与单位分解

定理 2.10.14.（单位分解的存在性）

♥

设 X 为仿紧 Hausdorff空间. 那么对于 X 的任意开覆盖 {Uα}，都存在一个从属于
{Uα}的单位分解.

证明的
::::
想法很简单：对任何给定的开覆盖，我们构造一个“更小”的局部有限开覆

盖 {Vα}和“比更小还要小”的闭覆盖 {Kα}，这样我们可以应用定理 2.9.23. 但是，这里

还有一个微妙的小问题：我们想要的是集族 {supp(ρα)}是局部有限的，而应用定理我们
只能得到“在 V c

α 上有 ρα = 0”，从而 supp(ρα) ⊂ Vα，但 {Vα}并不显然是局部有限的.

解决这个问题的方法有两种：一是老老实实证明(请读者给出证明)

{Vα}是局部有限的 =⇒ {Vα}是局部有限的.

二是取巧，是构造“比‘比更小还要小’还要小”的开覆盖！

证明 设 U = {Uα}是X 的开覆盖. 应用命题2.10.12三次，我们得到 U 的局部有限开加

细 V = {Vα}，V 的局部有限开加细 W = {Wα}以及 W 的局部有限开加细 Z = {Zα}
（都具有相同的指标集）使得

Zα ⊂ Wα ⊂ Wα ⊂ Vα ⊂ Vα ⊂ Uα.

现在对 Zα ⊂ Wα应用定理 2.9.23，得到连续函数 ρα : X → [0, 1]使得

ρα(Zα) > 0,

ρα(W
c
α) = 0,∑

α ρα = 1.

函数族 {ρα}正是我们想要寻求的从属于 {Uα}的单位分解，因为

supp ρα ⊂ Wα ⊂ Uα,

而且 {supp ρα}是局部有限的，因为 supp(ρα) ⊂ Vα,而 {Vα}是局部有限的. □

¶ LCH空间的单位分解

现在我们假设X 是 LCH空间，为了保证仿紧性我们还假设X 是 σ-紧的. 于是X 是

仿紧的 Hausdorff空间，从而定理2.10.14对X 是成立的的. 但是，我们发现，这样的单位

分解未必是我们想要的，因为根据我们的经验，对于 LCH空间，我们往往希望所得到的

函数是紧支函数，而定理2.10.14所给的函数 ρα未必是紧支函数. 事实上，只要我们依然

要求对开覆盖中的每个开集 Uα 都恰好指定一个函数，那我们就未必能让我们得到的函

数是紧支的，例如如果X 是非紧 LCH空间而 U 是X 的一个有限开覆盖，则所得的单位

分解中的函数不可能是紧支的.

幸运的是，只要我们不再要求对开覆盖 {Uα} 中的每个开集 Uα 都恰好指定一个函

数，而是一次性构造可数多个连续函数 {ρn}，使得 {supp(ρn)}是 {Uα}的加细，即把单
位分解定义中的条件 (4)改成

(4′) 对于每个 n，存在 Uα ∈ U 使得 supp(ρn) ⊂ Uα；

则我们还是可以得到一个单位分解，且所得的每个 ρn是紧支的：
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定理 2.10.15.（LCH空间中单位分解的存在性）

♥

设 X 为局部紧 Hausdorff且 σ-紧空间. 那么对于 X 的任意开覆盖 U = {Uα}，存
在单位分解 {ρn}使得

(1) 每个 supp(ρn)是紧的,

(2) 对每个 n,存在 Uα ∈ U 使得 supp(ρn) ⊂ Uα.

其证明思路是构造满足特定条件的可数的局部有限开加细. 证明细节留作习题.

¶应用：将流形嵌入到 RN

我们知道，拓扑流形总是仿紧的. 有了定理 2.10.14，我们就可以着手在拓扑流形上

发展分析：由于流形是局部欧氏的，因此我们（通过坐标）可以在局部利用欧氏空间的

结构给出各种局部数据. 然后利用单位分解，我们可以将这些局部数据黏合为整体数据，

例如我们可以

将局部定义的连续函数黏合为整体的连续函数，

首先在局部定义积分，然后通过黏合来定义流形上的积分，

将局部定义的向量场黏合为全局向量场，

将局部定义的“内积结构”黏合为流形上的黎曼度量，

· · · · · ·
作为单位分解的一个应用，我们证明

定理 2.10.16.（紧流形嵌入到欧氏空间）

♥任意 n维紧拓扑流形都可以嵌入到 RN 中.

证明 设X 是一个拓扑流形. 在每个点 x ∈ X 附近取坐标卡 (ϕx, Ux, Vx). 因为X 是紧的，

我们可以取有限个坐标卡邻域 {U1, · · · , Um} 覆盖 X . 设 {ρ1, · · · , ρm} 是从属于这个覆
盖的单位分解. 定义 hi : X → Rn为

hi(x) =

 ρi(x)ϕi(x), x ∈ Ui

(0, · · · , 0), x 6∈ supp(ρi).

根据粘贴引理，每个 hi都是X上的连续映射. 现在我们令N = m+mn并定义 F : X →
RN 为

F (x) = (ρ1, · · · , ρm, h1, · · · , hm).

则我们有

F 是连续的，这是因为每个分量都是连续的.

F 是单射: 如果 F (x) = F (y),则存在 i使得 ρi(x) = ρi(y) > 0,因此 x, y ∈ Ui. 由此

得 ϕi(x) = ϕi(y)，所以有 x = y.

由于 X 是紧的且 RN 是 Hausdorff的，F 是 X 到其像集上的同胚，即拓扑嵌入. □
注 2.10.17. 同样的定理也对非紧拓扑流形成立，甚至可以证明更强的结论，即可以取

N = 2n+ 1，但证明较为复杂，Munkres《拓扑学》第 50节习题 6中给出了一个梗概.
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2.10.3 阅读材料：两个度量化定理

¶ Nagata-Smirnov度量化定理

仿紧性（或更准确地说，局部有限性）不仅用于构造单位分解，还用于刻画可度量

性. 刻画什么拓扑空间是可度量化的是一般拓扑学中的一个大问题. 寻找解决方案的第

一大步是 Urysohn度量化定理，该定理指出满足 (A2)、(T2)和 (T4)的拓扑空间都是可度

量化的. 当然，由于 (T2)蕴含 (T1)，我们可以将条件 (T4)替换为 (T3). 所以这些分离公

理是空间可度量化的必要条件. 但是，可数性假设 (A2)不是必要的. 因此，要刻画可度

量性，自然的想法是找到一个较弱的条件来替换 (A2). 正确的条件最终在 1950年左右被

Nagata和 Smirnov独立发现：σ-局部有限.

定义 2.10.18.（σ-局部有限）

♣

若 X 中的子集族 A 满足 A = ∪nAn，其中每个 An 都是局部有限族，则我们称

A 是一个 σ-局部有限族.

下面我们陈述 Nagata-Smirnov度量化的完整刻画：

定理 2.10.19.（Nagata-Smirnov度量化定理）

♥

拓扑空间 (X,T )是可度量化的当且仅当它是 (T2), (T3)并且存在一个 σ-局部有限

的基.

证明 首先假设X 是可度量化的. 然后是 (T2)和 (T4)，因此是 (T1)和 (T3). 根据 Stone定

理，它是仿紧的. 所以对于每个 n，开覆盖

Un = {B(x,
1

n
) | x ∈ X}

有一个局部有限的开加细 Bn. 还需要证明 σ-局部有限族 B = ∪nBn 是一个基. 证明是

标准的：对于任意 x ∈ X 和任意 ε > 0，我们选取 n使得 1
n < ε

2 . 在Bn中存在一个开集

B 使得 x ∈ B. 因此 B ⊂ B(x, 2
n) ⊂ B(x, ε).

反之，假设 X 是 (T2), (T3)并且存在 σ-局部有限基.

引理 2.10.20.（σ-局部有限基 +(T3)=⇒完美正规）

♦

设 X 是 (T3)空间并且存在 σ-局部有限基. 则

(1) X 中的任意闭集都是 Gδ-集.

(2) X 是 (T4).

所以在某种意义上，“σ-局部有限基”的存在性是另一个版本的可数性，它增

强了可分性 [类似于 (A2)或 Lindelöf]. 我们将把引理的证明留作练习.

让我们继续我们的证明.

根据引理，X 是 (T4) 并且 X 中的任意闭子集都是 Gδ-集. 设 B = ∪nBn 是一个

σ-局部有限基，其中每个Bn都是局部有限的. 对于任意 B ∈ Bn，我们选取一个连续函

数 fn,B : X → [0, 1/n]使得

f−1
n,B(0) = Bc.
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现在定义

dn(x, y) =
∑

B∈Bn

|fn,B(x)− fn,B(y)|.

这是一个连续函数，因为和是局部有限的. 根据定义，函数 dn 满足 dn(x, y) = dn(y, x)

和 dn(x, z) ≤ dn(x, y)+ dn(y, z). 然而，dn不是一个度量，因为一般它不是点分离的：对

于某些 x 6= y，我们可能有 dn(x, y) = 0. 好消息是我们有足够多的 dn足以分离点：事实

上，我们有

事实. 对于任意闭集 F 和 x 6∈ F，存在 n和 B ∈ Bn使得

dn(x, y) ≥ a := fn,B(x) > 0, ∀y ∈ F.

为了证明上述事实，我们只需取n和B ∈ Bn使得x ∈ B ⊂ F c. 则 fn,B(x) > 0

且 fn,B(F ) = 0. 所以对于所有 y ∈ F 都有 dn(x, y) ≥ fn,B(x) > 0.

特别地，对于 y 6= x，如果我们取 F = {y}，则我们得到 dn(x, y) > 0. 现在我们定义

d(x, y) =
∑
n

2−ndn(x, y).

那么 d 是 X 上的一个度量. 还需证明度量拓扑与 T 一致. 因为 d 关于拓扑 T 是连续

的，所以度量球在 T 中都是开集. 因此 Td ⊂ T . 反之，对于任意开集 U ∈ T 和任意

x ∈ U，根据我们刚刚证明的事实，我们可以找到 n和 B ∈ Bn 使得对于所有 y ∈ U c 有

d(x, y) > r = 2−nfn,B(x) > 0，即 B(x, r) ⊂ U . 因此 U ∈ Td. 所以 T = Td. □

¶ Smirnov度量化定理

在习题中，我们引入了局部可度量化的概念. 显然可度量化空间都是局部可度量化

的. 反之，我们有

定理 2.10.21.（Smirnov度量化定理）

♥拓扑空间 X 可度量化当且仅当 X 是局部可度量化的仿紧 Hausdorff空间.

证明 定理的一半是显然的，故只需证明：若 X 是局部可度量化的仿紧 Hausdorff空间，

则 X 是可度量化的. 根据 Nagata-Smirnov定理，只需证明 X 具有 σ-局部有限基. 为此，

我们先用可度量化开集族覆盖 X . 由仿紧性，我们可得到一个局部有限的开集族 U，其
中每个元素都是可度量化的开集. 跟 Nagata-Smirnov定理证明的前半部分一样，我们令

Un = {BU (x,
1

n
) | x ∈ U,U ∈ U}

并取 Un 的局部有限开加细 Bn. 最后同样用标准的方式证明 B = ∪nBn 是一组基：任取

x ∈ X 以及 x的开邻域 U . 由局部有有限性，x仅落在 U 中的有限个元素中，不妨设他
们为 U1, · · · , Uk. 于是可以找到 ε > 0使得对每个 1 ≤ i ≤ k都有 BUi(x, ε) ⊂ Ui ∩ U . 最

后选取 n使得 1/n < ε/2，并选取 B ∈ Bn 使得 x ∈ B，存在 1 ≤ i ≤ k使得 B ⊂ Ui. 于

是由三角不等式，x ∈ B ⊂ BUi(x, ε) ⊂ U . □
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