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3.7 覆叠空间

3.7.1 覆叠空间的概念与例子

¶覆叠空间的定义

我们在计算 π1(S
1)时，核心步骤是证明 S1 的提升引理即引理3.5.8，而该引理证明

的关键要点是投影映射 p : R→ S1的“局部可逆性”，即存在 S1的开覆盖 {Ui}使得
p−1(Ui) =

⋃
j
V i
j 是 R中开集的不交并，

每个 pij = p|V i
j
: V i

j → Ui是一个同胚.

事实上，这样的“覆叠结构”广泛存在于几何中，且与基本群密切相关：不仅覆叠结构

可被用于计算特定空间的基本群，而且基本群也可以用于分类覆叠结构. 因此我们定义

定义 3.7.1.（覆叠空间）

♣

设X 是一个拓扑空间. 若存在拓扑空间 ‹X 以及连续映射 p : ‹X → X 使得对于任意

x ∈ X，存在于 x的一个开邻域 U 满足如下性质：

(1) p−1(U) = ∪αVα，其中 Vα是 ‹X 中的不交开集.

(2) 对于任意的 α,映射 pα := p|Vα : Vα → U 是一个同胚.

则我们称 ‹X 为 X 的一个覆叠空间（covering space），称映射 p 是一个覆叠映射

（covering map）,并且对于任意 x ∈ X，称 p−1(x)为该覆叠映射在 x处的纤维 (fiber).

注 3.7.2.
(1) 我们总假设 X 和 ‹X 都是道路连通的. 事实上，

若 ‹X 是 X 的覆叠空间, X0 ⊂ X 是一个子空间，那么‹X0 := p−1(X0)

是 X0 的一个覆叠空间. 所以我们总可以通过限制到道路连通分支的方法，使

得 X 是道路连通的.

如果X 是道路连通的，‹X 是X 的覆叠空间，那么 ‹X 的道路连通分支是X 的

覆叠空间. 所以我们总可以通过限制到道路连通分支的方法，使得 ‹X 是道路
连通的.

(2) 在 X 道路连通的条件下，可以验证（留作习题）：

p总是满射 (假设 ‹X 6= ∅).
对于任意 x ∈ X，纤维 p−1(x)都有着相同的势，称为覆叠的叶数（number of

sheets）. 若 |p−1(x)| = n,则我们称该覆叠为一个 n-重覆叠（n-fold covering）.

¶覆叠空间：例子

例 3.7.3. 以下是一些覆叠空间的例子：

(1) R是 S1的覆叠空间，其覆叠映射 p : R→ S1, x 7→ e2πix.
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3.7 覆叠空间

(2) S1以多种不同的方式成为 S1的覆叠空间：对于任意整数 n ∈ Z \ {0},

pn : S1 → S1, z 7→ zn

给出了 S1的一个 |n|-重覆叠.

(3) 类似地，对于任意整数 n ∈ Z \ {0}，映射

pn : C∗ → C∗, z 7→ zn

是一个 |n|重覆叠映射.

[然而，pn : C→ C, z 7→ zn不是一个覆叠映射. ]

(4) 复指数映射

exp : C→ C∗ = C \ {0}

是一个覆叠映射：对于任意的 z = reiθ ∈ C∗,我们有

exp−1(z) = {log r + (2kπ + θ)i | k ∈ Z},

由此可以验证 exp是一个覆叠映射.

(5) Sn是实射影空间 RPn（参见例1.4.35）的一个覆叠空间，覆叠映射为

p : Sn → RPn = Sn/∼, x→ [x],

其中 x1, x2 ∈ Sn, x1 ∼ x2 ⇐⇒ x1 = ±x2. 这是一个二重覆叠.

[然而，Rn+1 \ {0}不是 RPn的一个覆叠空间.]

(6) 在例1.4.44(5)中，我们定义透镜空间 L(p, q) (p和 q为互质的整数)为商空间

L(p; q) := S3/ ∼,

其中 (z1, z2) ∼ (z′1, z
′
2) ⇐⇒ ∃ k ∈ Z 使得z′1 = e2πki/pz1, z

′
2 = e2πkqi/pz2.可以验证

在商映射之下，S3是 L(p, q)的一个 p-重覆叠空间.

(7) 如果 p : ‹X → X 和 p′ : ‹X ′ → X ′都是覆叠映射，那么映射

p× p′ : ‹X × ‹X ′ → X ×X ′, (x̃, x̃′) 7→ (p(x̃), p′(x̃′))

也是覆叠映射. 特别地，‹X = Rn是 Tn = S1 × · · · × S1的覆叠空间.

(8) 同上节一样，我们记“亏格”为 g 的紧无边曲面为 Σg. 则 Σ11 是 Σ3 的（5重）覆

叠空间，如下图所示. 类似地，可以构建从 Σkr+1到 Σk+1的 r重覆叠映射.

下面这些图给出了 (1),(2),(8)所描述的覆叠映射：
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3.7 覆叠空间

¶覆叠空间 v.s. 群作用

注意到例3.7.3中的 (1), (2), (5), (6)已经在例1.4.44中作为特定的群作用下的商空间出

现过. 一般地，假设 G是一个群，作用在拓扑空间 ‹X 上，
X = ‹X/G := ‹X/ ∼,

为该群作用下的商空间. 一个自然的问题是：

问题 ：商映射 p : ‹X → X 是一个覆叠映射吗？

事实上，在习题 1,4中我们已经给出了商映射 p : ‹X → X 是覆叠映射的一个充分条件：

∀x̃ ∈ ‹X, ∃x̃的开邻域‹U,使得对∀g 6= e ∈ G,有(g · ‹U) ∩ ‹U = ∅. (⋆)

定义 3.7.4.（纯不连续作用）

♣

如果群 G 在拓扑空间 X 上的作用满足条件 (⋆)，则我们称该作用是纯不连续的

（properly discontinuous）.

在习题 1.4中我们证明了如下结果，为了完整性起见我们给出详细证明：

命题 3.7.5.（特定群作用下商映射是覆叠映射）

♠

假设群G作用在拓扑空间 ‹X上. 若该作用是纯不连续的,则 ‹X是商空间X = ‹X/G
的一个覆叠空间,且商映射 p : ‹X → X 是一个覆叠映射.

证明 令 x ∈ X, x̃ ∈ p−1(x)，‹U 为 x̃的满足条件 (⋆)的开邻域. 记 U = p(‹U). 则由定义，

p−1(U) = p−1(p(‹U)) =
⋃
g∈G

g · ‹U
是 ‹X 中开集的并集. 因此由商拓扑的定义,集合 U 为 X 中的开集. (这蕴含了 p是一个开

映射. ) 由此 p(‹U)是 x的一个开邻域，且满足覆叠空间中的条件 (1).

下面验证覆叠空间定义中的条件 (2). 我们首先注意到由条件 (⋆), p|‹U : ‹U → U 是单

射，由 U 的定义它是满射. 作为商映射它是连续的. 由上一段相同的论证可得它是一个

开映射. 因此 p|‹U : ‹U → p(‹U)是一个同胚. 由此可知对于任意的 g ∈ G,映射

pg : g · ‹U → p(‹U)

是以下两个同胚的复合

g · ‹U g−1

−→ ‹U p−→ p(‹U),

从而也是一个同胚. □
可以验证例1.4.44中所涉及的群作用都是纯不连续的，故所得的商映射都是覆叠映

射.

例 3.7.6. 考虑 Z2 = {1,−1}在 T2 = S1 × S1 ⊂ C2的作用，

1 · (z, w) = (z, w), (−1) · (z, w) = (z̄,−w).

这是一个纯不连续作用，给出了 T2到 · · · · · ·Klein瓶的二重覆叠! [验证!]
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3.7 覆叠空间

3.7.2 映射的提升

¶提升引理

我们先给出映射提升的定义：

定义 3.7.7.（映射的提升）

♣

设 p : ‹X → X 为一个覆叠映射，而 f : Y → X 是一个连续映

射. 若连续映射 f̃ : Y → ‹X 使得右边的图表交换，即
p ◦ f̃ = f,

则称 f̃ 为 f 的一个提升（lifting）.

‹X
p

��
Y

f̃
??�

�
�

� f // X

通过重复引理3.5.8的证明，可以得到任意具有“初始提升”的连续映射F : P×I → X

可被唯一提升：

引理 3.7.8.（一般提升引理）

♦

设 P 是拓扑空间，p : ‹X → X 是一个覆叠映射. 若映射

F0 = F |P×{0} : P × {0} → X

可以被“提升”为连续映射 ‹F0 : P × {0} → ‹X，则存在 F 的提升 ‹F : P × I → ‹X，
使得 ‹F0 = ‹F |P×{0}，且满足该条件的提升是唯一的.‹X

p

��
P × {0}

F̃0

;;wwwwwwwww
F0 // X

⇝

‹X
p

��
P × I

‹F <<y
y

y
y

y
F // X

特别地，分别取 P 为单点集以及 P = [0, 1],我们可以得到

推论 3.7.9.（道路提升性质）

♥

设 p : ‹X → X 是覆叠映射，则对于 X 中任意起点为 γ(0) = x0 的道路 γ : [0, 1]→
X，以及任意 x̃0 ∈ p−1(x0),在 ‹X中有唯一一条起点为 γ̃(0) = x̃0的道路 γ̃ : [0, 1]→‹X，使得 γ̃ 是 γ 的提升,即 p ◦ γ̃ = γ.

以及

推论 3.7.10.（同伦提升性质）

♥

设 p : ‹X → X 是覆叠映射

(1) 对于 X 中任意具有固定起始点 F (s, 0) ≡ x0 的同伦 F : [0, 1] × [0, 1] → X，

和任意 x̃0 ∈ p−1(x0)，在 ‹X 中存在唯一具有固定起点 ‹F (s, 1) ≡ x̃0 的同伦‹F : [0, 1]× [0, 1]→ ‹X，使得 ‹F 是 F 的一个提升，即 p ◦ ‹F = F.

(2) 若同伦 F 是道路同伦，即还具有固定终点 F (s, 1) ≡ x1 ∈ X，则 ‹F 也是道路
同伦，即存在 x̃1 ∈ p−1(x1)使得 ‹F (s, 1) ≡ x1.
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3.7 覆叠空间

注 3.7.11.
(1) 若 γ 是一个圈，即 γ(1) = γ(0)，提升后的道路 γ̃ 一般不再是圈，即 γ̃(1) 6= γ̃(0).

但是由同伦提升可知，如果 γ是道路同伦等价于常值道路的圈，则提升后的道路 γ̃

依然是圈. 在习题中我们将给出圈提升后依然是圈的充要条件.

(2) 虽然道路同伦的提升是道路同伦，但是跟 x̃0 可以从 p−1(x0) 中任选不同，只要

选定了起点 x̃0，则终点 x̃1 ∈ p−1(x1) 就已经被唯一确定下来了（这是因为道路

Fs(·) = F (s, ·)具有唯一的提升）. 特别地，“圈的道路同伦”的提升一般不再是“圈

的道路同伦”，而只是一般道路的道路同伦. 当然，如果是同伦于常值圈的“圈的道

路同伦”，那么提升后依然是“圈的道路同伦”（这还是因为道路具有唯一提升）.

作为推论，我们证明

命题 3.7.12.（覆叠映射诱导基本群的单同态）

♠设 p : ‹X → X 是覆叠映射，且 p(x̃0) = x0. 则 p∗ : π1(‹X, x̃0)→ π1(X,x0)是单射.

证明 设 γ̃是 ‹X中以 x̃0为基点的一个圈，且 p∗([γ̃]p) = e，即 γ := p ◦ γ̃道路同伦于 x0处

的常值道路 γx0 . 则由同伦提升引理，γ̃（作为 γ 的以 x̃0 为起点的提升道路）与 γx̃0（作

为 γx0 的以 x̃0为起点的提升道路）是道路同伦等价的，从而 [γ̃]p = e ∈ π1(‹X, x̃0). □

¶提升的唯一性

现在我们考虑一般的提升. 事实上，即使没有引理3.7.8中的额外假设（注意引理3.7.8要

求具有初始提升但不要求连通性，而此处要求 Y 连通），一般的提升也总是唯一的：

命题 3.7.13.（提升的唯一性）

♠

设 p : ‹X → X 是覆叠映射，f : Y → X 为连续映射，且 f̃1, f̃2 : Y → ‹X 是 f 的两

个提升. 若 Y 是连通的,且存在 y0 ∈ Y 使得 f̃1(y0) = f̃2(y0)，则在 Y 上有 f̃1 = f̃2.

证明 对于任意 y ∈ Y ,我们取 f(y)在 X 中的开邻域 U，使得 p−1(U)是无交并

p−1(U) =
⋃
α

‹Uα,
且使得每个

pα := p|‹Uα
: ‹Uα → U

都是同胚. 在这些 Uα中，分别记包含 f̃1(y)和 f̃2(y)的开集为 ‹U1和 ‹U2.下面我们采用连

通性论证说明 f̃1 ≡ f̃2. 为此我们令

Y0 = {y ∈ Y | f̃1(y) = f̃2(y)}.

则我们有

Y0 6= ∅，因为我们有 y0 ∈ Y0.
Y0是闭集：假设 y 6∈ Y0，即 f̃1(y) 6= f̃2(y). 因为 p(f1(y)) = p(f2(y))，所以 ‹U1 6= ‹U2,

从而由无交性，‹U1 ∩ ‹U2 = ∅. 由连续性，存在一个 y在 Y 中的开邻域 N 使得

f̃1(N) ⊂ ‹U1, f̃2(N) ⊂ ‹U2.
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由此可得 N ∩ Y0 = ∅. 因此 Y c
0 是开集，即 Y0是闭集.

Y0 是开集：假设 y ∈ Y0，则 ‹U1 ∩ ‹U2 6= ∅，从而 ‹U1 = ‹U2. 同理我们可以找到 y 的

一个开邻域 N 使得 f1(N) ⊂ ‹U1 = ‹U2. 因为 p在 ‹U1 = ‹U2上是单射,并且

p ◦ f̃1 = p ◦ f̃2,

所以我们能推出在 N 上有 f̃1 = f̃2. 于是 N ⊂ Y0,从而 Y0是开集.

最后，由 Y 的连通性可知 Y0 = Y ,即在 Y 上恒有 f̃1 = f̃2. □

¶提升的存在性

一般提升的存在性通常更为复杂. 假设映射 f 可被提升为 f̃，那么我们就会有如

下
::::::::::::::::::::::::
带标定点的提升交换图表. 特别地，由 π1的函子性，我们得到提升存在的必要条件

f∗(π1(Y, y0)) = p∗(f̃∗(π1(Y, y0))) ⊂ p∗(π1(‹X, x̃0)).
反之我们证明，只要 Y 是道路连通且局部道路连通的，那么上述必要条件也是充分的：

定理 3.7.14.（提升存在性的判别准则）

♥

设 p : (‹X, x̃0) → (X,x0) 是一个覆叠映射，并且 f :

(Y, y0) → (X,x0) 是连续的. 如果 Y 是道路连通且局部

道路连通的，那么 f 可被提升a为 f̃ 当且仅当

f∗(π1(Y, y0)) ⊂ p∗(π1(‹X, x̃0)). (*)

a注意，此处提升为带有标定点的提升，即还要满足 f̃(y0) = x̃0.

(‹X, x̃0)
p

��
(Y, y0)

f̃
::u

u
u

u
u f // (X,x0)

证明 我们已经看到 (*)是存在提升 f̃ 的必要条件.

现在我们假设 (*)成立. 为证明提升的存在性，我们任取 y ∈ Y . 由 Y 的道路连通性，

存在一条 Y 中的从 y0 到 y 的道路 γ. 于是 f ◦ γ 是一条 X 中的以 x0 为起点的道路，从

而可以被唯一提升为 ‹X 中以 x̃0为起点的道路flf ◦ γ. 定义

f̃(y) =flf ◦ γ(1).
下面我们证明 f̃ : Y → ‹X 就是我们所求的提升. 因为由定义我们有 f̃(y) ∈ p−1(f(y)),我

们仅需要验证 f̃ 是良定的并且是连续的.

[f̃ 是良定的]: 设 γ′是 Y 中从 y0到 y的另一条道路. 则 (f ◦γ′)∗(f ◦ γ) = f ◦ (γ′∗γ̄)
是 X 中以 x0为基点的圈，且满足

[(f ◦ γ′)∗(f ◦ γ)]p = f∗([γ
′∗γ̄]p) ∈ f∗(π1(Y, y0)) ⊂ p∗(π1(‹X, x̃0)).

因此存在一个道路同伦 F : [0, 1] × [0, 1] → X 连接了圈 (f ◦ γ′)∗(f ◦ γ)和“X 中
以 x0为基点某个形如 γ1 = p ◦ γ̃1的圈 γ1”,其中 γ̃1是 ‹X 中以 x̃0为基点的一个圈.

我们可以道路同伦 F 提升成起点为 ‹F (s, 0) = x̃0的道路同伦 ‹F : [0, 1]× [0, 1]→ ‹X .

我们有‹F (0, t)是以 x̃0为起点的道路 F (0, t) = (f ◦ γ′)∗(f ◦ γ)的唯一提升. 由道路提

升的唯一性，我们必然有 ‹F (0, t) = (flf ◦ γ′)∗(flf ◦ γ),其中flf ◦ γ是道路 f ◦ γ的
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以flf ◦ γ′(1)为起点的唯一提升.

同理 ‹F (1, t)是 γ1的以 x̃0为起点的唯一提升，因此我们有 ‹F (1, t) = γ̃(t).

因为 ‹F 是道路同伦，故 ‹F (0, 1) = ‹F (1, 1)，即
(flf ◦ γ′)∗(flf ◦ γ)(1) = ‹F (0, 1) = ‹F (1, 1) = γ̃(1) = x̃0.

由此 (flf ◦ γ)(1) = x̃0. 因此 (flf ◦ γ)是以 x̃0为起点的 f ◦ γ的提升，由道路提升的唯

一性，(flf ◦ γ) =flf ◦ γ. 从而有flf ◦ γ(1) = (flf ◦ γ)(1) = (flf ◦ γ)(0) = flf ◦ γ′(1).
[f̃ 是连续的]: 我们首先固定一条从 y0 到 y 的道路 γ. 取 f(y)的邻域 U ⊂ X 以及

f̃(y)的邻域 ‹U ⊂ ‹X，使得 p|‹U : ‹U → U 是一个同胚. 由 Y 的局部道路连通性,我们

可以找到一个 y 的道路连通开邻域 V ⊂ f−1(U). 对于任意 y′ ∈ V ,我们令 λ是 V

中从 y 到 y′ 的一条道路. 则 f ◦ λ是 U 中的一条从 f(y)从 f(y′)的道路. 因为 p|‹U
是一个同胚，flf ◦ λ = (p|‹U )−1 ◦ f ◦ λ是 f ◦ λ的以 f̃(y)为起点的唯一提升.

因为flf ◦ γ 是 ‹X 中从 x̃0 到 f(y) 的一条道路，道路 (flf ◦ γ)∗ (flf ◦ λ) 是道路
(f ◦ γ)∗(f ◦ λ) = f ◦ (γ∗λ)的以 x̃0为起点的提升道路. 因为 γ∗λ是 Y 中一条从 y0

到 y′的道路,由 f̃ 的定义，我们有

f̃(y′) = (flf ◦ γ)∗(flf ◦ λ)(1) = (p|‹U )−1 ◦ f ◦ λ(1) = (p|‹U )−1 ◦ f(y′).

由此可得 f̃(V ) ⊂ ‹U 且 f̃ |V = (p|‹U )−1 ◦ f . 因此 f̃ 在 V 上连续. □

¶应用：零伦的判定

我们给出提升存在性的一个简单应用：

命题 3.7.15.（球到圆的映射零伦）

♠对任意 n ≥ 2，任意连续映射 f : Sn → S1是零伦的.

证明 因为 Im(f∗) = {e}, f 可以被提升到映射 f̃ : Sn → R. 但是因为 R是可缩的，因此

f̃ 是零伦的，从而 f = p ◦ f̃ 也是零伦的. □
翻译成同伦群的语言，该命题告诉我们：对于任意 n ≥ 2，有 πn(S

1) = {e}.

¶在复分析中的一个应用

我们之前就已经看到指数映射

exp : C→ C∗ = C \ {0}

是一个覆叠映射. 现在我们尝试去定义复对数函数. 我们知道，对于 0 6= z = reiθ, 我们

有一个多值函数 log z = ln r + i(θ + 2kπ)（k ∈ Z）.现在我们希望对于某些给定的子集

U ⊂ C∗,定义一个 (单值的)复函数 log : U → C，使得

exp ◦ log = Id.
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核心观察：因为 exp : C → C∗ 是覆叠映射，所以如果在 U 上存在单值的对数函数

log : U → C，那么它就是嵌入映射 ι : U ↪→ C∗的提升映射.

根据提升存在性的判别准则：

(1) 因为 Id∗(π1(C∗)) 6⊂ exp∗(π1(C))，故 Id : C∗ → C∗不能被提升，从而 log不能被定

义在 C∗上.

C
exp
��

C∗

̸∃ log
=={

{
{

{
Id // C∗

C
exp
��

U

∃ log?
>>}

}
}

} i // C∗

(2) 对数函数 log : U → C存在当且仅当

i∗(π1(U)) ⊂ exp∗(π1(C)) = {e},

即当且仅当 i∗(π1(U)) = {e}，即
::::::::::::::::::::::::::
U 不包含任何环绕原点的圈. 特别地，我们看到

若区域 U ⊂ C∗单连通，则 log是良好定义的（但单连通并非必要条件）.

若 i∗(π1(U)) = {e}，即 U 不包含任何环绕原点的圈. 则对于任意 t，函数

zt = et log z

是在 U 上良定的连续函数. 注意：F (t, z) := zt 不是一个在 S1 上良定的函数，

因而并不是 S1上的恒等映射和常值映射之间的同伦.

类似地，对于任意正整数 d > 1,映射

pd : C∗ → C∗, z 7→ zd

是一个 p-重覆叠映射，而 z 7→ z1/d是在该覆叠映射下包含映射 ι的提升：

C∗

pd(z)=z
d

��
C∗

̸∃z1/d
=={

{
{

{
Id // C∗

C∗

pd(z)=z
d

��
U

∃z1/d?
>>}

}
}

} i // C∗

于是，由

(pd)∗(π1(C∗)) ' dZ 6⊃ Z ' π1(C∗) = Id∗(π1(C∗))

可知不存在定义在整个C∗上的映射 z1/d. 事实上，重复之前的论证，易见 z1/d在U ⊂ C∗

上良定的当且仅当 U 不包含任何环绕原点的圈（因为 i∗(π1(U))要么是 Z要么是 {e}）.

更一般地，给定任意多项式 f = f(z),记 Zf 是 f 的零点集. 我们可以问：

问题：能否在区域 U ⊂ C \ Zf 上定义 f1/d？

答案是：f1/d在 U 上良定当且仅当

f∗(π1(U)) ⊂ dZ ⊂ Z ' π1(C∗).

例如，如果 a1 < a2 < · · · < a2n为实数，并且

f(z) = (z − a1)(z − a2) · · · (z − a2n),

那么我们可以在集合

U = C \ ∪1≤k≤n[a2k−1, a2k]

上定义
√
f(z)，因为 U 中每条闭曲线必然环绕 f 的零点偶数次，从而 [γ]p (和 f∗([γ]p))
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是一个“偶”的类. 这个事实在黎曼面 (Riemann surface)的理论中扮演了重要角色.

3.7.3 用覆叠计算基本群

¶基本群与终点集

下面我们用覆叠空间的方法去研究底空间的基本群. 在第 3.5节中我们用覆叠映射

p : R→ S1, t 7→ e2πit,

证明了 π1(S
1, 1) ' Z,其中 Z实际上是所有 γ̃n : [0, 1]→ R, t 7→ nt的终点，换言之，作

为集合，Z = p−1(1). 一般情况下，我们有

命题 3.7.16.（基本群与终点集）

♠

设 p : ‹X → X 为一个覆叠映射，x̃0 ∈ ‹X 且 x0 = p(x̃0). 我们定义提升对应

α : π1(X,x0)→ p−1(x0), α([γ]) := γ̃(1) ∈ p−1(x0)

其中 γ̃ 是 γ 的满足条件 γ̃(0) = x̃0的唯一提升. 则

(1) α : π1(X,x0)→ p−1(x0)是良定的.

(2) 如果 ‹X 是道路连通的，那么 α是满射.

(3) 如果 ‹X 是单连通的，那么 α是双射. a

a注：这可以告诉我们基本群这个集合有多“大”，但并没有告诉我们群结构.

证明

(1) 因为 γ̃ 是 γ 的提升，p(γ̃(1)) = γ(1) = x0. 因此

γ̃(1) ∈ p−1(x0).

现在假设 γ′ ∈ [γ]p,即 γ′ ∼
p
γ. 由道路提升引理，γ′ 可被唯一提升为具有起点 x̃0 的

道路 γ̃′. 由同伦提升引理，γ̃′与 γ̃是道路同伦的，从而 γ̃′(1) = γ̃(1).因此映射 α是

良定的.

(2) 设 ‹X 是道路连通的. 对于任意 x̃1 ∈ p−1(x0), 令 λ为 ‹X 中从 x̃0 到 x̃1 的道路，则

γ = p ◦ λ : I → X 是一个以 x0 为基点的圈，从而 [γ]p ∈ π1(X,x0).由道路提升的
唯一性，γ 的满足 γ̃(0) = x̃0的提升 γ̃ 必然是道路 λ. 由此可得

α([γ]p) = γ̃(1) = λ(1) = x̃1.

因此 α是满射.

(3) 最后设 ‹X 单连通，γ, γ′都是以 x0为基点的圈并且

α([γ]p) = α([γ′]p).

也就是说，若 γ̃和 γ̃′分别是 γ和 γ′的以 x̃0为起点的提升,那么 γ̃(1) = γ̃′(1). 于是

γ̃ ∗ γ̃′是 ‹X 中以 x̃0为基点的圈. 因为 ‹X 是单连通的，我们有
γ̃ ∗ γ̃′ ∼

p
cx̃0 .
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故

γ ∗ γ′ = p(γ̃ ∗ γ̃′) ∼
p
p(cx̃0) = cx0 .

因此我们得到 [γ]p = [γ′]p ∈ π1(X,x0),即 α是单射.

□
注 3.7.17. 更一般地，在 ‹X 不是单连通时，可以证明：π1(X,x0)的子群 p∗(π1(‹X, x̃0))的
指标是 |p−1(x0)|. 换句话说，存在一个 π1(X,x0)中 p∗(π1(‹X, x̃0))的陪集到纤维 p−1(x0)

之间的双射.

¶在万有覆叠空间上的群作用⇝基本群

因为单连通的覆叠空间非常重要，我们定义

定义 3.7.18.（万有覆叠空间）

♣

如果 ‹X 是 X 的覆叠空间，且 ‹X 是单连通的，则我们称 ‹X 是 X 的万有覆叠空间

（universal covering space）.

例 3.7.19.
R是 S1的一个万有覆叠，而 S1并不是.

S2 是 S2 的一个万有覆叠, R2 是 T2 的一个万有覆叠，单位圆盘 D是 Σ2 = T2#T2

的一个万有覆叠 (如下所示)16.

Sn是RPn (n ≥ 2)的一个万有覆叠. S3是 L(p; q)的一个万有覆叠. SU(2)是 SO(3)

的一个万有覆叠17.

S1 ∨ S1的万有覆叠是 〈a, b〉的 Cayley图，如下所示. 18

¶在万有覆叠空间上的群作用⇝基本群

如果 ‹X 是 X 的万有覆叠,那么作为集合，我们有

π1(X,x0) = p−1(x0).

16根据单值化定理, D是所有 Σn 的万有覆叠，其中 n ≥ 2.

17一般地，旋量群 Spin(n)是 SO(n)的一个万有覆叠，其中 n ≥ 3.

18一般地，由 n个生成元生成的自由群的 Cayley图是 S1 ∨ · · · ∨ S1 的一个万有覆叠.
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这里没有给出 π1(X,x0)的群结构，因为我们在 p−1(x0)上没有群结构. 然而，如果覆叠

映射是由某个群作用给出的商映射，那么我们将会有一个群结构：

命题 3.7.20.（群作用与基本群的群结构）

♠

设群 G在 ‹X 上的作用是纯不连续的，从而 p : ‹X → X = ‹X/G为覆叠映射，则
(1) 对于任意 x0 ∈ X = ‹X/G以及 x̃0 ∈ p−1(x0)，存在一个群同态

β : π1(X,x0)→ G.

(2) 如果 ‹X 是道路连通的，那么 β 是满射，.

(3) 如果 ‹X 是单连通的，那么 β 是双射.

证明 令 α : π1(X,x0)→ p−1(x0)为由 x̃0 ∈ p−1(x0)确定的提升对应. 由 (⋆)和定义，对

于任意 x̃1 ∈ p−1(x0),存在唯一元素 g ∈ G使得 g · x̃0 = x̃1. 记

ρ : p−1(x0)→ G, x̃1 7→ g,

于是我们得到一个映射

β = ρ ◦ α : π1(X,x0)→ G, [γ]
α7−→ γ̃(1) = x̃1

ρ7−→ g ∈ G

因为 x̃1 ∈ p−1(x0)
ρ←→ g ∈ G是双射，从命题3.7.16中得到 (2)和 (3).

现在我们证明 β 是一个群同态. 为此我们令 g1 = β([γ1]p), g2 = β([γ2]p)，即

g1 · x̃0 = γ̃1(1), g2 · x̃0 = γ̃2(1).

则 g1 · γ̃2 是 ‹X 中从 g1 · x̃0 = γ̃1(1)到 g1 · γ̃2(1) = g1g2 · x̃0 的一条道路. 由道路提升唯一

性可知 γ̃1∗ (g1 · γ̃2)是 ‹X 中 γ1∗γ2的以 x0为起点的提升,即flγ1∗γ2 = γ̃1∗ (g1 · γ̃2).

于是flγ1∗γ2(1) = g1 · γ̃2(1) = g1g2 · x̃0. 从而由定义我们得到

β([γ1]p · [γ2]p) = β([γ1∗γ2]p) = ρ((flγ1∗γ2)(1)) = g1g2 = β([γ1]p)β([γ2]p),

从而完成了证明. □
作为推论，我们立刻得到

推论 3.7.21

♥

π1(RPn) ' Z2.

π1(L(p; q)) ' Zp.

有了这些基本群，我们马上得到

推论 3.7.22.（更多的零伦）

♥任意从 RP2或者 L(p; q)（p > 1）映到 S1的连续映射都是零伦的.

证明 因为从 Z2 或 Zp 到 Z的群同态一定是平凡同态，故我们有 Im(f∗) = {e}，从而可
以被提升为到 R的映射 f̃ . 因为 R可缩，所以 f̃ 是零伦映射，于是 f = p ◦ f̃ 也零伦. □
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