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2.6 对曲线与曲面的应用

2.6.1 切线与切平面

¶ 参数曲线

首先考虑参数曲线

−→r = −→r (t) = ⟨x(t), y(t), z(t)⟩, a ≤ t ≤ b.

其“导数”（= 一个切向量 = 运动速度）为

−→r ′(t) = lim
h→0

−→r (t+ h)−−→r (t)
h

= ⟨x′(t), y′(t), z′(t)⟩.

类似地，还可以计算“二阶导数”（= 加速度，与下文的“曲率”相关）

−→r ′′(t) = ⟨x′′(t), y′′(t), z′′(t)⟩

以及积分 ˆ b

a

−→r (t)dt =
〈ˆ b

a

x(t)dt,

ˆ b

a

y(t)dt,

ˆ b

a

z(t)dt

〉
.

因为向量值函数的每个分量都是一元函数，所以只要对各分量分别处理，就很容

易证明（请自行补出证明细节）

命题 2.6.1: 向量微积分运算法则

(1) (−→r 1 ±−→r 2)
′(t) = −→r ′

1(t)±−→r ′
2(t)

(2) (f−→r )′(t) = f ′(t)−→r (t) + f(t)−→r ′(t)

(3) (−→r 1 · −→r 2)
′(t) = −→r ′

1(t) · −→r 2(t) +
−→r 1(t) · −→r ′

2(t)

(4) (−→r 1 ×−→r 2)
′(t) = −→r ′

1(t)×−→r 2(t) +
−→r 1(t)×−→r ′

2(t)

作为应用，可以证明

推论 2.6.2

若 |−→r (t)| = c，则 −→r (t) ⊥ −→r ′(t)。 【几何意义：若曲线落在球心在原点的球面上，则其切

线与径向垂直】

证明： 由 |−→r (t)| = c 得 −→r (t) · −→r (t) = c2。两边求导得

2−→r (t) · −→r ′(t) = 0,

即−→r (t) ⊥ −→r ′(t) 。 □
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注 2.6.3

上述定义与计算均使用固定的欧氏坐标系。若采用其它坐标系，则还需要考虑相应标

架向量的变化率。例如考虑平面极坐标系，此时相应的标架是在任意点(r, θ)处互相垂

直的两个单位向量

−→e r = ⟨cos θ, sin θ⟩, −→e θ = ⟨− sin θ, cos θ⟩.

于是任意平面曲线−→r (t)在该标架下可表示为

−→r (t) = ⟨x(t), y(t)⟩ = ⟨r(t) cos θ(t), r(t) sin θ(t)⟩ = r(t)−→e r.

而其导数则为
−→r ′(t) = r′(t)−→e r + r(t)−→e ′

r,

其中标架都是在−→r (t) = ⟨r(t) cos θ(t), r(t) sin θ(t)⟩处取的，即 −→e r = ⟨cos θ(t), sin θ(t)⟩,
而

−→e ′
r = ⟨− sin θ(t)θ′(t), cos θ(t)θ′(t)⟩ = θ′(t)−→e θ.

¶ 参数曲线的切线与法平面

设 −→r ′(t0) ̸=
−→
0 [此时称点 P (t0) 为曲线的正则点，非正则点称为奇点]。则过点

P0 =
−→r (t0) 的切线方程为 

x = x(t0) + x′(t0)t

y = y(t0) + y′(t0)t

z = z(t0) + z′(t0)t

而过 P0 且与曲线垂直的平面 [称为法平面] 为

x′(t0)(x− x(t0)) + y′(t0)(y − y(t0)) + z′(t0)(z − z(t0)) = 0.

¶ 隐式曲线

若曲线不是由参数方程组给出，而是由隐式方程组

F (x, y, z) = 0

G(x, y, z) = 0
给出。此时

“正则性”条件就是隐函数定理出现的条件

∇F ×∇G ̸= −→0 .

对于曲线上的 P0 点，因为 ∇F (P0) 是曲面 F (x, y, z) = 0 的法线，∇G(P0) 是曲面

G = 0 的法线，所以曲线在 P0 点的切线与 ∇F (P0),∇G(P0) 均垂直，切方向为

∇F (P0)×∇G(P0) =

〈
∂(F,G)

∂(y, z)
,
∂(F,G)

∂(z, x)
,
∂(F,G)

∂(x, y)

〉
.

有了切向量，切线方程和法平面方程便容易写出。
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注 2.6.4: 平面隐式曲线

对于平面隐式曲线 F (x, y) = 0，其在 P0 处的法向
−→n = ∇F = ⟨F ′

x, F
′
y⟩，从而切线方

向 −→v = ⟨F ′
y,−F ′

x⟩。

¶ 曲面的法向与切平面

接下来考虑曲面。先考虑空间隐式曲面，即由方程 F (x, y, z) = 0 给出，其中

F ∈ C1。此时，由隐函数定理，所需的“正则性条件”是 ∇F ̸= −→0。此时曲面在
P0(x0, y0, z0) 处的法向量为

−→n = ∇F = ⟨F ′
x, F

′
y, F

′
z⟩。（见注2.4.20）。于是曲面在P0处的

切平面方程为

F ′
x(P0)(x− x0) + F ′

y(P0)(y − y0) + F ′
z(P0)(z − z0) = 0.

还可以考虑参数曲面 −→r = −→r (u, v) = ⟨x(u, v), y(u, v), z(u, v)⟩, (u, v) ∈ D。假设
在任意点 P0 =

−→r (u0, v0) 处，

−→r u = ⟨xu, yu, zu⟩, −→r v = ⟨xv, yv, zv⟩

是切平面里的两个线性无关向量（这是参数曲面的“正则性假设”）。则曲面在 P0 处切

平面的法向为 (−→r u ×−→r v)(P0) =
〈

∂(y,z)
∂(u,v)

, ∂(z,x)
∂(u,v)

, ∂(x,y)
∂(u,v)

〉
。于是，曲面在 P0 处切平面方程

为
∂(y, z)

∂(u, v)
(x− x(u0, v0)) +

∂(z, x)

∂(u, v)
(y − y(u0, v0)) +

∂(x, y)

∂(u, v)
(z − z(u0, v0)) = 0.

P0

−→r u

−→r v

−→n = −→r u ×−→r v

平面切向量

2.6.2 曲线的几何：弧长与曲率

¶ 弧长

如何计算正则参数曲线(所有点都正则)
−→r = −→r (t)(a ≤ t ≤ b) 的长度？用折线逼近！

Length = lim
∆→0

n∑
i=1

|−→r (ti)−−→r (ti−1)| = lim
∆→0

∑
|−→r ′(ti−1)| (ti − ti−1) =

ˆ b

a

|−→r ′(t)| dt.

其中用到近似 |−→r (ti)−−→r (ti−1)| ≈ |−→r ′(ti−1)| (ti − ti−1)。
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例 2.6.5: 螺旋线弧长

计算曲线 −→r (t) = ⟨cos t, sin t, t⟩, 0 ≤ t ≤ 2π 的长度。

解： 由 −→r ′(t) = ⟨− sin t, cos t, 1⟩ 可得

|−→r ′(t)| =
√
(− sin t)2 + (cos t)2 + 12 =

√
2.

于是曲线长度为l =
´ 2π
0

√
2dt = 2

√
2π. □

注 2.6.6

• 【平面曲线】平面曲线 y = f(x)(a ≤ x ≤ b)可被参数化为


x = t

y = f(t)

z = 0

, 其

中a ≤ t ≤ b。于是其长度为

l =

ˆ b

a

√
1 + (f ′(x))2dx.

• 【逐段光滑】若曲线分几段处处可导（但连接点处仅连续），可分段为逐段光滑
曲线，此时可以对每一段用上述公式计算长度。

• 【参数无关】曲线长度不依赖于参数的选取：若 u : [α, β]→ [a, b]是可导的增函

数，则 −→r = −→r (t) 可被重新参数化为

−→γ = −→r (u(τ)), (α ≤ τ ≤ β)

此时

|−→γ ′(τ)| = |−→r ′(u(τ))u′(τ)| = |−→r ′(u(τ))|u′(τ).

故 ˆ β

α

|−→γ ′(τ)| dτ =

ˆ β

α

|−→r ′(u(τ))|u′(τ)dτ =

ˆ b

a

|−→r ′(t)| dt.

¶ 弧长参数化

曲线是一个几何对象，参数化是我们看待/处理该曲线的手段。

Q：有没有一种比较好的（自然的）参数化？

A：有，用弧长作参数！

设 −→r = −→r (t) (a ≤ t ≤ b) 为正则曲线。对于任意 t，从起点 −→r (a) 到 −→r (t) 这一
段曲线的长度为

s(t) =

ˆ t

a

|−→r ′(τ)| dτ (a ≤ t ≤ b).
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于是得到函数 s : [a, b]→ [0, l]，其中 l 为 −→r 的长度。由 −→r 正则可知

s′(t) = |−→r ′(t)| > 0.

故由反函数定理，存在可微的反函数 t : [0, l]→ [a, b]。于是可以用弧长 s 作参数：

−→r = −→r (t(s)), 0 ≤ s ≤ l.

这个参数方程称为该曲线的弧长参数方程，它是一种自然的几何参数方程。由

−→r ′(s) = −→r ′(t(s))t′(s) =
−→r ′(t(s))

|−→r ′(t(s))|

可知 −→r ′(s) 是 −→r (s) 处的单位切向量。记号：−̇→r (s) = d
ds
−→r (s), −̈→r (s) = d2

ds2
−→r (s)。

例 2.6.7

考虑曲线 −→r (t) = ⟨cos t, sin t, t⟩, 0 ≤ t ≤ 2π. 则由 |−→r ′(t)| =
√
2 可知弧长参数s(t) =

√
2t. 其反函数为t = s√

2
。故该曲线的弧长参数化为

−→r (s) = ⟨cos s√
2
, sin

s√
2
,
s√
2
⟩, 0 ≤ s ≤ 2

√
2π

¶ 曲线的曲率

有了切向量与弧长，就可以进一步研究曲线的“弯曲”程度。

定义 2.6.8: 曲率

设 −→r = −→r (t) 是具有连续二阶导数的正则曲线。对于任意 P0 =
−→r (t0)，称 P0 处

切线指关于弧长的变化率为曲线在该点处的曲率，即

k(P0) = lim
∆s→0

∣∣∣∣∆θ∆s

∣∣∣∣ .
其中 ∆θ 为切线角度的变化量（即切线夹角），∆s 为一小段弧的弧长。

【直观：“弯曲程度越大，则曲率越大”】

∆s

−→r ′(s)

−→r ′(s+∆s)

∆θ

曲率中心

R ≈ ∆s
∆θ

−→r ′(s)

−→r ′(s+∆s)

∆θ

切向量平移

∆θ 含义相同
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