
94 CHAPTER 2. 多元微分

那么，如何计算曲率呢？先考虑弧长参数 s。则由右上图可知∣∣∣−̇→r (s+∆s)− −̇→r (s)
∣∣∣ = 2 sin

∆θ

2
= ∆θ + o(∆θ),

从而弧长参数下曲率的计算公式为

k = lim
∆s→0

∣∣∣∣∆θ∆s

∣∣∣∣ = lim
∆s→0

∣∣∣−̇→r (s+∆s)− −̇→r (s)
∣∣∣

∆s
=
∣∣∣−̈→r (s)∣∣∣ .

如果不是弧长参数，该如何求曲率？[注意：s(t) 的反函数 t(s) 一般不易显式解出] 一种方

法是由 −̇→r (s) = d−→r
dt
· t′(s) =

−→r ′(t(s))

|−→r ′(t(s))| 直接对s求导，其公式与计算过程见课本 P102 开

头，较为复杂。另一种略微简单的推导如下：由 −→r ′(t) = −̇→r (s)s′(t)可得

−→r ′′(t) = −̈→r (s)(s′(t))2 + −̇→r (s)s′′(t).

两边与 −→r ′(t) = −̇→r (s)s′(t) 做叉乘：

−→r ′(t)×−→r ′′(t) = (−̇→r (s)s′)× (−̈→r (s)(s′)2 + −̇→r s′′) = (s′)3(−̇→r (s)× −̈→r (s)).

由于
∣∣∣−̇→r (s)∣∣∣ = 1，结合推论2.6.2可得−̇→r (s) ⊥ −̈→r (s)。故

∣∣∣−̇→r × −̈→r ∣∣∣ = ∣∣∣−̇→r ∣∣∣ ∣∣∣−̈→r ∣∣∣ = 1·k = k。

最后，因为 s′(t) = |−→r ′(t)|，所以我们得到 一般参数下曲率的计算公式

k =
|−→r ′(t)×−→r ′′(t)|
|−→r ′(t)|3

.

注 2.6.9: 法向量

设 −̈→r (s) ̸= −→0，则由 −̈→r (s) ⊥ −̇→r (s)， −̇→r (s)×−̈→r (s) ⊥ −̇→r (s)。可知 −̈→r (s)和 −̇→r (s)×−̈→r (s)
为曲线在 −→r (s) 处的两个互相垂直的法向量！它们分别叫主法向量与次法向量。

例 2.6.10: 螺旋线曲率
−→r (t) = ⟨cos t, sin t, t⟩.

解：求导可得

−→r ′(t) = ⟨− sin t, cos t, 1⟩, −→r ′′(t) = ⟨− cos t,− sin t, 0⟩.

于是

|−→r ′(t)| =
√
2, −→r ′(t)×−→r ′′(t) = ⟨sin t,− cos t, 1⟩.

从而

k =

√
sin2 t+ cos2 t+ 1

(
√
2)3

=

√
2

2
√
2
=

1

2
.
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¶ 平面曲线的曲率

下设 −→r = −→r (t) = ⟨x(t), y(t)⟩ 是平面正则参数曲线。此时副法向量
−→
k (t) = −→r ′(s)×−→r ′′(s) =

−→r ′(t)×−→r ′′(t)

|s′(t)|3
=
⟨x′, y′, 0⟩ × ⟨x′′, y′′, 0⟩

|−→r ′(t)|3
=
⟨0, 0, x′y′′ − x′′y′⟩
(x′(t)2 + y′(t)2)3/2

.

我们称

k =
x′(t)y′′(t)− x′′(t)y′(t)
(x′(t)2 + y′(t)2)3/2

.

为该平面曲线的曲率。对于这种带符号的曲率，有着几何意义：

• k > 0 时，−→r ′,−→r ′′fi⟨0, 0, 1⟩ 成右手系 =⇒ 曲线向左弯（逆时针）

• k < 0 时，−→r ′,−→r ′′, ⟨0, 0, 1⟩ 成左手系 =⇒ 曲线向右弯（顺时针）。

例 2.6.11: 摆线x = a(t− sin t)

y = a(1− cos t)
(a > 0, 0 < t < 2π).

k =
(a− a cos t)(a cos t)− a sin t · a sin t

[(a− a cos t)2 + a2 sin2 t]3/2
=

a2(cos t− 1)

(2a2(1− cos t))3/2
=

−1
4a
∣∣sin t

2

∣∣ .
[书上符号弄反了！]

注 2.6.12: 显式与隐式平面曲线

1. 若平面曲线由 y = f(x) 给出，则

x = t

y = f(t)
代入可得：

k =
f ′′(x)

(1 + (f ′(x))2)3/2
.

2. 还可以考虑平面隐式曲线，即由 F (x, y) = 0 给出，其中 ∇F ̸= −→0。不妨设
Fy ̸= 0，则其隐函数 y = f(x) 可导，且由隐函数定理：

f ′(x) = −Fx(x, y)

Fy(x, y)
.

切线方程 y − y0 = f ′(x0)(x− x0)⇝ Fx(x0, y0)(x− x0) + Fy(x0, y0)(y − y0) = 0.

曲率计算（需要二阶导）：

f ′′(x) =
d

dx

(
−Fx

Fy

)
= − [Fxx + Fxyy

′]Fy − Fx[Fyx + Fyyy
′]

F 2
y

.

代入 y′ = −Fx/Fy 并整理得：

k =
−FxxF

2
y + 2FxyFxFy − FyyF

2
x

(F 2
x + F 2

y )
3/2

.

注意：由对称性可知，对 Fx ̸= 0 所得方程及曲率表达式完全一样！



96 CHAPTER 2. 多元微分

2.7 多元函数 Taylor 展开及应用

2.7.1 多元函数的 Taylor 展开

我们知道，若多元函数可微，则它有线性逼近。例如对于二元函数：

f(x, y) = f(x0, y0) + fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0)︸ ︷︷ ︸
线性逼近 = ”一次函数逼近”

+o
(√

(x− x0)2 + (y − y0)2
)

接下来很自然的事情是：用多次多项式函数，构建更好的逼近。在数分（B1）中，大

家已经学过相应的理论，即若 y = φ(x) 是 n 阶可微的，则

φ(x) = φ(x0)+φ
′(x0)(x−x0)+

1

2!
φ′′(x0)(x−x0)2+· · ·+

1

n!
φ(n)(x0)(x−x0)n+o((x−x0)n),

且若φ是n+ 1阶可导，则余项具有形式o((x− x0)n) = 1
(n+1)!

φ(n+1)(x0 + θ(x− x0)).
对于多元函数而言，理论非常类似。唯一的区别在于：多元函数有多个一阶偏导，

更多的二阶偏导（m2个），非常多的三阶偏导... 所以， Taylor 展开的形式就更复杂

了！

定理 2.7.1: 多元函数 Taylor 展开

设 f 是定义在点 P0 的邻域 D 上的 m 元函数，且 f ∈ Cn+1(D)（即所有 n+ 1 阶偏

导数都连续）。设 P ∈ D，且 P, P0 的连线在 D 内。记
−−→
P0P = ⟨h1, h2, . . . , hm⟩。则

f(P ) = f(P0) +
m∑
i=1

f ′
xi
(P0)hi +

1

2!

m∑
i,j=1

f ′′
xixj

(P0)hihj + . . .

+
1

n!

m∑
i1,...,in=1

f (n)
xi1

...xin
(P0)hi1 . . . hin +Rn

其中余项 Rn 可以写成 Lagrange 形式：

Rn =
1

(n+ 1)!

m∑
i1,...,in+1=1

f (n+1)
xi1

...xin+1
(P0 + θ

−−→
P0P )hi1 . . . hin+1 , (0 < θ < 1)

D

P0

P

P0 + θ
−−→
P0P

(0 < θ < 1)
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在证明 Taylor展开前，先给出多元函数的中值公式（请把它引理2.4.16作对比！）。

定理 2.7.2: 多元函数微分中值定理

设 f 是定义在 P0 的邻域 D 上的 m 元 C1 函数。若 P ∈ D 且线段 P0P ⊂ D，则

∃0 < θ < 1 使得

f(P )− f(P0) =
m∑
i=1

hif
′
xi
(P0 + θ

−−→
P0P ) = ∇f(P0 + θ

−−→
P0P ) ·

−−→
P0P

其中
−−→
P0P = ⟨h1, . . . , hm⟩。

注 2.7.3

向量值函数没有类似的中值公式：

取−→r (t) = ⟨cos t, sin t⟩，则−→r (2π)−−→r (0) = −→0，但不存在θ使得−→r ′(θ) =
−→
0 .

但是，向量值函数满足微分中值不等式，见本章综合习题第12题。

证明： 将线段 P0P 参数化为 P0 + t
−−→
P0P (0 ≤ t ≤ 1)，则 f 在线段上的限制是

φ(t) = f(P0 + t
−−→
P0P )

这是一个一元函数。应用一元函数中值定理，可知存在0 < θ < 1使得

f(P )− f(P0) = φ(1)− φ(0) = φ′(θ) =
m∑
i=1

f ′
xi
(P0 + θ

−−→
P0P ) · hi.

□

多元函数 Taylor 公式的证明： 同样的方法，令 φ(t) = f(P0 + t
−−→
P0P )。则

f(P ) = φ(1) = φ(0) + φ′(0) +
1

2!
φ′′(0) + · · ·+ 1

n!
φ(n)(0) +

1

(n+ 1)!
φ(n+1)(θ)

再由链式法则，注意
−−→
P0P = ⟨h1, . . . , hm⟩ 是常向量：

φ′(0) =
m∑
i=1

hif
′
xi
(P0)

φ′′(0) =

[
m∑
i=1

hifxi
(P0 + t

−−→
P0P )

]′
t=0

=
m∑
i=1

hi

(
m∑
j=1

f ′′
xixj

(P0)hj

)
=

m∑
i,j=1

f ′′
xixj

(P0)hihj

归纳可得所有 φ(k)(0) 的公式，即得结论。 □
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例 2.7.4: Taylor 展开计算

求 f(x, y) = ex cos y 在 P0 = (0, 0) 处的 Taylor 展开（到二阶）。

解： 法一（直接求导）：

• f(0, 0) = 1

• fx = ex cos y =⇒ fx(0, 0) = 1

• fy = −ex sin y =⇒ fy(0, 0) = 0

• fxx = ex cos y =⇒ fxx(0, 0) = 1

• fxy = −ex sin y =⇒ fxy(0, 0) = 0

• fyy = −ex cos y =⇒ fyy(0, 0) = −1

代入公式可得

ex cos y = 1 + (1 · x+ 0 · y) + 1

2
(1 · x2 + 2 · 0 · xy + (−1)y2) + o(ρ2)

= 1 + x+
1

2
x2 − 1

2
y2 + o(x2 + y2)

法二（利用已知的一元展开）：

ex = 1 + x+
1

2
x2 + o(x2), cos y = 1− 1

2
y2 + o(y2)

相乘（注意保留到二次项）：

ex cos y =

(
1 + x+

1

2
x2 + o(x2)

)(
1− 1

2
y2 + o(y2)

)
= 1− 1

2
y2 + x− 1

2
xy2 +

1

2
x2 − 1

4
x2y2 + . . .

= 1 + x+
1

2
x2 − 1

2
y2 + o(x2 + y2)

法三（复数技巧）： 此函数背后藏着复数！根据

z = x+ iy =⇒ ez = ex(cos y + i sin y)

可得

ex cos y = Re(ez) = Re

(
1 + z +

1

2
z2 + o(|z|2)

)
= Re

(
1 + (x+ iy) +

1

2
(x2 − y2 + 2ixy)

)
+ . . .

= 1 + x+
1

2
(x2 − y2) + o(x2 + y2)

同理可以展开更多项！ □
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2.7.2 多元函数的极值

¶ 极值点，驻点

类似于一元函数，可以用微分/导数研究多元函数的极值问题。

定义 2.7.5: 极值

若 ∃P0 的邻域 D 使得 f(P ) ≥ f(P0),∀P ∈ D，则称 P0 是 f 的极小值点。反之

称为极大值点。统称极值点。

极大值点

极大值点
鞍点（不是极值点）

极小值点

类似于一元函数，一阶导（偏导）是判定一点是否是极值点的必要但不充分条件。

定理 2.7.6: 极值的必要条件

若 P0 是 f 的极值点，并且 fx1(P0), . . . , fxm(P0) 都存在，则

fx1(P0) = · · · = fxm(P0) = 0

这样的点称为驻点。

证明： 若 f 在 P0 处取极值，则 f 在每条坐标轴方向曲线上也都在 P0 处取极值，于

是 f 的所有偏导数在 P0 处为 0。 □

注 2.7.7

驻点只是极值点的必要条件，但不能仅用驻点就分辨极大与极小。例如，

• f(x, y) = x2 + y2 在 (0, 0) 是极小值点。

• f(x, y) = −x2 − y2 在 (0, 0) 是极大值点。

• f(x, y) = y3 在(a, 0)处既不是极大值点也不是极小值点。

• f(x, y) = x2 − y2 在 (0, 0) 是驻点，但不是极值点，而是 鞍点。
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