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3.1 二重积分

3.1.1 长方形区域上的积分

¶ 回顾一元积分理论

考虑 [a, b] 上函数的Riemann积分，其定义可分为三步（“Riemann三板斧”）：

第1步 常数 C 的积分定义为
´ b
a
Cdx = C(b− a)。

第2步 将 [a, b]细分 P : a = x0 < x1 < · · · < xn = b，使得每个区间长度 ∆xk = xk−xk−1

都充分小（且 ∆xk → 0）。

要点：若 f 连续（或有界且只在少量点处不连续），则 f 在（几乎）每个小区间 [xk−1, xk]

上几乎是常数，于是由第1步可知
ˆ xk

xk−1

f(x)dx ≈
ˆ xk

xk−1

f(x∗k)dx = f(x∗k)(xk − xk−1), 其中 x∗k ∈ [xk−1, xk]

第3步 将这些量叠加并求极限【极限的存在性是由(一致)连续性保证的】，就得到函数 f(x) 在

[a, b] 上的积分 ˆ b

a

f(x)dx = lim
n→∞

n∑
k=1

f(x∗k)∆xk

性质 3.1.1: 一元函数积分的基本性质

• [线性性]
´ b
a
(αf + βg)dx = α

´ b
a
fdx+ β

´ b
a
gdx。

• [保序性] f ≤ g =⇒
´ b
a
fdx ≤

´ b
a
gdx 。

• [中值定理] 若 f 连续，则 ∃ξ ∈ [a, b] 使得
´ b

a
f(x)dx = f(ξ)(b− a)。

• [可加性]
´ b
a
fdx =

´ c
a
fdx+

´ b
c
fdx 。

¶ 矩形上二重积分的定义

对于二维长方形区域 R = [a, b]× [c, d]，我们同样可以祭起Riemann三板斧，

第1步 常数 C 的积分 定义为
˜

R
Cdxdy = C · Area(R) = C(b− a)(d− c)

• 几何意义： 底面为 R，高为 C 的长方体体积。

• 物理意义： 密度为 R 的长方形物体质量。

第2步 将 R 细分，即 R =
⋃

i,j Rij，其中每个小矩形 Rij = [xi, xi+1]× [yj, yj+1]都充分小

• x 轴方向：Px : a = x0 < x1 < · · · < xn = b （每个 ∆xi = xi+1 − xi 都很小）
• y 轴方向：Py : c = y0 < y1 < · · · < ym = d （每个 ∆yj = yj+1 − yj 都很小）
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Rij

∆Rij

要点： 设 f 连续，且 ∆xi,∆yj 都充分小，则 f 在 Rij 上几乎是常数，从而¨
Rij

f(x, y)dxdy ≈
¨

Rij

f(P ∗
ij)dxdy = f(P ∗

ij)∆Rij

第3步 将这些量叠加并求极限，就得到函数 f(x, y) 在矩形 R 上的积分：

定义 3.1.2: 矩形R上的二重积分

¨
R

f(x, y)dxdy := lim
n,m→∞

n−1∑
i=0

m−1∑
j=0

f(P ∗
ij)∆Rij (†)

右边的和式称为黎曼和。

当然，上述极限的存在性并非不证自明的。对于连续函数，可以证明极限总存在：

命题 3.1.3: 可积性

设 f 在 R = [a, b]× [c, d] 上连续，则极限 (†) 存在。

证明思路： 由于 f 在有界闭集 R 上连续，可以证明它一致连续，即

对于任意ε > 0, 存在δ > 0 (仅依赖于ε)使得只要 d(P,Q) < δ，就有 |f(P ) −
f(Q)| < ε。

取m,n充分大，使得每个Rij的直径都小于δ。设 Uij 和 Lij 分别是 f 在 Rij 上的最大值

和最小值，则 0 ≤ Uij − Lij ≤ ε。这说明Darboux上和U(n,m)与下和L(n,m)满足

L(n,m) =
n−1∑
i=0

m−1∑
j=0

Lij∆Rij ≤
n−1∑
i=0

m−1∑
j=0

f(P ∗
ij)∆Rij ≤

n−1∑
i=0

m−1∑
j=0

Uij∆Rij = U(n,m)

且

U(n,m)− L(n,m) =
n−1∑
i=0

m−1∑
j=0

(Uij − Lij)∆Rij ≤ ε
∑∑

∆Rij = ε(b− a)(d− c)

另一方面，如果把 n×m 划分加密为 2n× 2m 划分，显然有

L(n,m) ≤ L(2n, 2m) ≤ · · · ≤ U(2n, 2m) ≤ U(n,m).

于是由单调有界原理可知在加倍划分下极限存在。对于更一般的划分，上述极限点存

在性可通过“公共加细”的方法证明，此处略去该技术性细节。 □
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跟一元积分类似，矩形上的积分有如下基本性质：

性质 3.1.4: 矩形上的积分基本性质

1. [线性性]
˜

R
(αf + βg) = α

˜
f + β

˜
g。

2. [保序性] f ≤ g =⇒
˜

R
f ≤
˜

R
g。

3. [可加性] 若 a < e < b，则
˜

[a,b]×[c,d]
f =
˜

[a,e]×[c,d]
f +
˜

[e,b]×[c,d]
f。

4. [中值定理] 若 f 连续，则 ∃P ∈ R 使得
˜

R
fdxdy = f(P ) · (b− a)(d− c)。

证明： 前三条是比较显然的，仅证明(4)：由连续性以及 R 有界闭可知 ∃P1, P2 ∈ R 使
得 f(P1) ≤ f(x, y) ≤ f(P2)。于是 f(P1)Area(R) ≤

˜
f ≤ f(P2)Area(R)，即

1
Area(P )

˜
f是

介于f(P1)和f(P2)之间的一个数。再由R的连通性和连续函数的介值性就得到该结论。

□

¶ 矩形二重积分化为累次积分

那么怎么算
˜

R
f(x, y)dxdy？在一元微积分里，算

´ b
a
f(x)dx 的方法是求原函数

F，然后计算F (b) − F (a)。对于多元函数而言，并不存在这样一个“原函数”使得它

在某点的值给出了所求的积分1。不过，我们可以通过把二重积分转化为累次积分的方

法，用一元微积分的技巧去计算。

累次积分的原理：在 (†) 中，选取特定的点 P ∗
ij = (ξi, ηj)。则黎曼和变成∑

i

∑
j

f(ξi, ηj)∆xi∆yj =
n−1∑
i=0

(
m−1∑
j=0

f(ξi, ηj)∆yj

)
∆xi

若令 φ(x) =
´ d
c
f(x, y)dy，则由一元微积分，

φ(ξi) =

ˆ d

c

f(ξi, y)dy ≈
m−1∑
j=0

f(ξi, ηj)∆yj

于是∑
i

∑
j

f(ξi, ηj)∆xi∆yj ≈
n−1∑
i=0

φ(ξi)∆xi →
ˆ b

a

φ(x)dx =

ˆ b

a

(ˆ d

c

f(x, y)dy

)
dx

另一方面，上式左边的Riemann和的极限应该是
˜

R
f(x, y)dxdy。所以，我们要算的二

重积分
˜

R
f(x, y)dxdy就等于上式右端的累次积分。换而言之，在计算二重积分时，可

以先把f(x, y)当做y的函数（有点像求偏导数时的情形）进行积分，所得的结果此时是一个

关于x的函数，对它再进行积分就得到矩形上二重积分的值。

同理，在上述过程中也可以先算x积分（得到y的函数），后算y积分，从而我们得到

1在一定意义下确实可以建立内部积分与边界积分之间的关系，这是下一章的主题。
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定理 3.1.5: Fubini 定理 (矩形情形)

¨
R

f(x, y)dxdy =

ˆ b

a

(ˆ d

c

f(x, y)dy

)
dx =

ˆ d

c

(ˆ b

a

f(x, y)dx

)
dy

先积 y (定 x)
´
(
´
fdy)dx

先积 x (定 y)
´
(
´
fdx)dy

注 3.1.6

变量与上下限要配对，
´ b
a
(
´ d
c
f(x, y)dy)dx ̸=

´ b
a
(
´ d
c
f(x, y)dx)dy。

例 3.1.7: 计算二重积分

I =
˜

R
xydxdy, R = [1, 2]× [0, 1]。

解： 先对 x 积分（把 y 当常数）：

I =

ˆ 1

0

(ˆ 2

1

xydx

)
dy =

ˆ 1

0

[
1

2
x2y

]x=2

x=1

dy =

ˆ 1

0

3

2
ydy =

[
3

4
y2
]1
0

=
3

4

或者先对 y 积分：

I =

ˆ 2

1

(ˆ 1

0

xydy

)
dx =

ˆ 2

1

[
1

2
xy2
]y=1

y=0

dx =

ˆ 2

1

x

2
dx =

[
x2

4

]2
1

=
3

4

□

例 3.1.8: 选择合适的积分顺序

I =
˜

R
x cos(xy)dxdy, R = [0, π]× [0, 1]。

解： 若先对 x 积分，可得

I =

ˆ 1

0

ˆ π

0

x cos(xy)dxdy =

ˆ 1

0

[
x
1

y
sin(xy)|πx=0 −

ˆ π

0

1

y
sin(xy)dx

]
dy = · · ·

需要分部积分，较繁琐(可以算出来)。若先对 y 积分，则很简单：

I =

ˆ π

0

(ˆ 1

0

x cos(xy)dy

)
dx =

ˆ π

0

[sin(xy)]y=1
y=0 dx =

ˆ π

0

sinxdx = 2

【由此可见，选择合适的顺序开始计算非常重要！】 □
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3.1.2 一般区域 D 上的积分

¶ 一般区域 D 上积分的定义

从区间的积分到长方形上的积分，基本上是“自然推广”，虽然维数上升了，但通

过累次积分的方法，还是还原到了一元函数积分。那么，多重积分理论里面，新的现

象是什么？二维跟一维相比，最大的新现象在于积分区域：一维时本质上都是在区间

上积分，二维时可以在各种奇形怪状上积分！

现设 D 为平面有界闭区域。跟之前类似，可以祭起我们的Riemann三板斧：

第1步 定义常数 C 的积分为
˜

D
Cdxdy = C · Area(D)。

• 几何意义/物理意义同前

第2步 分割+逼近：把区域D分成很多小块Dij，使得每个Dij的直径充分小，从而¨
Dij

f(x, y)dxdy ≈ f(P ∗
ij)Area(Dij)

第3步 求黎曼和的极限，得到f(x, y) 在 D 上的积分¨
D

f(x, y)dxdy = lim
Dij→0

∑
f(P ∗

ij)Area(Dij)

特别的，区域面积就是1的积分：Area(D) =
˜

D
1dxdy.

注 3.1.9: 多元微积分中的爱情故事(上)

这就是为什么当你的另一半想精确知道你到底有多爱她/他时，会不小心“割碎”你

的心。割得越碎，答案才约精确！

D

¶ Jordan 可测集

但是，这里还有一个意料之外的新现象需要小心处理：对于一般的平面点集 D，

它的面积是什么？事实上，并非任意点集都可以定义面积。

怎么判定一个区域是否有面积，以及对于有面积的区域，其面积是怎么定义的？

因为面积本质上就是常数 1 的积分，所以我们可以借用定义黎曼积分的方式[何时黎曼积分

存在？“Darboux上和”=“Darboux下和”。何时面积存在？“上面积”=“下面积”]：

设 D 是有界集， D ⊂ [a, b]× [c, d]。将后者细分成很多边长为 h 的小正方形。令
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• AL(h,D) =完全包含在 D 内的方块(对于心形，就是上图中那些蓝色正方形)的面积和。

• AU(h,D) =与 D 有交集的方块(对于心形，就是上图中那些蓝色和红色正方形)的面积和。

显然 AL(h,D) ≤ AL(
1
2
h,D) ≤ · · · ≤ AU(

1
2
h,D) ≤ AU(h,D)。

于是自然考虑“下面积”和“上面积”

AL(D) := lim
h→0

AL(h,D), AU(D) := lim
h→0

AU(h,D).

定义 3.1.10: Jordan 测度

若AL(D) = AU(D)，则称D是 Jordan可测集（即“有面积”集），且称A(D) =

AL(D) = AU(D) 为其 Jordan 测度（即面积）。

注 3.1.11

事实上，D 是 Jordan 可测集 ⇐⇒ ∂D 是 Jordan 可测且其 Jordan 测度为零。

关于面积，有以下基本性质：

性质 3.1.12: 面积的基本性质

1. 若 D1 ⊂ D2 且都有面积，则 Area(D1) ≤ Area(D2)。

2. 若 D1, D2 都有面积只在边界上相交，则 Area(D1 ∪ D2) = Area(D1) +

Area(D2)。

3. Area(矩形 [a, b]× [c, d]) = (d− c)(b− a)。

例 3.1.13: 无面积集示例

D = Q2 ∩ ([0, 1]× [0, 1]) = {(x1, x2) | x1, x2 ∈ Q, 0 ≤ x1, x2 ≤ 1}。
则对于任意分割，均有：

• AL(h,D) = 0 （因为每个方块内都有无理点，不可能完全包含在 D 内）。

• AU(h,D) = 1 （因为每个方块都是边界块！）。

故 AL(D) = 0 ̸= AU(D) = 1，从而 D 不是 Jordan 可测集。

例 3.1.14: 圆盘的可测性

D = {(x, y) | x2 + y2 ≤ 1}。当 h 充分小时，作半径分别为 1− 2h 和 1 + 2h的两个辅

助圆。则“所有内部块”合在一起包含了半径为 1− 2h的小圆，而“所有内部和边界

块” 均包含于半径为 1 + 2h 的大圆中。故

π(1− 2h)2 ≤ AL(h,D) ≤ AU(h,D) ≤ π(1 + 2h)2

令 h→ 0 可得 AL(D) = AU(D) = π。
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