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第一章 Introduction

1.1 凝聚态物理中的输运现象
1.2 主要内容
1.3 参考资料



凝聚态物理中的输运现象

输运：外“力”作用下导致的物质／电荷／自旋／能量流动
实际用途：电能、电子器件、· · ·
输运性质包含了丰富的物理，也是探索物理性质的重要手段

能带结构
器件结构
拓扑性质
相互作用
· · ·



主要内容
能带结构

Bloch定理以及 Bloch电子性质
能带计算
量子结构中的能带

凝聚态系统对电磁场响应的一般理论
体材料中的扩散性输运：Boltzmann方程
量子结构中的弹道输运
磁输运现象：量子 Hall效应
拓扑绝缘体

几何相位
拓扑绝缘体

超导现象



参考资料

《凝聚态物理学（上）》，冯端、金国钧，高等教育出版社，（2006）。
“Solid State Properties”, M. Dresselhaus et. al., Springer, (2018).
“A Short Course on Topological Insulators”, J. K. Asbóth et. al.,
Springer, (2016).
“Wave-packet dynamics in slowly perturbed crystals: Gradient
corrections and Berry-phase effects”, G. Sundaram and Q. Niu,
PRB 59, 14915 (1999).

基础课程
普物、四大力学
固体物理



第二章 Bloch电子性质

2.1 Bloch电子
2.2 Bloch波包的运动
2.3 有效质量近似
2.4 量子结构中的能带计算：紧束缚近似
2.5 能带例子：金属
2.6 能带例子：半导体
2.7 二维材料



Bloch理论的近似

H𝑐𝑟 𝑦𝑠𝑡𝑎𝑙 =
∑
𝐼
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𝐼 𝐽

𝑍𝐼𝑍𝐽𝑒
2

𝜖0 |𝑹𝐼 − 𝑹𝐽 |
�� ��原子核

+
∑
𝑖

𝒑2
𝑖

2𝑚𝑒
+
∑
𝑖< 𝑗

𝑒2

𝜖0 |𝒓𝑖 − 𝒓 𝑗 |
−
∑
𝐼𝑖

𝑍𝐼𝑒
2

𝜖0 |𝒓𝑖 − 𝑹𝐼 |
�� ��电子＋电子－核

绝热近似
独立电子近似：电子之间相互作用可忽略或者平均场近似
周期场近似



Bloch理论的近似
绝热近似

H𝑐𝑟 𝑦𝑠𝑡𝑎𝑙 = H𝑁 +H𝑒
�� ��H𝑒 里 𝑅𝐼 是不变的数

H𝑒 ({𝑹𝐼 }) =
∑
𝑖
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𝑖

2𝑚𝑒
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∑
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独立电子近似：电子之间相互作用可忽略或者平均场近似

H𝑒 =
∑
𝑖

[ 𝒑2
𝑖

2𝑚𝑒
+𝑉 (𝒓𝑖 |{𝑹𝐼 })

]
=
∑
𝑖

H0(𝒓𝑖)

周期场近似

H0 =
𝒑2

2𝑚𝑒
+𝑉 (𝒓) 𝑉 (𝒓 + 𝑹𝑙) = 𝑉 (𝒓)

𝑹𝑙 = 𝑙1𝒂1 + 𝑙2𝒂2 + 𝑙3𝒂3为 Bravais格矢。



系统态和单粒子态
在上述近似下，系统本征态可以用单粒子态表示

H𝑒Ψ(𝒓1, · · · , 𝒓𝑁𝑒 ) = EΨ(𝒓1, · · · , 𝒓𝑁𝑒 )
H𝑒 (𝒓1, · · · , 𝒓𝑁𝑒 ) =

∑
𝑖

H0(𝒓𝑖)

H0𝜓𝑠 (𝒓) = 𝜀𝑠𝜓𝑠 (𝒓)

H𝑒Ψ(𝒓1, · · · , 𝒓𝑁𝑒 ) = EΨ(𝒓1, · · · , 𝒓𝑁𝑒 )

Ψ(𝒓1, 𝒓2, · · · , 𝒓𝑁𝑒 ) =
1
√
𝑁𝑒!

∑
𝑃

(−)𝑃𝑃𝜓𝑠1 (𝒓1)𝜓𝑠2 (𝒓2) · · ·𝜓𝑠𝑁𝑒
(𝒓𝑁𝑒 )

E =
∑
𝑖

𝜀𝑠𝑖

+ 系统基态是费米球／费米海
+ 系统的低能激发态是在费米面附近的粒子－空穴激发
+ 平衡时电子服从费米分布



Bloch定理
单粒子本征波函数是 Bloch波函数

H0 =
𝒑2

2𝑚
+𝑉 (𝒓) 𝑉 (𝒓 + 𝑹𝑙) = 𝑉 (𝒓)

𝑇 (𝑹𝑙) 𝑓 (𝒓) = 𝑓 (𝒓 + 𝑹𝑙) [𝑇 (𝑹𝑙),H0] = 0

H0 |𝜓𝑛𝒌 〉 = 𝜀𝑛 (𝒌) |𝜓𝑛𝒌 〉 𝑇 (𝑹𝑙) |𝜓𝑛𝒌 〉 = 𝑒
𝑖𝒌 ·𝑹𝑙 |𝜓𝑛𝒌 〉

𝜓𝑛𝒌 (𝒓) = 〈𝒓 |𝜓𝑛𝒌 〉 = 𝑒
𝑖𝒌 ·𝒓𝑢𝑛𝒌 (𝒓)

�� ��𝑛：能带指标；𝒌 平移算符本征值指标

𝜓𝑛𝒌 (𝒓 + 𝑹𝑙) = 𝑒𝑖𝒌 ·𝑹𝑙𝜓𝑛𝒌 (𝒓) 𝑢𝑛𝒌 (𝒓 + 𝑹𝑙) = 𝑢𝑛𝒌 (𝒓)

𝑇 (𝑹𝑙) |𝜓𝑛𝒌+𝑮𝑚
〉 = 𝑒𝑖 (𝒌+𝑮𝑚 ) ·𝑹𝑙 |𝜓𝑛𝒌+𝑮𝑚

〉 = 𝑒𝑖𝒌 ·𝑹𝑙 |𝜓𝑛𝒌+𝑮𝑚
〉

|𝜓𝑛𝒌+𝑮𝑚
〉 = |𝜓𝑛𝒌 〉 𝜀𝑛 (𝒌) = 𝜀𝑛 (𝒌 + 𝑮𝑚)

𝑮𝑚 = 𝑚1𝒃1 + 𝑚2𝒃2 + 𝑚3𝒃3为倒格矢。
+ 𝒌 可以取在第一布里渊区里。



Bloch bundle

H0 |𝜓𝑛𝒌 〉 =
[ 𝒑2

2𝑚
+𝑉 (𝒓)

]
𝑒𝑖𝒌 ·𝒓 |𝑢𝑛𝒌 〉 =

[ (−𝑖ℏ∇)2
2𝑚

+𝑉 (𝒓)
]
𝑒𝑖𝒌 ·𝒓 |𝑢𝑛𝒌 〉

= 𝑒𝑖𝒌 ·𝒓
[ (ℏ𝒌 − 𝑖ℏ∇)2

2𝑚
+𝑉 (𝒓)

]
|𝑢𝑛𝒌 〉

= 𝜀𝑛 (𝒌)𝑒𝑖𝒌 ·𝒓 |𝑢𝑛𝒌 〉

𝜀𝑛 (𝒌) |𝑢𝑛𝒌 〉 =
[ (ℏ𝒌 − 𝑖ℏ∇)2

2𝑚
+𝑉 (𝒓)

]
|𝑢𝑛𝒌 〉 = H0(𝒌) |𝑢𝑛𝒌 〉

+ Bloch电子本征态可以看成一族以 𝒌 为参数的本征态，对于
某个确定的能带，每个 𝒌 对应一个本征波函数 |𝑢𝑛𝒌 〉。

+ 整个布里渊区所有 𝒌的波函数合起来形成一个抽象的几何结
构称为 Bloch bundle。

+ Bloch bundle可能具有特别的拓扑性⇒拓扑绝缘体。



Bloch bundle

|𝜓𝑛𝒌 〉 = |𝜓𝑛𝒌+𝑮 〉 ⇒ 𝑒𝑖𝒌 ·𝒓𝑢𝑛𝒌 = 𝑒𝑖 (𝒌+𝑮 ) ·𝒓𝑢𝑛𝒌+𝑮

𝑢𝑛𝒌 (𝒓) = 𝑒
𝑖𝑮 ·𝒓𝑢𝑛𝒌+𝑮 (𝒓) ⇒ 𝑢𝑛𝒌+𝑮 (𝒓) = 𝑒

−𝑖𝑮 ·𝒓𝑢𝑛𝒌 (𝒓)

𝑢𝑛𝒌 (𝒓) 和 𝑢𝑛𝒌+𝑮 (𝒓) 相差一个规范变换，有相同的本征能量

𝜀𝑛 (𝒌)𝑢𝑛𝒌 (𝒓) = H(𝒌)𝑢𝑛𝒌 =
[ (ℏ𝒌 − 𝑖ℏ∇)2

2𝑚
+𝑉 (𝒓)

]
𝑢𝑛𝒌 (𝒓)

𝜀𝑛 (𝒌 + 𝑮)𝑢𝑛𝒌+𝑮 (𝒓) = H(𝒌 + 𝑮)𝑢𝑛𝒌+𝑮

=
[ (ℏ𝒌 + ℏ𝑮 − 𝑖ℏ∇)2

2𝑚
+𝑉 (𝒓)

]
𝑢𝑛𝒌+𝑮

=
[ (ℏ𝒌 + ℏ𝑮 − 𝑖ℏ∇)2

2𝑚
+𝑉 (𝒓)

]
𝑒−𝑖𝑮 ·𝒓𝑢𝑛𝒌 (𝒓)

= 𝑒−𝑖𝑮 ·𝒓
[ (ℏ𝒌 − 𝑖ℏ∇)2

2𝑚
+𝑉 (𝒓)

]
𝑢𝑛𝒌 (𝒓) = 𝜀𝑛 (𝒌)𝑒

−𝑖𝑮 ·𝒓𝑢𝑛𝒌 (𝒓)



第一布里渊区的拓扑以及物理后果

+ 𝒌 ⇔ 𝒌 + 𝑮：第一布里渊区是周期的
+ 第一布里渊区（Bloch bundle的底流形）为环面
一维为圆；二维为游泳圈面；· · ·

+ 物理后果：Bloch振荡，𝑈-过程，· · ·
不考虑散射，真空中电子在均匀电场下作用下做匀加速运动
不考虑散射，晶体中的电子在均匀电场作用下其波矢（准动
量）匀速改变（ ¤𝑘 = −𝑒𝐸/ℏ），但速度和位置都是周期振荡，此
即 Bloch振荡
直流电场导致交流电流
Bloch振荡是第一布里渊区的非平凡拓扑性的体现



周期性边界条件

原胞基矢：𝒂1, 𝒂2, 𝒂3
原胞体积 Ω = (𝒂1 × 𝒂2) · 𝒂3；
倒格子基矢：𝒃1 = 2𝜋

Ω 𝒂2 × 𝒂3，· · ·
𝒂𝑖 · 𝒃 𝑗 = 2𝜋𝛿𝑖 𝑗
第一布里渊区体积 =倒格子原胞体积 =(𝒃1 × 𝒃2) · 𝒃3 = (2𝜋 )3

Ω

〈𝜓
𝑛′𝒌 ′ |𝜓𝑛𝒌 〉 = 𝛿𝑛′𝑛𝛿𝒌 ′𝒌

𝜓𝑛𝒌 (𝒓) = 𝜓𝑛𝒌 (𝒓 + 𝐿1𝑒1) = 𝜓𝑛𝒌 (𝒓 + 𝐿2𝑒2) = 𝜓𝑛𝒌 (𝒓 + 𝐿3𝑒3)

𝐿1 = 𝑁1 |𝒂1 |, · · ·
�� ��𝑁 = 𝑁1𝑁2𝑁3为总原胞数；𝑉 = 𝑁Ω为晶体总体积

1 = 𝑒𝑖𝒌 ·𝑁1𝒂1 = 𝑒𝑖𝑙12𝜋 · · ·

𝒌 =
𝑙1𝒃1

𝑁1
+ 𝑙2𝒃2

𝑁2
+ 𝑙3𝒃3

𝑁3
𝑙1, 𝑙2, 𝑙3 = 0,±1, · · ·



周期性边界条件

+ 𝒌 在倒空间里均匀地分布
+ 𝒌 ⇔ 𝒌 + 𝑮𝑚 ⇒可以把允许的 𝒌 限制在第一布里渊区

+ 每个 𝒌 占据的体积 =
(
𝒃1
𝑁1
× 𝒃2
𝑁2

)
· 𝒃3
𝑁3

= (2𝜋 )3
𝑁Ω = (2𝜋 )3

𝑉

每个允许的 𝒌 占据非常小的体积
+ 求和化积分∑

𝒌

𝑓 (𝒌) =
ˆ ˆ ˆ

𝑑3𝒌

(2𝜋)3/𝑉
𝑓 (𝒌) = 𝑉

(2𝜋)3

ˆ ˆ ˆ
𝑑3𝒌 𝑓 (𝒌)

⇒
ˆ
𝑑𝒌 𝑓 (𝒌)

�� ��大多数文献把系数省略，简写为左式



正交性归一性

𝛿𝑛′𝑛𝛿𝒌 ′𝒌 = 〈𝜓
𝑛′𝒌 ′ |𝜓𝑛𝒌 〉 =

ˆ
𝑉
𝑑𝒓 𝑒−𝑖𝒌

′ ·𝒓𝑢∗
𝑛′𝒌 ′
(𝒓)𝑒𝑖𝒌 ·𝒓𝑢𝑛𝒌 (𝒓)

=
∑
𝑖

ˆ
Ω
𝑑𝒓 𝑒𝑖 (𝒌−𝒌

′ ) ·𝑹𝑖+𝑖 (𝒌−𝒌
′ ) ·𝒓𝑢∗

𝑛′𝒌 ′
(𝒓 + 𝑹𝑖)𝑢𝑛𝒌 (𝒓 + 𝑹𝑖)

=
∑
𝑖

𝑒𝑖 (𝒌−𝒌
′ ) ·𝑹𝑖

ˆ
Ω
𝑑𝒓 𝑒𝑖 (𝒌−𝒌

′ ) ·𝒓𝑢∗
𝑛′𝒌 ′
(𝒓)𝑢𝑛𝒌 (𝒓)

= 𝑁𝛿𝒌 ,𝒌 ′
ˆ
Ω
𝑢∗𝑛′𝑘 (𝒓)𝑢𝑛𝑘 (𝒓)𝑑𝒓

�� ��不同 𝒌 的正交性由平移不变性决定

平移部分正交性的证明：
�



�
	𝒌 − 𝒌′ = 𝑙1𝒃1

𝑁1
+ · · ·∑

𝑖

𝑒𝑖 (𝒌−𝒌
′ ) ·𝑹𝑖 =

𝑁1−1∑
𝑖1=0

∑
𝑖2,𝑖3

exp
[
𝑖2𝜋

( 𝑖1𝑙1
𝑁1
+ 𝑖2𝑙2
𝑁2
+ 𝑖3𝑙3
𝑁3

)]
=

1 − 𝑒𝑖2𝜋𝑁1𝑙2/𝑁1

1 − 𝑒𝑖2𝜋𝑙1/𝑁1

1 − 𝑒𝑖2𝜋𝑁2𝑙2/𝑁2

1 − 𝑒𝑖2𝜋𝑙2/𝑁2

1 − 𝑒𝑖2𝜋𝑁3𝑙3/𝑁3

1 − 𝑒𝑖2𝜋𝑙3/𝑁3

= 𝑁1𝛿𝑙1,0𝑁2𝛿𝑙2,0𝑁3𝛿𝑙3,0 = 𝑁𝛿𝒌 ,𝒌 ′
�� ��离散的 Kronecker符号



离散变量的 Kronecker符号和连续变量的 𝛿函数
求和化积分时需要把离散变量的 Kronecker符号变为连续变量的
𝛿函数

𝛿𝒌 ,𝒌 ′ =

{
1 𝒌 = 𝒌′

0 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

∑
𝒌 ′
𝛿𝒌 ,𝒌 ′ = 1

�� ��[无量纲]

𝛿(𝒌 − 𝒌′) =
{
∞ 𝒌 = 𝒌′

0 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

ˆ ˆ ˆ
𝑑𝒌′𝛿(𝒌 − 𝒌′) = 1

𝛿𝒌 ,𝒌 ′ ⇒
1
𝐶
𝛿(𝒌 − 𝒌′)

�
�

�
�[𝛿(𝑥)] = [ 1

𝑥 ] 𝛿(𝒌) = [ 1
𝑘3 ] = [𝑉]

1 =
∑
𝒌 ′
𝛿𝒌 ,𝒌 ′ =

𝑉

(2𝜋)3

ˆ ˆ ˆ
𝑑3𝒌′

1
𝐶
𝛿(𝒌 − 𝒌′)

=
𝑉

(2𝜋)3
1
𝐶

⇒ 1
𝐶

=
(2𝜋)3
𝑉

𝛿𝒌 ,𝒌 ′ ⇒
(2𝜋)3
𝑉

𝛿(𝒌 − 𝒌′)
�� ��选择系数使得二者等价

1 =
∑
𝒌 ′
𝛿𝒌 ,𝒌 ′ =

ˆ
𝑑𝒌′𝛿(𝒌 − 𝒌′)

�� ��大多数文献简写



𝛿函数的性质ˆ
𝑑𝒌′ 𝑓 (𝒌′)𝛿(𝒌 − 𝒌′) = 𝑓 (𝒌)

ˆ
𝑑𝒌′ [ 𝑓 (𝒌′) − 𝑓 (𝒌)]𝛿(𝒌 − 𝒌′) = 𝑓 (𝒌) − 𝑓 (𝒌) = 0

+ [ 𝑓 (𝒌′) − 𝑓 (𝒌)]𝛿(𝒌 − 𝒌′) = 0

ˆ
𝑑𝒌′ 𝑓 (𝒌′)∇𝒌 ′𝛿(𝒌 − 𝒌′) =

ˆ
𝑑𝒌′{∇𝒌 ′ [ 𝑓 (𝒌

′)𝛿(𝒌 − 𝒌′)]

− [∇𝒌 ′ 𝑓 (𝒌
′)]𝛿(𝒌 − 𝒌′)}

= −
ˆ
𝑑𝒌′∇𝒌 ′ 𝑓 (𝒌

′)𝛿(𝒌 − 𝒌′) = −∇𝒌 𝑓 (𝒌)

+ 𝑓 (𝒌′)∇𝒌 ′𝛿(𝒌 − 𝒌′) = −[∇𝒌 ′ 𝑓 (𝒌
′)]𝛿(𝒌 − 𝒌′) = −[∇𝒌 𝑓 (𝒌)]𝛿(𝒌 − 𝒌′)

+ [ 𝑓 (𝒌′) − 𝑓 (𝒌)]∇𝒌 ′𝛿(𝒌 − 𝒌′) = −{∇𝒌 ′ [ 𝑓 (𝒌
′) − 𝑓 (𝒌)]}𝛿(𝒌 − 𝒌′)

= −[∇𝒌 ′ 𝑓 (𝒌
′)]𝛿(𝒌 − 𝒌′) = −[∇𝒌 𝑓 (𝒌)]𝛿(𝒌 − 𝒌′)



Bloch电子性质
Refs: “Wave-packet dynamics in slowly perturbed crystals: Gradient
corrections and Berry-phase effects”, G. Sundaram and Q. Niu, PRB
59, 14915 (1999); “Quantum Theory of the Solid State” (2nd ed), J.
Callaway, §6.1

〈𝜓𝑛′𝑘′ | 𝒑 |𝜓𝑛𝑘〉 =
ˆ
𝜓∗𝑛′𝑘′ (𝒓) [(−𝑖ℏ∇𝒓)𝜓𝑛𝑘 (𝒓)]𝑑𝒓

=
ˆ
𝑒−𝑖𝒌

′ ·𝒓𝑢∗𝑛′𝑘′ (𝒓) [−𝑖ℏ∇𝒓𝑒𝑖𝒌 ·𝒓𝑢𝑛𝑘 (𝒓)]𝑑𝒓

=
ˆ
𝑒−𝑖𝒌

′ ·𝒓𝑢∗𝑛′𝑘′ (𝒓)𝑒𝑖𝒌 ·𝒓 [(ℏ𝒌 − 𝑖ℏ∇𝒓)𝑢𝑛𝒌 (𝒓)]𝑑𝒓

= ℏ𝒌
ˆ
𝑒−𝑖𝒌

′ ·𝒓𝑢∗𝑛′𝑘′ (𝒓)𝑒𝑖𝒌 ·𝒓𝑢𝑛𝒌 (𝒓)𝑑𝒓
�� ��⇒ 〈𝜓𝑛′𝑘′ |𝜓𝑛𝒌 〉 = 𝛿𝑛𝑛′𝛿𝒌𝒌 ′

+
∑
𝑙

𝑒𝑖 (𝒌−𝒌
′ ) ·𝑹𝑙

ˆ
Ω
𝑒𝑖 (𝒌−𝒌

′ ) ·𝒓𝑢
𝑛′𝒌 ′ [−𝑖ℏ∇𝒓𝑢𝑛𝒌 ]𝑑𝒓

= ℏ𝒌𝛿𝑛𝑛′𝛿(𝒌 − 𝒌′) + 𝛿(𝒌 − 𝒌′)𝑷𝑛′𝑛 (𝒌)



Bloch电子性质

〈𝜓𝑛′𝑘′ | 𝒑 |𝜓𝑛𝑘〉 = ℏ𝒌𝛿𝑛𝑛′𝛿(𝒌 − 𝒌′) + 𝛿(𝒌 − 𝒌′)𝑷𝑛′𝑛 (𝒌)

𝑷𝑛′𝑛 (𝒌) = 𝑁
ˆ
Ω
𝑢∗
𝑛′𝒌 (−𝑖ℏ∇𝒓𝑢𝑛𝒌 )𝑑𝒓

+ 在真空中，𝑢𝑛𝒌 = 1，𝑷𝑛′𝑛 (𝒌) = 0，
〈𝜓
𝑛′𝒌 ′ | 𝒑 |𝜓𝑛𝒌 〉 = ℏ𝒌𝛿𝑛𝑛′𝛿(𝒌 − 𝒌′) ⇒ |𝜓𝑛𝒌 〉 是 𝒑 的本征函数，

动量本征值为 ℏ𝒌

+ 晶体中的 Bloch波函数不是动量的本征函数，ℏ𝒌表征晶格平
移算符的本征值，不是动量本征值+准动量

+ 动量 =准动量＋高频修正



Bloch电子性质
〈𝜓
𝑛′𝒌 ′ |𝒓 |𝜓𝑛𝒌 〉 =

ˆ
𝜓∗
𝑛′𝒌 ′
(𝒓)𝒓𝜓𝑛𝒌 (𝒓)𝑑𝒓 =

ˆ
𝑒−𝑖𝒌

′ ·𝒓𝑢∗
𝑛′𝒌 ′
(𝒓) 𝒓𝑒𝑖𝒌 ·𝒓𝑢𝑛𝒌 (𝒓)𝑑𝒓

=
ˆ
𝑒−𝑖𝒌

′ ·𝒓𝑢∗
𝑛′𝒌 ′
(𝒓)

(
−𝑖∇𝒌𝑒

𝑖𝒌 ·𝒓
)
𝑢𝑛𝒌 (𝒓)𝑑𝒓

=
ˆ
𝑒−𝑖𝒌

′ ·𝒓𝑢∗
𝑛′𝒌 ′
(𝒓)

{
−𝑖∇𝒌

[
𝑒𝑖𝒌 ·𝒓𝑢𝑛𝒌 (𝒓)

]
+ 𝑒𝑖𝒌 ·𝒓

[
𝑖∇𝒌𝑢𝑛𝒌 (𝒓)

]}
𝑑𝒓

= −𝑖∇𝒌

ˆ
𝑒−𝑖𝒌

′ ·𝒓𝑢∗
𝑛′𝒌 ′
(𝒓)𝑒𝑖𝒌 ·𝒓𝑢𝑛𝒌 (𝒓) 𝑑𝒓

+
ˆ
𝑒𝑖 (𝒌−𝒌

′ ) ·𝒓𝑢∗
𝑛′𝒌 ′
(𝒓)

[
𝑖∇𝒌𝑢𝑛𝒌 (𝒓)

]
𝑑𝒓

= 𝛿𝑛𝑛′ [−𝑖∇𝒌𝛿(𝒌 − 𝒌′)] + 𝛿(𝒌 − 𝒌′)
ˆ
Ω
𝑢∗
𝑛′𝒌 (𝒓) [𝑖∇𝒌𝑢𝑛𝒌 (𝒓)]𝑑𝒓

= 𝛿𝑛𝑛′ [−𝑖∇𝒌 + A𝑛 (𝒌)]𝛿(𝒌 − 𝒌′) + (1 − 𝛿𝑛𝑛′)𝛿(𝒌 − 𝒌′)X𝑛′𝑛 (𝒌)
= 𝛿𝑛𝑛′ [−𝑖D∗𝑛 (𝒌)𝛿(𝒌 − 𝒌′)] + (1 − 𝛿𝑛𝑛′)𝛿(𝒌 − 𝒌′)X𝑛′𝑛 (𝒌)

D𝑛 (𝒌) = ∇𝒌 − 𝑖A𝑛 (𝒌) X𝑛′𝑛 (𝒌) = 𝑁
ˆ
Ω
𝑢∗
𝑛′𝒌 (𝒓) [𝑖∇𝒌𝑢𝑛𝒌 (𝒓)]𝑑𝒓



𝑃𝑛′𝑛和 X𝑛′𝑛的关系

[ 𝒑, 𝒓] = −𝑖ℏ ⇒ −𝑖ℏ 𝒑

𝑚
= [H0, 𝒓] =

[ 𝒑2

2𝑚
+𝑉 (𝒓), 𝒓

]
− 𝑖 ℏ
𝑚
〈𝜓
𝑛′𝒌 ′ | 𝒑 |𝜓𝑛𝒌 〉 = 〈𝜓𝑛′𝒌 ′ | [H0, 𝒓] |𝜓𝑛𝒌 〉 = 〈𝜓𝑛′𝒌 ′ |H0𝒓 − 𝒓H0 |𝜓𝑛𝒌 〉

= [𝜀𝑛′ (𝒌′) − 𝜀𝑛 (𝒌)]〈𝜓𝑛′𝒌 ′ |𝒓 |𝜓𝑛𝒌 〉
−𝑖ℏ
𝑚
[ℏ𝒌𝛿𝑛𝑛′𝛿(𝒌′ − 𝒌) + 𝑷𝑛′𝑛 (𝒌)𝛿(𝒌′ − 𝒌)]

= [𝜀𝑛′ (𝒌′) − 𝜀𝑛 (𝒌)]{𝛿𝑛𝑛′ [−𝑖∇𝒌 + A𝑛 (𝒌)]𝛿(𝒌
′ − 𝒌)

+ (1 − 𝛿𝑛𝑛′)𝛿(𝒌′ − 𝒌)X𝑛′𝑛 (𝒌)}

= 𝛿𝑛′𝑛
(
𝛿(𝒌′ − 𝒌) (𝑖∇𝒌 ) [𝜀𝑛 (𝒌

′) − 𝜀𝑛 (𝒌)]
�� ��⇒ −𝑖𝛿(𝒌 − 𝒌′)ℏ𝒗𝑛 (𝒌)

+ A𝑛 (𝒌)𝛿(𝒌′ − 𝒌) [𝜀𝑛 (𝒌′) − 𝜀𝑛 (𝒌)]
�� ��= 0

)
+ (1 − 𝛿𝑛𝑛′)𝛿(𝒌′ − 𝒌) [𝜀𝑛′ (𝒌) − 𝜀𝑛 (𝒌)]X𝑛′𝑛 (𝒌)



𝑃𝑛′𝑛和 X𝑛′𝑛的关系
−𝑖ℏ
𝑚
[ℏ𝒌𝛿𝑛𝑛′𝛿(𝒌′ − 𝒌) + 𝑷𝑛′𝑛 (𝒌)𝛿(𝒌′ − 𝒌)]

= 𝛿𝑛′𝑛 (−𝑖ℏ)𝒗𝑛 (𝒌)𝛿(𝒌′ − 𝒌)
+ (1 − 𝛿𝑛𝑛′)𝛿(𝒌′ − 𝒌) [𝜀𝑛′ (𝒌) − 𝜀𝑛 (𝒌)]X𝑛′𝑛 (𝒌)

𝒗𝑛 (𝒌) =
ℏ𝒌
𝑚
+ 𝑷𝑛𝑛 (𝒌)

𝑚
⇒ 𝑷𝑛𝑛 (𝒌) = 𝑚𝒗𝑛 (𝒌) − ℏ𝒌

�� ��𝑛′ = 𝑛

�� ��𝑛 ≠ 𝑛′，非简并：𝜀𝑛′ (𝒌) ≠ 𝜀𝑛 (𝒌)，且带隙较大

X𝑛′𝑛 (𝒌) =
−𝑖ℏ𝑷𝑛′𝑛 (𝒌)

𝑚 [𝜀𝑛′ (𝒌) − 𝜀𝑛 (𝒌)]
' 0

〈𝜓
𝑛′𝒌 ′ |𝒓 |𝜓𝑛𝒌 〉 = 𝛿𝑛′𝑛 [−𝑖∇𝒌 + A𝑛 (𝒌)]𝛿(𝒌

′ − 𝒌) + (1 − 𝛿𝑛′𝑛)𝛿(𝒌 − 𝒌′)X𝑛′𝑛
' 𝛿𝑛′𝑛 [−𝑖∇𝒌 + A𝑛 (𝒌)]𝛿(𝒌

′ − 𝒌) = 𝛿𝑛′𝑛 [−𝑖D∗𝑛 (𝒌)]𝛿(𝒌′ − 𝒌)



Berry connection/Berry联接

A𝑛 (𝒌) = X𝑛𝑛 (𝒌) = 𝑁
ˆ
Ω
𝑢∗
𝑛𝒌 (𝒓)(𝑖∇𝒌 )𝑢𝑛𝒌 (𝒓)𝑑𝒓

A∗𝑛 (𝒌) = 𝑁
ˆ
Ω
𝑢𝑛𝒌 (𝒓) [−𝑖∇𝒌𝑢

∗
𝑛𝒌
(𝒓)]𝑑𝒓

= 𝑁
ˆ
Ω
{(−𝑖)∇𝒌 [𝑢

∗
𝑛𝒌 (𝒓)𝑢𝑛𝒌 (𝒓)] + 𝑖𝑢

∗
𝑛𝒌 (𝒓) [∇𝒌𝑢𝑛𝒌 (𝒓)]}𝑑𝒓

= −𝑖∇𝒌1 + 𝑁
ˆ
Ω
𝑢∗
𝑛𝒌 (𝒓) [𝑖∇𝒌𝑢𝑛𝒌 (𝒓)]𝑑𝒓

= 𝑁
ˆ
Ω
𝑢∗
𝑛𝒌 (𝒓) [𝑖∇𝒌𝑢𝑛𝒌 (𝒓)]𝑑𝒓 = A𝑛 (𝒌)

+ A𝑛 (𝒌)：Berry connection，是实数
+ 和 Bloch bundle的拓扑性有关



Bloch波包的运动：准经典近似
波包中心

|Ψ(𝑡)〉 =
∑
𝑛𝒌

𝑔𝑛𝒌 (𝑡) |𝜓𝑛𝒌 〉 1 = 〈Ψ|Ψ〉 =
∑
𝑛𝒌

|𝑔𝑛𝒌 |
2 𝒌̂ |𝜓𝑛𝒌 〉 = 𝒌 |𝜓𝑛𝒌 〉

𝒌𝑐 (𝑡) = 〈Ψ(𝑡) | 𝒌̂ |Ψ(𝑡)〉 =
∑

𝑛′𝒌 ′𝑛𝒌

𝑔∗
𝒌 ′
(𝑡)𝑔𝒌 (𝑡)〈𝜓𝑛′𝒌 ′ | 𝒌̂ |𝜓𝑛𝒌 〉

�� ��= 𝒌𝛿𝑛𝑛′𝛿𝒌 ′𝒌

=
∑
𝑛𝒌

|𝑔𝑛𝒌 (𝑡) |
2𝒌

�� ��𝑔𝑛𝒌 在 𝒌𝑐 附近非零，远离 𝒌𝑐 为零

+ 在没有能带简并时，电子只占据一个能带，只要考虑一个 𝑛
指标，可以把 𝑛忽略，简化记号。

|Ψ(𝑡)〉 =
∑
𝒌

𝑔𝒌 (𝑡) |𝜓𝒌 〉 1 = 〈Ψ|Ψ〉 =
∑
𝒌

|𝑔𝒌 |
2 𝒌̂ |𝜓𝒌 〉 = 𝒌 |𝜓𝒌 〉

𝒌𝑐 (𝑡) = 〈Ψ(𝑡) | 𝒌̂ |Ψ(𝑡)〉 =
∑
𝒌 ′𝑘

𝑔∗
𝒌 ′
(𝑡)𝑔𝒌 (𝑡)〈𝜓𝒌 ′ | 𝒌̂ |𝜓𝒌 〉 =

∑
𝒌

|𝑔𝒌 (𝑡) |
2𝒌



波包中心

𝒓𝑐 (𝑡) = 〈Ψ(𝑡) |𝒓 |Ψ(𝑡)〉
=
∑
𝒌 ′𝒌

𝑔∗
𝒌 ′
𝑔𝒌 〈𝜓𝒌 ′ |𝒓 |𝜓𝒌 〉

�� ��' [−𝑖∇𝒌 + A(𝒌)]𝛿(𝒌
′ − 𝒌)

=
ˆ
𝑑𝒌′𝑑𝒌 𝑔∗

𝒌 ′
𝑔𝒌 [−𝑖∇𝒌 + A(𝒌)]𝛿(𝒌

′ − 𝒌)

=
ˆ
𝑑𝒌′𝑑𝒌 {[𝑖∇𝒌𝑔

∗
𝒌 ′
𝑔𝒌 ] + A(𝒌)𝑔

∗
𝒌 ′
𝑔𝒌 }𝛿(𝒌

′ − 𝒌)

=
ˆ
𝑑𝒌 {𝑔∗𝒌 [𝑖∇𝒌𝑔𝒌 ] + A(𝒌)𝑔

∗
𝒌𝑔𝒌 }

=
ˆ
𝑑𝒌 𝑔∗𝒌 [𝑖∇𝒌 + A(𝒌)]𝑔𝒌 =

ˆ
𝑑𝒌 𝑔∗𝒌 𝑖D𝒌𝑔𝒌

⇒
∑
𝒌

𝑔∗
𝒌
𝑖D𝒌𝑔𝒌 D𝒌 = ∇𝒌 − 𝑖A(𝒌)



外电场下波包中心随时间演化
H = H0 +H ′ = H0 + 𝑒𝑬 · 𝒓 = H0 − 𝑭 · 𝒓

当带隙比较大时，〈𝜓
𝑛′𝒌 ′ |H

′ |𝜓𝑛𝒌 〉 = −𝑭 · 〈𝜓𝑛′𝒌 ′ |𝒓 |𝜓𝑛𝒌 〉 ∝ 𝛿𝑛′𝑛，外
场基本不会导致电子带间跃⇒ 𝑒𝐸𝑎 � 𝐸𝑔 时，只考虑带内运动。
前面说的只考虑一个带的近似在有外场的时候仍然可以成立，可
以把能带指标 𝑛忽略不计。

𝑖ℏ𝜕𝑡 |Ψ〉 = (H0 − 𝑭 · 𝒓) |Ψ〉
𝑖ℏ
∑
𝒌 ′
𝜕𝑡𝑔𝒌 ′ |𝜓𝒌 ′〉 =

∑
𝒌 ′
𝑔𝒌 ′ (H0 − 𝑭 · 𝒓) |𝜓𝒌 ′〉

=
∑
𝒌 ′
𝑔𝒌 ′ [𝜀(𝒌

′) − 𝑭 · 𝒓] |𝜓𝒌 ′〉 〈𝜓𝒌 | · · ·

𝑖ℏ𝜕𝑡𝑔𝒌 = 𝜀(𝒌)𝑔𝒌 − 𝑭 ·
∑
𝒌 ′
𝑔𝒌 ′ [−𝑖∇𝒌 ′ + A(𝒌

′)]𝛿(𝒌′ − 𝒌)

= 𝜀(𝒌)𝑔𝒌 − 𝑭 · [𝑖∇𝒌 + A(𝒌)]𝑔𝒌 = [𝜀(𝒌) − 𝑖𝑭 · D𝒌 ]𝑔𝒌



外电场下波包中心随时间演化
𝑖ℏ𝜕𝑡𝑔𝒌 = [𝜀(𝒌) − 𝑖𝑭 · D𝒌 ]𝑔𝒌
− 𝑖ℏ𝜕𝑡𝑔∗𝒌 = 𝜀(𝒌)𝑔∗𝒌 + 𝑖𝑭 · D

∗
𝒌𝑔
∗
𝒌

𝑖ℏ𝜕𝑡 |𝑔𝒌 |
2 = 𝑔∗𝒌 (𝑖ℏ𝜕𝑡𝑔𝒌 ) + (𝑖ℏ𝜕𝑡𝑔

∗
𝒌 )𝑔𝒌

= 𝑔∗𝒌 [𝜀(𝒌) − 𝑖𝑭 · D𝒌 ]𝑔𝒌 − 𝑔𝒌 [𝜀(𝒌) + 𝑖𝑭 · D
∗
𝒌 ]𝑔

∗
𝒌

= −𝑖𝑭 · 𝑔∗𝒌 (D𝒌𝑔𝒌 ) − 𝑖𝑭 · (D
∗
𝒌𝑔
∗
𝒌 )𝑔𝒌

𝑖ℏ
𝑑𝒌𝑐
𝑑𝑡

=
ˆ
𝑑𝒌 𝑖ℏ𝜕𝑡 |𝑔𝒌 |

2𝒌

= −𝑖𝑭 ·
ˆ
𝑑𝒌 [𝒌𝑔∗𝒌 (D𝒌𝑔𝒌 ) + 𝒌 (D∗𝒌𝑔

∗
𝒌 )𝑔𝒌 ]

= −𝑖𝑭 ·
ˆ
𝑑𝒌 {𝒌𝑔∗𝒌 (∇𝒌 − 𝑖A𝒌 )𝑔𝒌 + 𝒌 [(∇𝒌 + 𝑖A𝒌 )𝑔

∗
𝒌 ]𝑔𝒌 }

= −𝑖𝑭 ·
ˆ
𝑑𝒌 {𝒌𝑔∗

𝒌
∇𝒌𝑔𝒌 + 𝒌 [∇𝒌𝑔

∗
𝒌
]𝑔𝒌 }

= −𝑖𝑭 ·
ˆ
𝑑𝒌 {𝒌𝑔∗𝒌∇𝒌𝑔𝒌 + ∇𝒌 [𝒌𝑔

∗
𝒌𝑔𝒌 ] − 𝑔

∗
𝒌∇𝒌 [𝒌𝑔𝒌 ]}



外电场下波包中心随时间演化

ℏ ¤𝒌𝑐 = −𝑭 ·
ˆ
𝑑𝒌 {𝒌𝑔∗𝒌∇𝒌𝑔𝒌 + ∇𝒌 [𝒌𝑔

∗
𝒌𝑔𝒌 ] − 𝑔

∗
𝒌∇𝒌 [𝒌𝑔𝒌 ]}

+ 波包局限在 𝒌𝑐 附近，远离 𝒌𝑐 时 𝑔𝒌 = 0，⇒第二项为零。

ℏ ¤𝒌𝑐 = −𝑭 ·
ˆ
𝑑𝒌 {𝒌𝑔∗𝒌∇𝒌𝑔𝒌 − 𝑔

∗
𝒌 [𝒌∇𝒌𝑔𝒌 + 𝑔𝒌∇𝒌 𝒌

�� ��=
←→
𝐼 ]}

= 𝑭 · 𝐼
ˆ
𝑑𝒌 |𝑔𝒌 |

2 = 𝑭

+ 这个结果我们已经在固体物理中得到



外电场下波包中心随时间演化

𝑖ℏ
𝑑𝒓𝑐
𝑑𝑡

= 𝑖ℏ
𝑑

𝑑𝑡

ˆ
𝑑𝒌 𝑔∗𝒌 (𝑡)𝑖D𝒌𝑔𝒌 (𝑡)

=
ˆ
𝑑𝒌 {(𝑖ℏ𝜕𝑡𝑔∗𝒌 )(𝑖D𝒌𝑔𝒌 ) + 𝑔

∗
𝒌 [𝑖D𝒌 (𝑖ℏ𝜕𝑡𝑔𝒌 )]}

=
ˆ
𝑑𝒌 {[−𝜀𝒌𝑔

∗
𝒌 − 𝑖𝑭 · D

∗
𝒌𝑔
∗
𝒌 ] (𝑖D𝒌𝑔𝒌 )

+ 𝑔∗
𝒌
[𝑖D𝒌 (𝜀𝒌𝑔𝒌 − 𝑖𝑭 · D𝒌𝑔𝒌 )]}

=
ˆ
𝑑𝒌 {[−𝑔∗

𝒌
𝜀𝒌 𝑖D𝒌𝑔𝒌 + 𝑔

∗
𝒌
𝑖D𝒌 (𝜀𝒌𝑔𝒌 )] 1

−𝑖(𝑭 · D∗
𝒌
𝑔∗
𝒌
) (𝑖D𝒌𝑔𝒌 ) 2 −𝑖𝑔∗

𝒌
[D𝒌 (𝑭 · 𝑖D𝒌𝑔𝒌 )] 3 }

1 = 𝑔∗𝒌 [𝑖D𝒌 , 𝜀𝒌 ]𝑔𝒌



外电场下波包中心随时间演化
2 =
ˆ
𝑑𝒌 [−𝑖𝑭 · (∇𝒌 + 𝑖A𝒌 )𝑔

∗
𝒌 ] (𝑖D𝒌𝑔𝒌 )

=
ˆ
𝑑𝒌 {−𝑖𝑭 · ∇𝒌 [𝑔

∗
𝒌 𝑖D𝒌𝑔𝒌 ]}

�� ��=0

+
ˆ
𝑑𝒌 𝑔∗𝒌 [𝑖𝑭 · (∇𝒌 − 𝑖A𝒌 )(𝑖D𝒌𝑔𝒌 )]

= 𝑖
ˆ
𝑑𝒌 𝑔∗𝒌 (𝑭 · D𝒌 )𝑖D𝒌𝑔𝒌

2 + 3 = 𝑖
ˆ
𝑑𝒌 {𝑔∗𝒌 (𝑭 · D𝒌 )𝑖D𝒌𝑔𝒌 − 𝑔

∗
𝒌D𝒌 (𝑭 · 𝑖D𝒌 )𝑔𝒌 }

= 𝑖
ˆ
𝑑𝒌𝑔∗𝒌 [𝑖𝑭 · D𝒌 ,D𝒌 ]𝑔𝒌

在外电场下 Bloch波包的运动

ℏ ¤𝒌𝑐 (𝑡) = 𝑭

ℏ¤𝒓𝑐 =
ˆ
𝑑𝒌 {𝑔∗

𝒌
[D𝒌 , 𝜀𝒌 ]𝑔𝒌 + 𝑔

∗
𝒌
[𝑖𝑭 · D𝒌 ,D𝒌 ]𝑔𝒌 }



速度和反常速度
ℏ¤𝒓𝑐 =

ˆ
𝑑𝒌 {𝑔∗𝒌 [D𝒌 , 𝜀𝒌 ]𝑔𝒌 + 𝑔

∗
𝒌 [𝑖𝑭 · D𝒌 ,D𝒌 ]𝑔𝒌 }

[D𝒌 , 𝜀𝒌 ] = [∇𝒌 − 𝑖A𝒌 , 𝜀𝒌 ] = ∇𝒌𝜀𝒌 = ℏ𝒗𝒌

�� ��速度

[𝑖𝑭 · D𝒌 ,D𝒌 ] = 𝑖
∑
𝜇𝜈

𝐹𝜈 [𝐷𝜈
𝒌
, 𝐷

𝜇

𝒌
]𝑒𝜇

= 𝑖
∑
𝜇𝜈

𝐹𝜈 [𝜕𝜈𝑘 − 𝑖A
𝜈

𝒌
, 𝜕

𝜇
𝑘 − 𝑖A

𝜇

𝒌
]𝑒𝜇

=
∑
𝜇𝜈

𝐹𝜈 [𝜕𝜈𝑘A
𝜇

𝒌
− 𝜕𝜇𝑘A

𝜈

𝒌
]𝑒𝜇 =

∑
𝜇𝜈

𝐹𝜈Ω𝜈𝜇
𝒌
𝑒𝜇

�� ��反常速度

Ω𝜈𝜇
𝒌

= 𝜕𝜈𝑘A
𝜇

𝒌
− 𝜕𝜇𝑘A

𝜈

𝒌
= −Ω𝜇𝜈

𝒌

�� ��Berry曲率张量，一般维度

¤𝒓𝑐 =
ˆ
𝑑𝒌

[
𝒗𝒌 +

𝑭

ℏ
· ←→Ω 𝒌

]
|𝑔𝒌 |

2 = 𝒗(𝒌𝑐) + ¤𝒌𝑐 ·
←→
Ω (𝒌𝑐)

= 𝒗(𝒌𝑐) − ¤𝒌𝑐 ×Ω(𝒌𝑐)
�� ��三维情况

+三维比较特殊，可以进一步用 Berry曲率向量表示，
Ω𝒌 = ∇𝒌 × A𝒌



有磁场时的情况

𝑩 = ∇𝒓 × 𝑨(𝒓) Ω𝒌 = ∇𝒌 × A𝒌
ℏ ¤𝒌𝑐 = 𝑭 − 𝑒 ¤𝒓𝑐 × 𝑩

¤𝒓𝑐 = 𝒗𝒌 − ¤𝒌𝑐 ×Ω𝒌

+ Berry connection：𝑘-空间的“矢势”
+ Berry curvature：𝑘-空间的“磁场”
+ 在平直空间，Berry connection和 curvature为零
+ 不考虑几何性质时，输运关系只和速度（能谱）有关，和

Bloch电子波函数没有关系⇒传统的输运



金属、绝缘体和半导体
电流密度

𝑱 = −𝑒
∑
𝑖

¤𝑟𝑖 = −𝑒
∑
𝑛𝒌

[𝒗𝑛 (𝒌) + 𝑭/ℏ ×Ω𝑛 (𝒌)] 𝑓𝑛𝒌
�� ��𝑓𝑛𝒌 分布函数

𝜀𝑛 (𝒌) = 𝜀𝑛 (−𝒌) 𝒗𝑛 (𝒌) = −𝒗𝑛 (−𝒌)
�� ��时间反演对称

+ 没有外场 𝑭 = 0，且达到平衡时

𝑓𝑛𝒌 =
1

𝑒 [𝜀𝑛 (𝒌 )−𝜇]/𝑘𝐵𝑇 + 1
=

1
𝑒 [𝜀𝑛 (−𝒌 )−𝜇]/𝑘𝐵𝑇 + 1

= 𝑓𝑛−𝒌

𝑱 = −𝑒
∑
𝑛𝒌

𝒗𝑛 (𝒌) 𝑓𝑛𝒌 = −𝑒
∑
𝑛𝒌

𝒗𝑛 (−𝒌) 𝑓𝑛−𝒌 = −𝑒
∑
𝑛𝒌

[−𝒗𝑛 (𝒌) 𝑓𝑛𝒌 ]

= −𝑱 ⇒ 𝑱 = 0

+ Bloch超导第一定理：具有时间反演对称性的体系其平衡态
电流为零。



金属、绝缘体和半导体
电流密度

𝑱 = −𝑒
∑
𝑖

¤𝑟𝑖 = −𝑒
∑
𝑛𝒌

[𝒗𝑛 (𝒌) + 𝑭/ℏ ×Ω𝑛 (𝒌)] 𝑓𝑛𝒌
�� ��𝑓𝑛𝒌 分布函数

𝜀𝑛 (𝒌) = 𝜀𝑛 (−𝒌) 𝒗𝑛 (𝒌) = −𝒗𝑛 (−𝒌)
�� ��时间反演对称

+“满带电子”不导电（不考虑 Berry curvature）
满带： 𝑓𝑛𝒌 ≡ 1

𝑱 = −𝑒
∑

𝑛∈occ,𝒌

𝒗𝑛𝒌 = −𝑒
2

∑
𝑛∈occ,𝒌

[𝒗𝑛𝒌 + 𝒗𝑛−𝒌 ] = 0

+ 拓扑平凡的满带电子不导电
不考虑拓扑性时，满带电子不导电
⇒金属、半金属、半导体和绝缘体



金属、绝缘体和半导体

导体 导体 半金属 半导体 绝缘体
𝑇 ↗ 𝑅(𝑇) ↗ 𝑇 ↗ 𝑅(𝑇) ↘

金属电导率是半金属的 104−5倍
导带：能量最低的没有被完全填满的能带。
价带：能量最高的被全部填满的能带。



拓扑绝缘体

+ 考虑拓扑性时，满带也可能承载电流

𝑱 = −𝑒
∑

𝑛∈occ,𝒌

[𝒗𝑛𝒌 + 𝑭/ℏ ×Ω𝑛 (𝒌)]

= −𝑒
∑
𝑛∈occ

∑
𝒌

𝒗𝑛 (𝒌)
�� ��= 0：时间反演对称 − 𝑒𝑭

ℏ
×

∑
𝑛∈occ

∑
𝒌

Ω𝑛 (𝒌)

= −𝑒𝑭
ℏ
×

∑
𝑛∈occ

ˆ
𝐵𝑍
𝑑𝒌 Ω𝑛 (𝒌)

+ 这种电流垂直于电场方向，类似于 Hall效应。
+ 上面的推导是没有表面的无穷大样品的结果，通过计算材料
体内的性质得到的电流；在实际样品中，承载电流的是表面
态。这两个电流是等价的。



体材料能带／波函数计算方法

全能谱计算
利用晶格周期性，在一个原胞内计算；可以得到整个 𝑘 空间
里的能谱和波函数。

原胞法
· · ·
赝势法
密度范函理论（DFT）
这是目前计算最准确但是耗时最多的计算方法

Tight-binding理论
可以通过拟合在某些 𝒌 点上 DFT计算结果得到交叠积分
利用这些交叠积分得到全能谱

在部分区间，例如导带底或者价带顶附近
通常是某个高对称点 𝒌0附近
𝒌 · 𝒑理论（或者有效质量近似）：
𝜓𝑛𝒌 (𝒓) = 𝑒𝑖𝒌𝑢𝑛𝒌 (𝒓) ' 𝑒𝑖𝒌 ·𝒓𝑢𝑛𝒌0

(𝒓)



量子结构中能带／波函数计算：有效质量近似
Ref: Dresselhaus, Chap. 5
H0 |𝜓𝑛𝒌 〉 = 𝜀𝑛 (𝒌) |𝜓𝑛𝒌 〉 H = H0 +H ′

〈𝜓
𝑛′𝒌 ′ |H

′ |𝜓𝑛𝒌 〉 ' 𝛿𝑛′𝑛H
′(𝒓) ⇐ ΔH ′(𝒓) � 𝐸𝑔

𝜓𝑛𝒌 (𝒓) = 𝑒
𝑖𝒌 ·𝒓𝑢𝑛𝒌 (𝒓) = 𝑒

𝑖 (𝒌−𝒌0 ) ·𝒓𝑒𝑖𝒌0 ·𝒓𝑢𝑛𝒌 (𝒓)

= 𝑒𝑖 𝛿𝒌 ·𝒓𝑒𝑖𝒌0 ·𝒓𝑢𝑛𝒌0+𝛿𝒌 (𝒓) ' 𝑒
𝑖 𝛿𝒌 ·𝒓𝑒𝑖𝒌0 ·𝒓𝑢𝑛𝒌0

(𝒓) = 𝑒𝑖 𝛿𝒌 ·𝒓𝜓𝑛𝒌0
(𝒓)

Ψ𝑛 (𝒓, 𝑡) =
∑
𝒌

𝑔𝑛𝒌 (𝑡)𝜓𝑛𝒌 (𝒓) '
∑
𝒌

𝑔𝑛𝒌 (𝑡)𝑒
𝑖 𝛿𝒌 ·𝒓𝜓𝑛𝒌0

(𝒓) = 𝐹𝑛 (𝒓, 𝑡)𝜓𝑛𝒌0
(𝒓)

𝐹𝑛 (𝒓, 𝑡) =
∑
𝒌

𝑔𝑛𝒌 (𝑡)𝑒
𝑖 𝛿𝒌 ·𝒓

�� ��包络波函数，波函数的缓变部分

𝑖ℏ𝜕𝑡Ψ𝑛 (𝒓, 𝑡) = (H0 +H ′)Ψ𝑛 (𝒓, 𝑡) =
∑

𝒌
(H0 +H ′)𝑔𝑛𝒌𝜓𝑛𝒌

=
∑
𝒌

[𝜀𝑛 (𝒌) + H ′]𝑔𝑛𝒌𝜓𝑛𝒌 =
∑
𝛿𝒌

[𝜀𝑛 (𝒌0 + 𝛿𝒌) + H ′]𝑔𝑛𝒌𝑒
𝑖 𝛿𝒌 ·𝒓𝜓𝑛𝒌0

(𝒓)

=
{
[𝜀𝑛 (𝒌0 − 𝑖∇𝒓) + H ′]

∑
𝛿𝒌
𝑔𝑛𝒌𝑒

𝑖 𝛿𝒌 ·𝒓}𝜓𝑛𝒌0
(𝒓)

�

�

�

�
H ′ 对周期场的偏离，
比较弱，不会引起不
同能带的混合，可只
考虑一个能带



量子结构中能带／波函数计算：有效质量近似

[𝑖ℏ𝜕𝑡𝐹 (𝒓, 𝑡)]𝜓𝑛𝒌0
= {[𝜀𝑛 (𝒌0 − 𝑖∇𝒓) + H ′]𝐹 (𝒓, 𝑡)}𝜓𝑛𝒌0

𝑖ℏ𝜕𝑡𝐹 (𝒓, 𝑡) = [𝜀𝑛 (𝒌0 − 𝑖∇𝒓) + H ′]𝐹 (𝒓, 𝑡)
𝜀𝑛 (𝒌0 − 𝑖∇𝒓) = 𝜀𝑛 (𝒌0) + [∇𝒌𝜀𝑛 (𝒌0)] · (−𝑖∇𝒓)

+ 1
2
(−𝑖∇𝒓) · [∇𝒌∇𝒌𝜀𝑛 (𝒌0)] · (−𝑖∇𝒓) + · · ·

= [𝜀𝑛 (𝒌0) + 𝒗𝑛 (𝒌0) · (−𝑖ℏ∇𝒓) + (−𝑖ℏ∇𝒓)
1

2←→𝑚 ∗(𝒌0)
(−𝑖ℏ∇𝒓) + · · ·

= 𝜀𝑛 (𝒌0) + 𝒗𝑛 (𝒌0) · 𝒑 + 𝒑
1

2←→𝑚 ∗(𝒌0)
𝒑 + · · ·

各向同性带顶或者带底：𝒗𝑛 (𝒌0) = 0，

𝑖𝜕𝑡𝐹𝑛 (𝒓, 𝑡) =
[
𝜀𝑛 (𝒌0) +

𝒑2

2𝑚∗
+H ′

]
𝐹𝑛 (𝒓, 𝑡)

+以有效质量代替电子质量＋空间势场+包络波函数



量子结构例子：量子阱

导带电子

𝑖ℏ𝜕𝑡𝐹 (𝒓, 𝑡) = 𝜀𝑐 (𝒓)𝐹 (𝒓, 𝑡) + 𝒑
1

2𝑚∗(𝒓) 𝒑𝐹 (𝒓, 𝑡)

𝜀𝑐 (𝒓) =
{
𝜀𝑐 0 < 𝑧 < 𝑎
𝜀′𝑐 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

𝑚∗(𝒓) =
{
𝑚∗ 0 < 𝑧 < 𝑎
𝑚
′∗ 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒



量子结构例子：量子阱
导带电子

𝑖ℏ𝜕𝑡𝐹 (𝒓, 𝑡) =
[ 𝑝2

𝑥 + 𝑝2
𝑦

2𝑚∗(𝑧) +
𝑝2
𝑧

2𝑚∗(𝑧) +𝑉 (𝑧)
]
𝐹 (𝒓, 𝑡)

𝑉 (𝑧) =
{

0 0 < 𝑧 < 𝑎
𝑉0 = 𝜀′𝑐 − 𝜀𝑐 𝑧 > 𝑎 or 𝑧 < 0

𝐹 (𝒓, 𝑡) = 𝜓𝑛 (𝑧)𝑒𝑖 (𝑘𝑥 𝑥+𝑘𝑦𝑦)

𝜀𝑛 (𝑘𝑥 , 𝑘𝑦)𝜓𝑛 =
𝑝2
𝑧

2𝑚∗(𝑧)𝜓𝑛 (𝑧) +
[
𝑉 (𝑧) +

ℏ2(𝑘2
𝑥 + 𝑘2

𝑦)
2𝑚∗(𝑧)

]
𝜓𝑛 (𝑧)

𝜓𝑛 (0−) = 𝜓𝑛 (0+) 𝜓𝑛 (𝑎−) = 𝜓𝑛 (𝑎+)
𝜕𝑧𝜓𝑛 (0−)
𝑚
′∗ =

𝜕𝑧𝜓𝑛 (0+)
𝑚∗

𝜕𝑧𝜓𝑛 (𝑎−)
𝑚∗

=
𝜕𝑧𝜓𝑛 (𝑎+)
𝑚
′∗

�� ��边界条件

量子阱中，平行于阱面（xy方向）的电子运动基本不受影响，
可以当成是质量为 𝑚∗的自由电子
垂直于阱面（z方向）的运动收到约束，可以近似看成是处
在一个势阱中运动的电子



量子结构例子：量子阱
无穷深势阱近似

𝑉 (𝑧) =
{

0 0 < 𝑧 < 𝑎
∞ 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

𝐹𝑛,𝑘𝑥 ,𝑘𝑦 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜓𝑛 (𝑧)𝑒𝑖 (𝑘𝑥 𝑥+𝑘𝑦𝑦)

𝜀𝑛 (𝑘𝑥 , 𝑘𝑦) = 𝜀𝑛 +
ℏ2(𝑘2

𝑥 + 𝑘2
𝑦)

2𝑚∗

𝜀𝑛𝜓𝑛 (𝑧) = −
ℏ2𝜕2

𝑧

2𝑚∗
𝜓𝑛 (𝑧)

𝜓𝑛 (0) = 𝜓𝑛 (𝑎) = 0
�� ��边界条件

𝜀𝑛 =
𝑛2ℏ2𝜋2

2𝑚∗𝑎2 𝑛 = 1, 2, · · ·

𝜓𝑛 (𝑧) =
√

2
𝑎

sin
𝑛𝜋𝑧

𝑎



量子结构例子：无穷深量子阱

𝜀𝑛 (𝑘𝑥 , 𝑘𝑦) = 𝜀𝑛 +
ℏ2(𝑘2

𝑥 + 𝑘2
𝑦)

2𝑚∗
𝜀𝑛 =

𝑛2ℏ2𝜋2

2𝑚∗𝑎2 𝑛 = 1, 2, · · ·

𝑔2𝐷 (𝐸) =
∑
𝑛

ˆ
𝑑𝑘𝑥𝑑𝑘𝑦

(2𝜋)2
𝛿[𝐸 − 𝜀𝑛 (𝑘𝑥 , 𝑘𝑦)] =

∑
𝑛

Θ(𝐸 − 𝜀𝑛)
𝑚∗

𝜋ℏ2

Θ(𝑥) =
{

1 𝑥 > 0
0 𝑥 < 0

+ 本征态/能量分为两个部分，𝑧方向运动是离散/量子化的，𝑥𝑦
方向运动是（准）连续的。



量子结构例子：有限深量子阱



常见量子结构

量子阱
异质结
超晶格
量子线：准一维结构
量子点：零维



量子结构中的能带计算：紧束缚近似
Ref: Dresselhaus, Chap 3.2
+以不同位置的各种原子轨道为基展开 Bloch波函数

H0 =
𝒑2

2𝑚
+
∑
𝑙

𝑈 (𝒓; 𝑹𝑙)
�� ��𝑈 位于第 𝑅𝑙 晶格里的原子势

ℎ̂0(𝑹𝑙) =
𝒑2

2𝑚
+𝑈 (𝒓; 𝑹𝑙) ℎ̂0(𝑹𝑙) |𝜓𝑖 (𝒓; 𝑹𝑙)〉 = 𝜀𝑖 (𝑹𝑙) |𝜓𝑖 (𝒓; 𝑹𝑙)〉�� ��第 𝑙 个原胞内的第 𝑖原子轨道，可代表复杂晶体里不同原子轨道。

〈𝜓𝑖 (𝑹𝑙) |𝜓 𝑗 (𝑹𝑙′)〉 =
ˆ
𝜓∗𝑖 (𝒓; 𝑹𝑙)𝜓 𝑗 (𝒓; 𝑹𝑙′)𝑑𝒓 = Φ𝑖 𝑗 (𝑹𝑙, 𝑹𝑙′)

=
ˆ
𝜓∗𝑖 [𝒓 − (𝑹𝑙 − 𝑹𝑙′)]𝜓 𝑗 (𝒓)𝑑𝒓 = Φ𝑖 𝑗 (𝑹𝑙 − 𝑹𝑙′) = Φ𝑖 𝑗 (𝑹𝑙𝑙′)

�� ��平移不变性

〈𝜓𝑖 (𝑹𝑙) |𝑈 (𝒓; 𝑹𝑚) |𝜓 𝑗 (𝑹𝑙′)〉 ' 𝛿𝑙′𝑚𝐽𝑖 𝑗 (𝑹𝑙, 𝑹𝑙′)
�� ��𝑹𝑙 ≠ 𝑹𝑚,双中心近似

= 𝐽𝑖 𝑗 (𝑹𝑙 − 𝑹𝑙′) = 𝐽𝑖 𝑗 (𝑹𝑙𝑙′)
�� ��平移不变

Φ，𝐽 ⇒交叠积分；原子轨道局域，通常只考虑近邻。



量子结构中的能带计算：紧束缚近似

Ψ(𝒓) =
∑
𝑖𝑙

𝐶𝑖 (𝑹𝑙)𝜓𝑖 (𝒓; 𝑹𝑙)

〈𝜓𝑖 (𝒓; 𝑹𝑙) |H |Ψ〉 = 𝜀〈𝜓𝑖 (𝒓; 𝑹𝑙) |Ψ〉
〈𝜓𝑖 (𝒓; 𝑹𝑙) | ℎ̂0(𝑹𝑙) +

∑
𝑙′≠𝑙

𝑈 (𝒓; 𝑹𝑙′) |
∑
𝑗𝑚

𝐶 𝑗 (𝑹𝑚) |𝜓 𝑗 (𝒓; 𝑹𝑚)〉

= 𝜀
∑
𝑗𝑚

𝐶 𝑗 (𝑹𝑚)〈𝜓𝑖 (𝑹𝑙) |𝜓 𝑗 (𝑹𝑚)〉∑
𝑗𝑚

𝜀𝑖 (𝑹𝑙)Φ𝑖 𝑗 (𝑹𝑙, 𝑹𝑚)𝐶 𝑗 (𝑹𝑚) + 𝐽𝑖 𝑗 (𝑹𝑙, 𝑹𝑚)𝐶 𝑗 (𝑹𝑚)

= 𝜀
∑
𝑗𝑚

Φ𝑖 𝑗 (𝑹𝑙, 𝑹𝑚)𝐶 𝑗 (𝑹𝑚)∑
𝑗𝑚

[𝜀 − 𝜀𝑖 (𝑹𝑙)]Φ𝑖 𝑗 (𝑹𝑙, 𝑹𝑚)𝐶 𝑗 (𝑹𝑚) =
∑
𝑗𝑚

𝐽𝑖 𝑗 (𝑹𝑙, 𝑹𝑚)𝐶 𝑗 (𝑹𝑚)

+N个格点，每个格点M个可能态⇒ 𝑁𝑀 × 𝑁𝑀 矩阵解。

�

�

�

�
Φ𝑖 𝑗 (𝑹) ≠ 𝛿𝑖 𝑗𝛿𝑹,0 ⇒
{𝜓𝑖 (𝒓; 𝑹𝑙)} 是 一 组 完 备 但
不正交的基，计算时会带来额
外的复杂性。



体材料：平移不变性

𝜀𝑖 (𝑹𝑙) = 𝜀𝑖 𝜓𝑖 (𝒓; 𝑹𝑙) = 𝜓𝑖 (𝒓 − 𝑹𝑙)

Φ𝑖 𝑗 (𝑹𝑙, 𝑹𝑚) = Φ𝑖 𝑗 (𝑹𝑙 − 𝑹𝑚) =
∑
𝑘

𝑒𝑖𝒌 · (𝑹𝑙−𝑹𝑚 )Φ𝑖 𝑗 (𝒌)

Φ𝑖 𝑗 (𝒌) =
∑
𝛿𝑹

𝑒−𝑖𝒌 ·𝛿𝑹Φ𝑖 𝑗 (𝛿𝑹)

𝐽𝑖 𝑗 (𝑹𝑙, 𝑹𝑚) = 𝐽𝑖 𝑗 (𝑹𝑙 − 𝑹𝑚) =
∑
𝑘

𝑒𝑖𝒌 · (𝑹𝑙−𝑹𝑚 )𝐽𝑖 𝑗 (𝒌)

𝐽𝑖 𝑗 (𝒌) =
∑
𝛿𝑹

𝑒−𝑖𝒌 ·𝛿𝑹𝐽𝑖 𝑗 (𝛿𝑹)

𝐶𝑖 (𝑹𝑙) ⇒ 𝐶𝑛𝑖 (𝒌)𝑒𝑖𝒌 ·𝑹𝑙

�
�

�
�另一规范：𝐶𝑖 (𝑹𝑙) = 𝐶𝑛𝑖 (𝒌)𝑒𝑖𝒌 · (𝑹𝑙+𝒓𝑖 )∑

𝑗

[𝜀𝑛 (𝒌) − 𝜀𝑖]Φ𝑖 𝑗 (𝒌)𝐶𝑛𝑗 (𝒌) =
∑
𝑗

𝐽𝑖 𝑗 (𝒌)𝐶𝑛𝑗 (𝒌)

+ 对每个 𝒌，方程为 𝑀 × 𝑀 的矩阵本征值问题
+ 不同的 𝒌 独立，共有 𝑁 个本征问题



平移不变性的另一规范

𝜀𝑖 (𝑹𝑙) = 𝜀𝑖 𝜓𝑖 (𝒓; 𝑹𝑙) = 𝜓𝑖 [𝒓 − (𝑹𝑙 + 𝒓𝑖)] 𝐶𝑖 (𝑹𝑙) ⇒ 𝐶𝑛𝑖 (𝒌)𝑒𝑖𝒌 · (𝑹𝑙+𝒓𝑖 )

Φ𝑖 𝑗 (𝑹𝑙, 𝑹𝑚) = Φ𝑖 𝑗 [𝑹𝑙 + 𝒓𝑖 − (𝑹𝑚 + 𝒓 𝑗)] =
∑
𝑘

𝑒𝑖𝒌 · [ (𝑹𝑙+𝒓𝑖 )−(𝑹𝑚+𝒓 𝑗 ) ]Φ𝑖 𝑗 (𝒌)

Φ𝑖 𝑗 (𝒌) =
∑
𝛿𝑹

𝑒−𝑖𝒌 · ( 𝛿𝑹+𝒓𝑖−𝒓 𝑗 )Φ𝑖 𝑗 (𝛿𝑹 + 𝒓𝑖 − 𝒓 𝑗)

𝐽𝑖 𝑗 (𝑹𝑙, 𝑹𝑚) = 𝐽𝑖 𝑗 [𝑹𝑙 + 𝒓𝑖 − (𝑹𝑚 + 𝒓 𝑗)] =
∑
𝑘

𝑒𝑖𝒌 · [ (𝑹𝑙+𝒓𝑖 )−(𝑹𝑚+𝒓 𝑗 ) ]𝐽𝑖 𝑗 (𝒌)

𝐽𝑖 𝑗 (𝒌) =
∑
𝛿𝑹

𝑒−𝑖𝒌 · (𝛿𝑹+𝒓𝑖−𝒓 𝑗 )𝐽𝑖 𝑗 (𝛿𝑹 + 𝒓𝑖 − 𝒓 𝑗)∑
𝑗

[𝜀𝑛 (𝒌) − 𝜀𝑖]Φ𝑖 𝑗 (𝒌)𝐶𝑛𝑗 (𝒌) =
∑
𝑗

𝐽𝑖 𝑗 (𝒌)𝐶𝑛𝑗 (𝒌)

+ 对于一个原胞内有多个原子的时候，这个规范形式推导稍微
复杂一点，但因计算 𝐽𝑖 𝑗 (𝒌)更加方便，实际计算中更常用。

+ 不同规范波函数相差相位，Hamiltonian形式改变，但是本征
能量相同。



紧束缚近似的计算

+ 早期很多人去真正计算原子轨道和交叠积分，但效果不佳
+ 目前一般是把原子轨道能级和交叠积分当成拟合参数，利用

DFT得到一些 𝒌点上的能量，然后拟合出最佳的原子能级和
交叠积分，这样可以得到比较精确的结果，并且大大减小计
算量

+ 利用对称性可以减少独立的拟合参数数目，可以减少计算量
+ 在处理量子结构的时候，可以利用体材料计算得到的原子能
级和交叠积分等参数，带入原来的 𝑁𝑀 × 𝑁𝑀 阶本征方程来
求解。

+ 在处理量子结构的时候，如果在某些方向上有平移对称性的
话，可以进一步利用这些对称性来简化计算。



紧束缚近似例子：一维简单晶格
一维格子，每个格点上只有一个原子轨道：𝜀𝑖 ≡ 𝜀0，𝑹𝑙 = 𝑙𝑎
⇒平移不变性⇒ 1 × 1本征问题

只考虑最近邻的交叠积分：

Φ(0) = 1 Φ(±𝑎) = Φ0 𝐽 (±𝑎) = 𝐽
Φ(𝑘) =

∑
Δ𝑅

Φ(Δ𝑅)𝑒𝑖𝑘Δ𝑅 = 1 + 2Φ0 cos 𝑘𝑎

𝐽 (𝑘) =
∑
Δ𝑅

𝐽 (Δ𝑅)𝑒𝑖𝑘Δ𝑅 = 2𝐽 cos 𝑘𝑎

[𝜀(𝑘) − 𝜀0]Φ(𝑘) = 2𝐽 cos 𝑘𝑎

𝜀(𝑘) = 𝜀0 +
2𝐽 cos 𝑘𝑎

1 + 2Φ0 cos 𝑘𝑎
= 𝜀0 + 2𝐽 cos 𝑘𝑎

�� ��Φ0 = 0



Φ𝑖 𝑗 (𝑹𝑙 , 𝑹𝑚) = 𝛿𝑖 𝑗𝛿𝑙𝑚 时的简化
Φ𝑖 𝑗 (𝑹𝑙, 𝑹𝑚) = 〈𝜓𝑖 (𝑹𝑙) |𝜓 𝑗 (𝑹𝑚)〉 ' 𝛿𝑖 𝑗𝛿𝑙𝑚

这种系统的实空间 Hamiltonian可以写成

H =
∑
𝑖𝑙

𝜀𝑖 (𝑹𝑙) |𝜓𝑖 (𝑹𝑙)〉〈𝜓𝑖 (𝑹𝑙) | +
∑
𝑖 𝑗𝑙𝑚

𝐽𝑖 𝑗 (𝑹𝑙, 𝑹𝑚) |𝜓𝑖 (𝑹𝑙)〉〈𝜓 𝑗 (𝑹𝑚) |

=
∑
𝑖𝑙

𝜀𝑖 (𝑹𝑙) |𝑙, 𝑖〉〈𝑙, 𝑖 | +
∑
𝑖 𝑗𝑙𝑚

𝐽𝑖 𝑗 (𝑹𝑙, 𝑹𝑚) |𝑙, 𝑖〉〈𝑚, 𝑗 |
�� ��简化符号

⇒
∑
𝑖𝑙

𝜀𝑖 (𝑹𝑙)𝑐†𝑖 (𝑹𝑙)𝑐𝑖 (𝑹𝑙) +
∑
𝑖 𝑗𝑙𝑚

𝐽𝑖 𝑗 (𝑹𝑙, 𝑹𝑚)𝑐†𝑖 (𝑹𝑙)𝑐 𝑗 (𝑹𝑚)
�� ��二次量子化

𝜀𝑖 (𝑹𝑙)：onsite energy，格点能量
𝐽𝑖 𝑗 (𝑹𝑙, 𝑹𝑚)：跃迁矩阵元，从 𝑹𝑚 原胞第 𝑗 个原子轨道跃迁
到 𝑹𝑙 原胞第 𝑖个原子轨道的强度
一维简单格子实空间 Hamiltonian

H =
∑
𝑙

𝜀 |𝑙〉〈𝑙 | +
∑
𝑙𝑚

𝐽𝑙𝑚 |𝑙〉〈𝑚 |



紧束缚近似例子：SSH模型
每个原胞两个原子：𝐴，𝐵；能级分别为 𝜀𝐴，𝜀𝐵；原子们等
间距排列；只考虑最近邻跃迁
Φ𝑖 𝑗 (𝑹𝑙, 𝑹𝑚) = 𝛿𝑖 𝑗𝛿𝑙𝑚，𝐽𝐴𝐵 (0, 0) = 𝐽𝐵𝐴(0, 0) = 𝑢 > 0，
𝐽𝐵𝐴(0, 2𝑎) = 𝐽𝐴𝐵 (2𝑎, 0) = 𝑤 > 0，其余为零

实空间 Hamiltonian

H =
∑
𝑙

[𝜀𝐴|𝑙, 𝐴〉〈𝑙, 𝐴| + 𝜀𝐵 |𝑙, 𝐵〉〈𝑙, 𝐵 |

+ 𝑢
∑
𝑙

[|𝑙, 𝐴〉〈|𝑙, 𝐵〉 + |𝑙, 𝐵〉〈𝑙, 𝐴|] + 𝑤
∑
𝑙

[|𝑙, 𝐵〉〈|𝑙 + 1, 𝐴〉 + |𝑙 + 1, 𝐴〉〈𝑙, 𝐵 |]

𝐽𝐴𝐵 (𝑘) =
∑
Δ𝑅

𝐽𝐴𝐵 (Δ𝑅)𝑒−𝑖𝑘Δ𝑅 = 𝑢 + 𝑤𝑒−2𝑖𝑘𝑎

𝐽𝐵𝐴(𝑘) =
∑
Δ𝑅

𝐽𝐵𝐴(Δ𝑅)𝑒−𝑖𝑘Δ𝑅 = 𝑢 + 𝑤𝑒2𝑖𝑘𝑎



紧束缚近似例子：SSH模型
变成 𝑘 空间

𝜀𝑛 (𝑘)
(
𝐶𝐴(𝑘)
𝐶𝐵 (𝑘)

)
=

(
𝜀𝐴 𝐽𝐴𝐵 (𝑘)

𝐽𝐵𝐴(𝑘) 𝜀𝐵

) (
𝐶𝐴(𝑘)
𝐶𝐵 (𝑘)

)
= H(𝑘)

(
𝐶𝐴
𝐶𝐵

)
H(𝑘) =

(
𝜀𝐴 𝑢 + 𝑤𝑒−2𝑖𝑘𝑎

𝑢 + 𝑤𝑒2𝑖𝑘𝑎 𝜀𝐵

)
=
𝜀𝐴 + 𝜀𝐵

2
�� ��= 𝜀 + 𝜀𝐴 − 𝜀𝐵

2
�� ��= Δ 𝜎𝑧 + (𝑢 + 𝑤 cos 2𝑘𝑎)𝜎𝑥 + 𝑤 sin 2𝑘𝑎𝜎𝑦

𝜀 + Δ𝜎𝑧 + (𝑢 + 𝑤 cos 2𝑘𝑎)𝜎𝑥 + 𝑤 sin 2𝑘𝑎𝜎𝑦

𝜀±(𝑘) = 𝜀 ±
√
(𝑢 + 𝑤 cos 2𝑘𝑎)2 + 𝑤2 sin2 2𝑘𝑎 + Δ2

+ 分成 ±两个能带
+ 带底／顶在第一布里渊区的边界，𝑘 = ±𝜋/2𝑎。
E𝑔 = 𝜀+(𝜋/2𝑎) − 𝜀− (𝜋/𝑎) = 2

√
Δ2 + (𝑢 − 𝑤)2

+ 在 Δ = 0，𝑢 = 𝑤时带隙为零。⇒布里渊区折叠
+ 𝑢 > 𝑤 和 𝑢 < 𝑤 时都是绝缘体（E𝑔 > 0），但是 Bloch bundle
拓扑性不同：

´
𝐵𝑍 A±(𝑘)𝑑𝑘



紧束缚 +有效质量近似
+ 在没有平移不变性的系统中，紧束缚模型得到的结果一般是
数值解。如果我们对某个能量附近的态感兴趣的话，我们可
以在紧束缚模型基础上利用有效质量近似，得到相应的解析
解，典型的例子是计算边界态。
SSH模型在带边的有效 Hamiltonian：

𝑘 ⇒ 𝜋/(2𝑎) + 𝛿𝑘 2𝑘𝑎 ⇒ 𝜋 + 2𝛿𝑘𝑎

H(𝑘) =
(

𝜀𝐴 𝑢 + 𝑤𝑒−𝑖 𝜋−2𝑖𝑎𝛿𝑘

𝑢 + 𝑤𝑒𝑖 𝜋+2𝑖𝑎𝛿𝑘 𝜀𝐵

)
'
(

𝜀𝐴 𝑢 − 𝑤(1 − 2𝑖𝑎𝛿𝑘)
𝑢 − 𝑤(1 + 2𝑖𝑎𝛿𝑘) 𝜀𝐵

)
⇒H(𝑥) =

(
𝜀𝐴 𝑢 − 𝑤 + 2𝑤𝑎𝜕𝑥

𝑢 − 𝑤 − 2𝑤𝑎𝜕𝑥 𝜀𝐵

)
= 𝜀 + Δ𝜎𝑧 + (𝑢 − 𝑤)𝜎𝑥 − 2𝑖𝑤𝑎𝜕𝑥𝜎𝑦

= 𝜀 + Δ𝜎𝑧 + (𝑢 − 𝑤)𝜎𝑥 +
2𝑤𝑎
ℏ
𝑝𝑥𝜎𝑦



紧束缚近似例子：量子阱

+ 把原子／离子分层，层间跃迁（𝑧方向）不具备平移不变，层
内跃迁（𝑥 − 𝑦方向）具有平移不变。

+ 𝑥 − 𝑦方向的结果和普通二维晶体结果相同，具有 Bloch波函
数的形式

+ 𝑧方向形成量子化能级，𝜓 ∝ 𝜓𝑛𝑧 (𝑧)𝑒𝑖𝑘𝑥 𝑥+𝑖𝑘𝑦𝑦

量子阱 𝑧方向原子排列，以及跃迁强度



有磁场时的紧束缚近似：Peierls substitution

H0 =
𝒑2

2𝑚
+𝑈 (𝒓) H =

( 𝒑 + 𝑒𝑨)2
2𝑚

+𝑈 (𝒓)

𝜓̃𝑖 (𝒓, 𝑹𝑙)〉 = 𝑒
−𝑖 𝑒ℏ
´ 𝒓
𝑹𝑙

𝑨(𝒓′ ) ·𝑑𝒓′
𝜓𝑖 (𝒓, 𝑹𝑙)

H 𝜓̃𝑖 (𝒓, 𝑹𝑙) = 𝑒
−𝑖 𝑒ℏ
´ 𝒓
𝑹𝑙

𝑨(𝒓′ ) ·𝒓′
H0𝜓𝑖 (𝒓, 𝑹𝑙)

𝐽𝑖 𝑗 (𝑹𝑙, 𝑹𝑚) = 〈𝜓̃𝑖 (𝑹𝑙) |H |𝜓 𝑗 (𝑹𝑚)〉

= 〈𝜓𝑖 (𝑹𝑙) |𝑒
𝑖 𝑒ℏ [
´ 𝑟
𝑹𝑙

𝐴(𝒓′ ) ·𝒓′−
´ 𝒓
𝑹𝑚

𝑨(𝒓′ ) ·𝑑𝒓′ ]
H0 |𝜓 𝑗 (𝑹𝑚)〉

= 𝑒
𝑖 𝑒ℏ
´ 𝑹𝑚

𝑹𝑙

𝑨(𝒓′ ) ·𝑑𝒓′
〈𝜓𝑖 (𝑹𝑙) |

ˆ
𝑒
𝑖
¸
𝑹𝑙 ,𝒓 ,𝑹𝑚

𝑨(𝒓′ ) ·𝑑𝒓′H0 |𝜓 𝑗 (𝑹𝑚)〉

' 𝑒
𝑖 𝑒ℏ
´ 𝑹𝑚

𝑹𝑙

𝑨(𝒓′ ) ·𝑑𝒓′
〈𝜓𝑖 (𝑹𝑙) |H0 |𝜓 𝑗 (𝑹𝑚)〉

= 𝑒
𝑖 𝑒ℏ
´ 𝑹𝑚

𝑹𝑙

𝑨(𝒓′ ) ·𝑑𝒓′
𝐽𝑖 𝑗 (𝑹𝑙, 𝑹𝑚)



能带例子：碱金属：钠, BCC结构



贵金属：铜, FCC结构



贵金属：铜的费米面



Semimetal：铋，石墨等
Small overlap between conduction and valence bands. Small DOS at
Fermi surface.



Halfmetal：自旋极化的金属



Semiconductor crystal structure

Diamond structure: IV Semiconductors, C, Si, Ge, · · ·
Zinc Blende: III-V Semiconductors, GaAs, InAs, · · ·
II-V semiconductors, ZnO, ZnS, PbSe, · · ·



Important Semiconductors



Silicon



Germanium



GaAs



InSb



二维材料：石墨烯、氮化硼等

+ Bravais格子为三角格子，每个原胞里有 A,B两个原子。𝒂1 =
(3𝑎/2,

√
3𝑎/2)，𝒂2 = (3𝑎/2,−

√
3𝑎/2)；K = 2𝜋

3𝑎 (1, 1/
√

3)，K′ =
2𝜋
3𝑎 (1,−1/

√
3)。

+ 最近邻近似 −𝐽 = 𝐽𝐴𝐵 (0, 0) = 𝐽𝐴𝐵 (1, 0) = 𝐽𝐴𝐵 (0, 1)，
= 𝐽𝐵𝐴(0, 0) = 𝐽𝐵𝐴(−1, 0) = 𝐽𝐵𝐴(0,−1)

具有平移不变时，简化为每个 𝑘 对应一个 2 × 2的本征问题。
𝐽𝐴𝐵 (𝒌) = 𝐽∗𝐵𝐴(𝒌) =

∑
Δ𝑹 𝐽𝐴𝐵 (Δ𝑹)𝑒−𝑖𝒌 ·Δ𝑹

= Δ(𝒌) = −𝐽𝑒𝑖𝑘𝑥𝑎 [1 + 2𝑒−𝑖3𝑘𝑥𝑎/2 cos
√

3𝑘𝑦𝑎
2 ]



石墨烯，Graphene

H0(𝒌) =
(

𝜀𝐴 = 0 Δ𝑟 (𝒌) + 𝑖Δ𝑖 (𝒌)
Δ𝑟 (𝒌) − 𝑖Δ𝑖 (𝒌) 𝜀𝐵 = 0

)
= Δ𝑟 (𝒌)𝜎𝑥 − Δ𝑖 (𝒌)𝜎𝑦

𝜀±(𝒌) = |Δ(𝒌) |



石墨烯，Dirac cone

𝒌 = K + 𝛿𝒌
�� ��有效质量近似：ℏ𝛿𝒌 → 𝒑

H(𝒌) ⇒ H(K + 𝛿𝒌) ' −3𝐽𝑎
2

(
0 𝑘𝑦 − 𝑖𝑘𝑥

𝑘𝑦 + 𝑖𝑘𝑥 0

)
⇒ ℏ𝑣𝐹𝛿𝒌 · 𝝈

H
ℏ𝛿𝒌 → 𝒑

⇒ 𝑣𝐹 𝒑 · 𝝈 ⇔ 𝑐𝑝𝛾
�� ��粒子物理中 Dirac Fermion



Graphene
K± = K,K′ =

2𝜋
3𝑎
(1,± 1
√

3
)

Δ(K± + 𝒌) = −𝐽 [1 + 2𝑒𝑖3(𝐾
±
𝑥+𝑘𝑥 )𝑎/2 cos

√
3(𝐾±𝑦 + 𝑘𝑦)𝑎

2
]

= −𝐽 [1 + 2𝑒𝑖 (𝜋+3𝑘𝑥𝑎/2) cos(±𝜋
3
+
√

3𝑘𝑦𝑎
2
)]

= −𝐽{1 − 2(1 + 𝑖3𝑘𝑥𝑎/2) [cos
𝜋

3
− sin

𝜋

3
(±
√

3𝑘𝑦𝑎
2
)]}

= −𝐽 [1 − (1 + 𝑖3𝑘𝑥𝑎/2)(1 ∓ 3𝑘𝑦𝑎/2)] =
3𝐽𝑎
2
(𝑖𝑘𝑥 ∓ 𝑘𝑦)

=
3𝐽𝑎
2ℏ
(𝑖ℏ𝑘𝑥 ∓ ℏ𝑘𝑦) = 𝑣𝐹 (𝑖𝑝𝑥 ∓ 𝑝𝑦)

H±( 𝒑) = 𝑣𝐹
(

0 𝑖𝑝𝑥 ∓ 𝑝𝑦
−𝑖𝑝𝑥 ∓ 𝑝𝑦 0

)
= 𝑣𝐹 (𝑝𝑥𝜎𝑦 ∓ 𝑝𝑦𝜎𝑥)

+ K，K′两个谷简并，𝜀±(𝒌) = ±ℏ𝑣𝐹 |𝒌 |



Transition metal dichalcogenide：MX2

M=Mo, W, · · · ; X=S, Se, Te



MoS2 and WS2



六角氮化硼，hexagonal boron nitride



Topological insulator: Bi2Se3



ARPES for Bi2Se3



ARPES for surface states

a: Sb2Se3; b: Sb2Te3; c: Bi2Se3; d: Bi2Te3.
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