
第三章 纳米结构中的输运问题
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纳米结构

刻蚀纳米线，75 nm，Roukes et al., PRL 59, 3011 (1987)



纳米结构

碳纳米管，Tsukagoshi et al., Nature 401, 572 (1999)



纳米结构

Split-gate GaAs/GaAlAs量子点

导线到点里的越迁几
率、量子点里的电子
能级可以通过门电压
调节



能带结构和态密度
有效质量近似

𝜀𝑛 (𝒌0 − 𝑖∇)𝜓𝑝 = 𝜀𝑝𝜓𝑝

𝜀𝑛𝑧 (𝑘𝑥 , 𝑘𝑦) = 𝜀0 + 𝜀𝑛𝑧 +
ℏ2(𝑘2

𝑥 + 𝑘2
𝑦)

2𝑚∗
准二维

𝜀𝑛𝑥 ,𝑛𝑦 (𝑘𝑧) = 𝜀0 + 𝜀𝑛𝑥 ,𝑛𝑦 +
ℏ2𝑘2

𝑧

2𝑚∗
准一维

准二维体系态密度 准一维体系态密度



弹道输运／ Ballistic transport
介观系统中，载流子基本不受散射的输运
主要发生在量子线（一维或者准一维）或者量子点（准零维）
系统中
系统结构对输运性质有非常重要的影响，甚至可能是决定性
的
载流子的量子波动性在输运过程中扮演重要角色。输运系数
可能出现量子化现象，例如电导／电阻量子化。



一维纳米结构中的量子输运
模型：一个导线，中间有一个节（散射中心）。在导线两端加
上电压 𝑉，有电流 𝐼 通过。
𝑉 = 𝐼𝑅，或者 𝐼 = 𝐺𝑉 ⇒ 测量／计算 𝑅或者 𝐺
假设电压都加在节上，两端的量子线内部没有电压，在导线
内电子服从平衡发布
有效质量近似下，单个量子线内载流子包络波函数：（沿着 𝑧
方向输运，𝑥𝑦方向运动受约束）

𝜓𝑝,𝑘 (𝒓) = 𝐹𝑝𝑘 (𝑧)𝐹𝑝 (𝑥, 𝑦)𝜓𝑛𝑘0 ∝ 𝑒𝑖𝑘𝑧𝐹𝑝 (𝑥, 𝑦)𝜓𝑛𝑘0

𝜀(𝑝, 𝑘) = 𝜀𝑛 (𝑘0) + 𝜀𝑝 + 𝜀𝑝𝑘
𝑛 是体材料的能带指标；𝑝是约束导致的子带／微带指标。
由于外加电场，两边载流子的能量零点不同
左边能量：𝜀𝐿 (𝑝, 𝑘) = 𝜀𝑛 (𝑘0) + 𝑒𝑉 + 𝜀𝑝 + 𝜀𝑝𝑘；
右边能量：𝜀𝑅 (𝑝, 𝑘) = 𝜀𝑛 (𝑘0) + 𝜀𝑝 + 𝜀𝑝𝑘；

𝑓𝐿 (𝑘) = 𝑓0(𝜀𝐿 (𝑝, 𝑘)) =
1

𝑒 [𝜀𝐿 (𝑝,𝑘 )−𝜇]/𝑘𝐵𝑇 + 1
𝑓𝑅 (𝑘) = 𝑓0(𝜀𝑅 (𝑝, 𝑘))



一维纳米结构中的量子输运

暂时不考虑载流子在不同子带之间的跃迁。
对于第 𝑝个子带，先考虑一个从左边过来的电子的波函数及其对
电流的贡献：

入射（包络）波函数 𝑒𝑖𝑘𝑧，在节上发生散射，一部分透过节
到右边，透射系数 𝑡𝑝 (𝑘)
一部分反射回去，反射系数 𝑟𝑝 (𝑘)

𝐹𝐿 (𝑧) = 𝑒𝑖𝑘𝑧 + 𝑟𝑝 (𝑘)𝑒−𝑖𝑘𝑧 𝐹𝑅 (𝑧) = 𝑡𝑝 (𝑘)𝑒𝑖𝑘
′𝑧 = 𝑡𝑝 (𝑘)𝑒𝑖𝑘𝑧

𝑅𝑝 (𝜀) = |𝑟𝑝 (𝑘) |2 𝑇𝑝 (𝜀) = |𝑡𝑝 (𝑘) |2 = 1 − 𝑅𝑝



Landauer-Büttiker公式
左边入射的电子对电流的贡献

𝑣𝑝 (𝑘) =
1
ℏ
𝜕𝑘𝜀

𝑝
𝑘

�� ��电子群速度

𝐼 (→)𝐿 = −𝑒
∑
𝑘

𝑣𝑝 (𝑘) 𝑓𝐿 (𝑘)
�� ��左边入射 − (−𝑒)

∑
𝑘

𝑣𝑝 (𝑘)𝑅𝑝 (𝑘) 𝑓𝐿 (𝑘)
�� ��反射

= −𝑒
∑
𝑘

[1 − 𝑅𝑝 (𝑘)]𝑣𝑝 (𝑘) 𝑓𝐿 (𝑘) = −𝑒
∑
𝑘

𝑇𝑝 (𝑘)𝑣𝑝 (𝑘) 𝑓𝐿 (𝑘)

𝐼 (→)𝑅 = −𝑒
∑
𝑘

𝑣𝑝 (𝑘)𝑇𝑝 (𝑘) 𝑓𝐿 (𝑘)
�� ��左边透射到右边

同理可得到从右边入射电子对电流的贡献

𝐼 (←)𝐿 = −𝑒
∑
𝑘

𝑣𝑝 (−𝑘)𝑇𝑝 (−𝑘) 𝑓𝑅 (−𝑘) = −
∑
𝑘

𝑣𝑝 (𝑘)𝑇𝑝 (𝑘) 𝑓𝑅 (𝑘)

𝐼 (←)𝑅 = −𝑒
∑
𝑘

𝑣𝑝 (−𝑘) [1 − 𝑅𝑝 (−𝑘)] 𝑓𝑅 (−𝑘) = −
∑
𝑘

𝑣𝑝 (𝑘)𝑇𝑝 (𝑘) 𝑓𝑅 (𝑘)



Landauer-Büttiker公式
线性响应区间：当外加电压很小时，

𝐼 = 𝐼𝐿 = 𝐼 (→)𝐿 + 𝐼 (←)𝐿 = −𝑒
∑
𝑘

[𝑣𝑝 (𝑘)𝑇𝑝 (𝑘) 𝑓𝐿 (𝑘) − 𝑣𝑝 (𝑘)𝑇𝑝 (𝑘) 𝑓𝑅 (𝑘)]

= −𝑒
ˆ

1
ℏ

𝜕𝜀𝑝 (𝑘)
𝜕𝑘

𝑇𝑝 (𝜀𝑝) [ 𝑓𝐿 (𝜀𝑝) − 𝑓𝑅 (𝜀𝑝)]
𝑑𝑘

2𝜋

= − 𝑒
ℎ

ˆ
𝑇𝑝 (𝜀) [ 𝑓0(𝜀 + 𝑒𝑉) − 𝑓0(𝜀)]𝑑𝜀 ≃ −

𝑒

ℎ

ˆ
𝑑𝜀 𝑇𝑝 (𝜀) 𝑓 ′0 (𝜀)𝑒𝑉

=
𝑒2

ℎ
𝑉

ˆ
𝑑𝜀 𝑇𝑝 (𝜀)𝛿(𝜀 − 𝜀𝐹) =

𝑒2

ℎ
𝑇𝑝 (𝜀𝐹)𝑉 = 𝐺 𝑝𝑉

左右两边费米面相差 𝑒𝑉

只有两个费米面之间的
电子对电流有贡献



更准确的 Landauer-Büttiker公式
考虑 Pauli不相容原理，左边入射的电子对电流的贡献

𝐼 (→)𝐿 = −𝑒
∑
𝑘

𝑣𝑝 (𝑘) 𝑓𝐿 (𝑘)
�� ��左边入射

+ 𝑒
∑
𝑘

𝑣𝑝 (𝑘)𝑅𝑝 (𝑘) 𝑓𝐿 (𝑘) [1 − 𝑓𝐿 (−𝑘)]
�� ��反射

𝐼 (→)𝑅 = −𝑒
∑
𝑘

𝑣𝑝 (𝑘)𝑇𝑝 (𝑘) 𝑓𝐿 (𝑘) [1 − 𝑓𝑅 (𝑘)]
�� ��左边透射到右边

同理可得到从右边入射电子对电流的贡献

𝐼 (←)𝐿 = −𝑒
∑
𝑘

𝑣𝑝 (−𝑘)𝑇𝑝 (−𝑘) 𝑓𝑅 (−𝑘) [1 − 𝑓𝐿 (−𝑘)]

= 𝑒
∑
𝑘

𝑣𝑝 (𝑘)𝑇𝑝 (𝑘) 𝑓𝑅 (𝑘) [1 − 𝑓𝐿 (𝑘)]

𝐼 (←)𝑅 = −𝑒
∑
𝑘

𝑣𝑝 (−𝑘) [1 − 𝑅𝑝 (−𝑘)] 𝑓𝑅 (−𝑘) = −
∑
𝑘

𝑣𝑝 (𝑘)𝑇𝑝 (𝑘) 𝑓𝑅 (𝑘)

+ 得到的最终结果和前面的简化方法相同



Conductance quantum／量子化电导

1
𝑅

= 𝐺 =
∑
𝑝

𝐺 𝑝

�� ��可能有多个子带／微带同时参与输运

= 2
�� ��自旋指标 ×

∑
𝑝

𝑒2

ℎ
𝑇𝑝 (𝜀𝐹) =

2𝑒2

ℎ

∑
𝑝

𝑇𝑝 (𝜀𝐹) = 𝐺0
∑
𝑝

𝑇𝑝 (𝜀𝐹)

每个子带／微带对电导的贡献 (2𝑒2/ℎ)𝑇𝑝 = 𝐺0𝑇𝑝。每个子带
代表一个导电通道。
每个导电通道有一个最大的电导：Conductance quantum

𝐺0 =
2𝑒2

ℎ
=

𝑒2

𝜋ℏ
=

2
𝑅𝐾

= 7.748091729 × 10−5 𝑆

𝑅𝐾 =
ℎ

𝑒2 = 2.581280745 × 104Ω von Klitzing constant

在没有任何阻碍时，𝑇𝑝 = 1时，电导量子化



Quantum Point Contacts Effects

van Wees et al., PRL 60, 848 (1988)
两个电极之间形成一个导电通道（类似于量子线）
宽度 ∼ 100 nm，长度 ∼ 1 𝜇m
通道的宽度／化学势可以通过电极调控



Quantum Point Contacts Effects

van Wees et al., PRL 60, 848 (1988)



Quantum Point Contacts Effects

+ 量子约束导致 𝑥, 𝑦方向能量量子化，形成子带／微带

𝜀𝑛𝑥 ,𝑛𝑦 (𝑘𝑧) = 𝜀0 +
𝑛2
𝑥ℏ

2𝜋2

2𝑚∗𝑎2
𝑥

+
𝑛2
𝑦ℏ

2𝜋2

2𝑚∗𝑎2
𝑦

+
ℏ2𝑘2

𝑧

2𝑚∗

+ 每个子带对电导贡献 ∼ 𝐺0

+ 改变门电压时改变了通道的宽度（𝑎𝑥 或者 𝑎𝑦）
+ 门电压减小，𝑎𝑥 或者 𝑎𝑦 增大，能级间隔减小，电子占据更
多子带，导电渠道增加⇒电导增加



Resonant Tunneling/共振隧穿
假设有两个节，电子会在两节间多次反射

𝜃 = 𝑘 ′𝐿

𝑡𝑠𝑑 = 𝑡1𝑒
𝑖 𝜃 𝑡2 + 𝑡1𝑒𝑖 𝜃𝑟2𝑒

𝑖 𝜃𝑟1𝑒
𝑖 𝜃 𝑡2 + · · ·

=
∞∑
𝑗=0

𝑡1𝑒
𝑖 𝜃 (𝑟1𝑟2𝑒

2𝑖 𝜃 ) 𝑗 𝑡2 =
𝑡1𝑡2𝑒

𝑖 𝜃

1 − 𝑟1𝑟2𝑒2𝑖 𝜃

𝑇𝑠𝑑 = |𝑡𝑠𝑑 |2 =
|𝑡1𝑡2 |2

1 + |𝑟1𝑟2 |2 − 2|𝑟1𝑟2 | cos(2𝜃 + 𝜙)

=
𝑇1𝑇2

1 + 𝑅1𝑅2 − 2
√
𝑅1𝑅2 cos(2𝜃 + 𝜙)

对称情况下，𝑇1 = 𝑇2 = 𝑇

=
𝑇2

1 + (1 − 𝑇)2 − 2(1 − 𝑇) cos 2𝜃
𝑅1 = 𝑅2 = 𝑅 = 1 − 𝑇, 𝜙 = 0

=
𝑇2

2(1 − 𝑇)(1 − cos 2𝜃) + 𝑇2 =
𝑇2

4(1 − 𝑇) sin2 𝜃 + 𝑇2



Resonant Tunneling/共振隧穿

𝑇𝑠𝑑 =
𝑇2

4(1 − 𝑇) sin2 𝜃 + 𝑇2
𝜃 = 𝑘 ′𝐿

+ 一般情况下，𝑇𝑠𝑑 ≃ 𝑇2 ∼ 0，电导很小
+ 共振隧穿：𝐺 = 𝐺0
如果 𝜃 = 𝑘 ′𝐿 = 𝑝𝜋，𝑇𝑠𝑑 = 1⇒
不管单侧的透射率 𝑇 多小，总体的透射率 𝑇𝑠𝑑 = 1。

+ 共振条件：

𝑘 ′ =
𝑝𝜋

𝐿
𝜀𝑝 =

ℏ2

2𝑚∗
( 𝑝𝜋
𝐿

)2

把两个节看成一种约束，那么两个约束之间的系统变为一个
量子点，上面的表达式为量子点中粒子的本征能量。
入射电子能量为量子点中的本征能量时，电子完全透过障碍
⇒共振隧穿。
线性输运时，Fermi能和量子点中的本征能量相同时发生共
振隧穿，有较大电导 𝐺 = 𝐺0。不共振时电导很小。



量子点中的库仑阻塞
Coulomb Blockade

量子点里电子之间的 Coulomb作用非常重要
𝐸 (𝑁) = ∑𝑁

𝑖=1 𝜀𝑖 +
𝑄2

2𝐶 =
∑𝑁
𝑖=1 𝜀𝑖 + 𝑒2

2𝐶𝑁
2 =

∑𝑁
𝑖=1 𝜀𝑖 + 𝑁2𝜀𝐶

𝜇 = Δ𝐸 (𝑁) = 𝐸 (𝑁) − 𝐸 (𝑁 − 1) = 𝜀𝑁 + (2𝑁 − 1)𝜀𝐶



量子点中的库仑阻塞
Coulomb Blockade

量子点上加上门电压 𝑉𝑔 后，𝐸 (𝑁) = ∑𝑁
𝑖=1 𝜀𝑖 + 𝑁2𝜀𝐶 − 𝑁𝑒𝑉𝑔

𝜇 = 𝜀𝑁 + (2𝑁 − 1)𝜀𝐶 −𝑉𝑔
+可以通过门电压改变量子点能量+改变电导



Coulomb Blockade

PRL 65, 771 (1990)
量子点能级落在导线两端的化学势（费米能）之间时发生共
振隧穿，电导大；否则电导小
线性电导率随着门电压（+量子点能级）剧烈改变
量子点里的能级主要由 Coulomb相互作用决定 + Coulomb
blockade
共振宽度由温度决定：Coulomb blockade thermometer



导线两端电压差比较大时的情况：Coulomb diamonds
当导线两端电压差比较大时，量子点能级在一定范围内改变都可
以发生共振，因此在 𝑉𝑆𝐷–𝑉𝐺 图上微分电导非零的区域形成一系
列菱形，被称为 Coulomb diamonds。



Kondo效应

正常金属电阻和温度关系：𝜌(𝑇) = 𝜌𝑖 + 𝜌𝑝ℎ = 𝜌0 + 𝑏𝑇5

金属中参入少量磁性杂质低温电阻反常行为

𝜌(𝑇) = 𝜌0 + 𝑐𝑚 ln
𝜇

𝑇
+ 𝑏𝑇5

电阻极小温度：𝑇𝐾，Kondo温度



Kondo效应
磁性杂质的高阶散射的相干叠加



量子点系统里的 Kondo效应

稀磁金属 vs量子点中的 Kondo效应
左边为体材料中的 Kondo效应，低温电阻随温度降低而升高
中间为量子点中的 Kondo效应，低温电导随温度降低而升高



量子点系统里的 Kondo效应

量子点中的 cotunneling
Fermi面和量子点能级不匹配，没有共振隧穿，单电子隧穿
对电导无贡献
共隧穿⇒两电子过程，不需要能量匹配



环状纳米结构中的量子输运

Nature 413, 822 (2001) PRB 99, 165428 (2019)

𝑇 = 𝑡1 + 𝑡2 = |𝑡1 |𝑒𝑖 𝜃1 + |𝑡2 |𝑒𝑖 𝜃2 = 𝑒𝑖 𝜃1 [|𝑡1 | + |𝑡2 |𝑒𝑖 (𝜃2−𝜃1 ) ]
|𝑇 |2 = | |𝑡1 | + |𝑡2 |𝑒𝑖 (𝜃2−𝜃1 ) |2

+ 两条路径相位可以不同，相互干涉。详见第五章



弹道输运的条件

系统尺寸很小：𝐿 ≪ 𝑙𝑤 , 𝑙

低温
声子贡献小
温度小 𝑘𝐵𝑇 ≪ Δ𝜀𝑝
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