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8.1 超导体的发现
1911年：Kamerlingh Onnes发现零电阻



Motivation
D. K. Delft & P. Kes, “The discovery of superconductivity”,
Phys. Today 2010 Sept., 38

“Door meten tot weten”
“Through measurement to knowledge”

三种可能的低温电阻行为
Kelvin：𝑇 → 0电子冻结，不能导电 𝑅 → ∞
Dewar：𝑇 → 0没有损耗，𝑅 → 0
Matthieson：杂质导致残余损耗，𝑅 → 𝑅(0) ≠ 0

已知良导体例如金、银在低温下都显示出有杂质导致的残余
电阻
水银容易提纯，在 𝑇 = 14 K时仍无平缓的趋势



发现过程
1911年 4月 8日：两种超流现象

𝑇 = 3 K：超导
“[The resistivity of] Mecury practically zero.”
电导为零是突变，不是 Dewar预言的渐变
5月 23日：“At 4.00 not yet anything to notice of rising resistance.
At 4.05 not yet either. At 4.12 resistance begins to appear.”
𝑇 = 1.8 K：4He II超流
“Just before the lowest temperaturewas reached, the boiling sud-
denly stopped and was replaced by evaporation in which the liquid
visibly shrank. So, a remarkably strong evaporation at the sur-
face.”



Persistent current: How zero is zero resistivity?
𝑅 = 𝑈/𝐼：April 1911 , 𝑅/𝑅0 < 10−5; May 1911, 𝑅/𝑅0 < 10−7.
Current in a ring: 𝐼 = 𝐼0𝑒−𝑅𝑡/𝐿 = 𝐼0𝑒−𝑡/𝜏𝑅

Onnes, April 24th, 1914
Lead, “During an hour, the current [0.6 A] was observed not to
decrease perceptibly.”

J. Fill & R. G. Mills, “Observation of persistent current in a su-
perconductor solenoid”, PRL 10, 93 (1963),
NiZr alloy, 𝑅 = 7 × 10−15 Ω, 𝜌 = 4 × 10−22 Ω.cm∼ 10−16 𝜌𝐴𝑔.
经过大约 1500小时（两个月），电流没有明显减小。电流的
衰减时间超过十万年。



Persistent current: How zero is zero resistivity?
R. F. Broom, “An Upper limit for the Resistivity of a Supercon-
ducting Film”, Nature 190, 992 (1961)
The best known is that carried out by Collins, in which a persistent
current of several hundred amperes was maintained in a lead ring
for two and a half years. At the end of this time there was no mea-
surable decrease in the magnitude of the current. The resistance of
the ring is quoted by Crowe as less than 10−21 ohm, but no figure
for the resistivity of the lead is given.

Varlamov and Aslamazov, “The wonders of physics”
“The maximal duration of a nondamped superconducting current
recorded in England as about two years. (The current in the ring
would have circulated up till now (1987) but for a strike of trans-
port workers which caused a break in the supply of liquid helium
to the laboratory.) Even after the two years, no damping of the
current was detected.”



元素超导电性



超导体的反常特点

超导现象是比较普遍的
不良导体（包括合金）超导，良导体反而不超导
+原本不超导的元素的合金可以超导
零电阻

持续电流：Persistent current
临界电流
恒定磁通：Constant magnetic flux

临界磁场、临界电流
低热导：电导无穷大，热导本应该也是无穷大
Wiedemann–Franz law: 𝜅 = 𝜋2𝑘2

𝐵

3𝑒2 𝑇𝜎

低热电效应：𝜖 = 0
热容
Meissner效应



Meissner效应：完美抗磁体

完美导体（𝑅 = 0）：
完美的动态抗磁性

先降温从正常导体
变为完美导体，再
加磁场：体内无磁
场
先加磁场，再降温：
体内有磁场

超导体：完美的抗
磁性（动态／静态）

体内始终没有磁场



Meissner效应：Ochsenfeld实验



Meissner效应
超导体中 𝐵 = 0和过程无关，是一个热力学性质
𝐺𝑛 (𝑇, 𝐻 = 0) − 𝐺𝑆 (𝑇, 𝐻 = 0) = 𝜇0𝐻

2
𝑐 (𝑇)/2

Meissner效应的发现启发 Fritz and Heinz London兄弟基于双
流体模型建立 London方程，这是第一个成功的唯象理论
Meissner效应是比零电阻更为基本的超导体特征
超导体不是完美导体，而是完美抗磁体！



Meissner效应+电阻率为零
导体环中电流减小，其感
应磁场也应该减小
正常导体散射导致电流
减小+磁力线/磁通移动，
通过导体环移出环 + 磁
场减小
超导环 Meissner 效应 +

磁力线/磁通无法穿过超
导环 + 线圈内的磁场无
法降低+电流不能减小
发生超导转变之后，散射并不消失，仍然起作用
散射降低电子速度，磁力线向超导环表面移动+超导环排斥
磁力线，使之向内移动，产生一个感应电场+加速电子，保
持电子速度不变，因此电流不变



8.2 超导体的热力学性质
临界磁场

𝐻𝑐 (𝑇) = 𝐻𝑐 (0) [1 − (𝑇/𝑇𝑐)2]



临界电流

Silsbee: Critical current is the current necessary to produce the critical
magnetic field at the surface



超导体的热力学性质
单位体积非磁性金属

𝑑𝐺 = −𝑆𝑑𝑇 − 𝜇0𝑀𝑑𝐻

𝑀 =


0 正常态

−𝐻 超导态
�� ��Meissner效应：𝐵 = 𝜇0(𝐻 + 𝑀) = 0

𝐺 (𝑇, 𝐻) =


= 𝐺𝑁 (𝑇, 𝐻) = 𝐺𝑁 (𝑇, 0) 正常态

= 𝐺𝑆 (𝑇, 𝐻) = 𝐺𝑆 (𝑇, 0) + 1
2𝜇0𝐻

2 超导态

𝐺𝑁 (𝑇, 𝐻𝑐) = 𝐺𝑆 (𝑇, 𝐻𝑐) 两相共存条件

𝐺𝑁 (𝑇, 0) = 𝐺𝑆 (𝑇, 0) +
1
2
𝜇0𝐻

2
𝑐 (𝑇)



超导体的热力学性质
单位体积非磁性金属

𝑆𝑁 (𝑇 = 0, 𝐻) = −
(𝜕𝐺𝑁

𝜕𝑇

)
𝐻
= −𝑑𝐺𝑁 (𝑇, 0)

𝑑𝑇
热力学第三定律

= 𝑆𝑆 (𝑇 = 0, 𝐻) = −
(𝜕𝐺𝑆

𝜕𝑇

)
𝐻
= −𝑑𝐺𝑁

𝑑𝑇
+ 𝜇0𝐻𝑐

𝑑𝐻𝑐

𝑑𝑇

+
𝑑𝐻𝑐 (0)
𝑑𝑇

= 0 + 𝐻𝑐 (𝑇) = 𝑎 + 𝑏𝑇2 + · · ·

+𝐻𝑐 (𝑇𝑐) = 0
+𝐻𝑐 (𝑇) = 𝐻𝑐 (0) [1 − (𝑇/𝑇𝑐)2]

𝐶𝑆 = 𝑇
𝜕𝑆𝑆
𝜕𝑇

= −𝑇 𝑑
2𝐺𝑁

𝑑𝑇2 + 𝑇𝜇0𝐻𝑐
𝑑2𝐻𝑐

𝑑𝑇2 + 𝑇𝜇0

( 𝑑𝐻𝑐

𝑑𝑇

)2

Δ𝐶 (𝑇𝑐) = 4𝑇𝑐𝜇0𝐻𝑐 (0)2

+ 𝑆𝑁 (𝑇𝑐, 𝐻𝑐 = 0) = 𝑆𝑆 (𝑇𝑐, 𝐻𝑐 = 0)
无潜热但是热容不连续

+ 二级相变：可用 Landau二级相变理论



超导体的热力学性质

超导 vs 正常铝的
电子热容
在 𝑇𝑐 附近电
子热容有跃变
𝐶𝑁 − 𝐶𝑆 ≠ 0
低温下正常导
体𝐶𝑁 ∝ 𝑇；超
导热容 𝐶𝑆 ∝
𝑒−Δ/𝑘𝐵𝑇



8.3 London定理：超导唯象理论

电子分为超流电子（密度 𝑛𝑠）和正常电子（密度 𝑛 − 𝑛𝑠），超
流电子不受散射，电流贡献来源于超流电子

𝜕𝑱

𝜕𝑡
=
𝑛𝑠𝑒

2

𝑚
𝑬 − 𝑱

𝜏
=
𝑛𝑠𝑒

2

𝑚
𝑬

�� ��Drude model，𝜏 = ∞

𝜕

𝜕𝑡
(∇ × 𝑱) = ∇ × 𝜕𝑱

𝜕𝑡
= ∇ × 𝑛𝑒2

𝑚
𝑬 =

𝑛𝑠𝑒
2

𝑚
∇ × 𝑬

=
𝑛𝑠𝑒

2

𝑚

(
−𝜕𝑩
𝜕𝑡

) �� ��Maxwell’s Eqs 𝜕𝑡𝑩 + ∇ × 𝑬 = 0

𝜕

𝜕𝑡

{
∇ × 𝑱 + 𝑛𝑠𝑒

2

𝑚
𝑩
}
= 0 ⇒ ∇ × 𝑱 + 𝑛𝑠𝑒

2

𝑚
𝑩 = const in time

Meissener效应

∇ × 𝑱 + 𝑛𝑠𝑒
2

𝑚
𝑩 = 0 → ∇ × 𝑱 = −𝑛𝑠𝑒

2

𝑚
𝑩 = −𝑛𝑠𝑒

2

𝑚
∇ × 𝑨

→ 𝑱 = −𝑛𝑠𝑒
2

𝑚
𝑨 规范不变？⇐横场规范 ∇ · 𝑨 = 0



Meissner效应:有质量的电磁波
𝜇0𝑱 = ∇ × 𝑩 ⇒ 𝜇0∇ × 𝑱 = ∇ × ∇ × 𝑩

−𝜇0
𝑛𝑠𝑒

2

𝑚
𝑩 = ∇(∇ · 𝑩) − ∇2𝑩

∇2𝑩 =
1
𝜆2
𝐿

𝑩 𝜆𝐿 =
√
𝑚/(𝜇0𝑛𝑠𝑒2)�� ��半无穷大超导体 𝑩(𝑧) = 𝑩(0)𝑒−𝑧/𝜆𝐿 穿透长度

𝑱(𝑧) = 1
𝜇0

∇ × 𝑩 = − 1
𝜇0𝜆𝐿

[𝑧 × 𝑩(0)]𝑒−𝑧/𝜆𝐿

+ 在半无穷大的超导体中，只有表面有电流和磁场，体中没有

超导体中的Maxwell方程

∇2𝐵 − 1
𝑐2
𝜕2𝑩

𝜕𝑡2
=

1
𝜆2
𝐿

𝑩 有质量的电磁波

∇2𝐵 − 1
𝑐2
𝜕2𝑩

𝜕𝑡2
= 0 无质量的电磁波

真空的Maxwell方程



平板的电流分布
厚度为 𝑑的超导平板，磁场平行于超导平面，表面强度为 𝐵0，电
流也是平行于表面，但和磁场垂直。

𝜇0𝑱 = ∇ × 𝑩 ∇2𝑩 − 𝑩/𝜆2
𝐿 = 0

𝐵𝑧 (𝑥) = 𝐵0
cosh(𝑥/𝜆𝐿)

cosh(𝑑/2𝜆𝐿)
𝐽𝑦 (𝑥) = − 𝐵0

𝜇0𝜆𝐿

sinh(𝑥/𝜆𝐿)
cosh(𝑑/2𝜆𝐿)

厚板 𝑑 � 𝜆𝐿：表面有磁场、电流，但内部没有



平板的电流分布
厚度为 𝑑的超导平板，磁场平行于超导平面，表面强度为 𝐵0，电
流也是平行于表面，但和磁场垂直。

𝜇0𝑱 = ∇ × 𝑩 ∇2𝑩 − 𝑩/𝜆2
𝐿 = 0

𝐵𝑧 (𝑥) = 𝐵0
cosh(𝑥/𝜆𝐿)

cosh(𝑑/2𝜆𝐿)
𝐽𝑦 (𝑥) = − 𝐵0

𝜇0𝜆𝐿

sinh(𝑥/𝜆𝐿)
cosh(𝑑/2𝜆𝐿)

薄板 𝑑 � 𝜆𝐿：整体都有磁场和电流



超导线
磁场沿轴的方向（𝑩𝑧）⇒环绕电流 𝑱 𝜃

𝐵𝑧 (𝑟) = 𝐵0
𝐼0(𝑟/𝜆𝐿)
𝐼0(𝑅/𝜆𝐿)

𝐽𝜃 (𝑟) = − 𝐵0

𝜇0𝜆𝐿

𝐼1(𝑟/𝜆𝐿)
𝐼0(𝑅/𝜆𝐿)



载流超导线
电流沿轴的方向（𝑱𝑧）⇒环绕磁场 𝑩𝜃

𝐽𝑧 (𝑟) =
𝐼

2𝜋𝑅𝜆𝐿
𝐼0(𝑟/𝜆𝐿)
𝐼1(𝑅/𝜆𝐿)

=


𝐼

2𝜋𝑅𝜆𝐿
𝑒−(𝑅−𝑟 )/𝜆𝐿 𝑅 � 𝜆𝐿

𝐼
𝜋𝑅2 𝑅 � 𝜆𝐿



London穿透长度 𝜆𝐿 的测量
厚度 𝑑 的平板，磁矩

𝑴 =
𝑉

𝜇0

[ 1
𝑑

ˆ 𝑑/2

−𝑑/2
𝑩(𝑥)𝑑𝑥 − 𝑩0

]
= −𝑩0

𝑉

𝜇0

[
1 − 2𝜆𝐿

𝑑
tanh

( 𝑑

2𝜆𝐿

)]
=


−𝑩0

𝑉
𝜇0

𝑑 � 𝜆𝐿

−𝑩0
𝑉

3𝜇0

(
𝑑

2𝜆𝐿

)2
𝑑 � 𝜆𝐿

𝜆𝐿 (𝑇) = 𝜆𝐿 (0)
[
1 − (𝑇/𝑇𝑐)4]−1/2

' 𝜆𝐿 (0)
2

(1 − 𝑇/𝑇𝑐)−1/2

𝑛𝑠 ∝ 𝜆2
𝐿 ∝ (1 − 𝑇/𝑇𝑐)



零温的穿透长度

零温下：𝑛𝑠 = 𝑛，𝜆𝐿 =
√
𝑚/(𝜇0𝑛𝑒2)

+实验测量值大于理论预测值：Pippard非局域响应
超导关联长度（Cooper对电子距离） 𝜉0比较大，
磁场并不均匀

𝑱(𝒓) = −𝑛𝑠𝑒
2

𝑚
𝐾

ˆ
𝑑𝒓′ 𝑒−|𝒓−𝒓

′ |/𝜉0 ×

(𝒓 − 𝒓′) · 𝑨(𝒓′)
|𝒓 − 𝒓′ |4

(𝒓 − 𝒓′)

= −𝑛𝑠𝑒
2

𝑚
𝑨̄𝜉0 (𝒓) = −

𝑨̄𝜉0 (𝒓)
𝜇0𝜆

2
𝐿

' − 𝑨(𝒓)
𝜇0𝜆2



Pippard非局域响应：超导体中存在两种特征长度
（磁场）穿透长度 𝜆𝐿 vs（Cooper对）关联长度 𝜉0

Type I：𝜉0 � 𝜆𝐿
𝑨̄𝜉0 (𝒓) ' 𝜆

𝜉0
𝑨(𝒓)

𝑱 = − 1
𝜇0𝜆𝐿

𝜆
𝜉0
𝑨 = − 𝑨

𝜇0𝜆2

𝜆 = (𝜆2
𝐿𝜉0)1/3 > 𝜆𝐿

Type II: 𝜉0 � 𝜆𝐿
𝑨̄𝜉0 (𝒓) ' 𝑨(𝒓)
𝜆 ' 𝜆𝐿
杂质的贡献
杂质减小关联长度： 1

𝜉 = 1
𝜉0

+ 1
𝑙



Type II超导体

1935, Rjabinin and Shubnikov发现某些超导体有两个临界磁
场
1952, Abrikosov“预言”了 Type II超导体，磁通点阵
涡旋态形成的量子化磁通
Flux pining



表面能：有限的穿透长度和关联长度的后果
超导体内：Cooper对凝聚，超流电子密度 𝑛𝑠 +凝聚能；超导体
内完全抗磁 𝑩 = 𝜇0(𝑯 + 𝑴) = 0+磁场能。
但在超导／正常金属界面附近，这个简单图像不成立。

Δ𝐺 = 𝐺𝑆 − 𝐺𝑁 = −𝜇0𝐻
2
𝑐

2

�� ��凝聚能 + 𝜇0𝐻
2

2

�� ��磁场能

𝑀 (𝑢) = [𝐵(𝑢) − 𝐵0]/𝜇0 = 𝜇0𝐻 [𝑒−𝑢/𝜆 − 1]

𝐺𝑚𝑎𝑔 (𝑢) = 𝜇0𝐻
2

2
[1 − 𝑒−𝑢/𝜆] 𝑛𝑠 (𝑢) = 𝑛𝑠 [1 − 𝑒−𝑢/𝜉 ]

𝐺cond(𝑢) = −𝜇0𝐻
2
𝑐

2
𝑛𝑠 (𝑧)
𝑛𝑠

= −𝜇0𝐻
2
𝑐

2
[1 − 𝑒−𝑢/𝜉 ]

𝛿𝐺mag(𝑢) = −(𝜇0𝐻
2/2)𝑒−𝑢/𝜆

𝛿𝐺cond(𝑢) = (𝜇0𝐻
2
𝑐/2)𝑒−𝑢/𝜉

𝛿𝐺surface =
𝜇0

2
[𝜉𝐻2

𝑐 − 𝜆𝐻2]



表面能 𝐻/𝐻𝑐 = 0.8, 𝜆 = 80 nm



表面能
𝛿𝐺surface = 𝜇0 [𝜉𝐻2

𝑐 − 𝜆𝐻2]/2

表面能与关联长度、穿透深度、临界磁场以及外加磁场强度
有关
热力学平衡时自由能最小⇒表面能会可能会导致新的热力
学平衡态
表面能 𝛿𝐺Surface > 0时倾向与不形成正常导体－超导体表面；
表面能 𝛿𝐺Surface < 0时倾向形成正常导体－超导体表面。
type-I超导体

𝜉 > 𝜆时，𝐻 < 𝐻𝑐 ⇒ 𝛿𝐺Surface > 0 ⇒始终不倾向形成界面
磁场大时，type-I超导体可能处于 intermediate state

type-II超导体
𝜉 < 𝜆时，在 𝐻 < 𝐻𝑐 时可能导致 𝛿𝐺Surface < 0 ⇒形成正常导
体和超导体界面：第一临界磁场 𝐻𝑐1
磁场大于 𝐻𝑐1 时，type-II 超导体处于正常和超导的混合态
（mixed state）



Intermediate state in Type I superconductor

Intermediate态是由于几何因素导致的正常态于超导态的混合。
+ 磁场能量 ∝ 𝐵2，大磁场时，处于 (a)状态时，边界磁力线非
常密集⇒磁场很大⇒磁场能量很大

+ 处于 (b)状态时，磁力线分散开⇒磁场减小⇒磁场能量降
低，但是表面能增加

+ intermediate态：强磁场时在超导体中存在一些宏观尺寸的
正常导体区域



Mixed state in Type II superconductor

Mixed state是由于动力学因素导致的正常态和超导体的混合体+

存在大量微观尺寸的正常和超导体界面⇒涡旋
Quinn, Fig 15.14



Vortex

𝐵(𝑟) = 𝐵𝑐𝑒𝑛𝑡𝑒𝑟𝑒
−𝑟/𝜆

𝑛𝑠 (𝑟) = 𝑛𝑠 [1 − 𝑒−𝑟/𝜆]

𝐺vortex =
ˆ
𝑑2𝑟 [𝛿𝑔cond(𝑟) + 𝛿𝑔mag(𝑟)]

=
2𝜋𝜇0𝐻

2
𝑐

2

ˆ
𝑒−𝑟/𝜉 𝑟𝑑𝑟

− 2𝜋𝜇0𝐻
2
𝑐

2

ˆ
𝑒−𝑟/𝜆𝑟𝑑𝑟

= 𝜋𝜇0(𝜉2𝐻2
𝑐 − 𝜆2𝐻2)

𝐻 = 0时，一个 vortex消耗能量 𝜋𝜇0𝜉
2𝐻2

𝑐 > 0；𝐻 ↑，𝐺vortex ↓
如果 𝜉 > 𝜆，𝐻 = 𝐻𝑐 时，𝐺vortex > 0 +不会产生 vortex
如果 𝜉 < 𝜆，𝐻 < 𝐻𝑐 时可以有 𝐺vortex < 0 +自发产生 vortex



Quantization of flux
Ginzburg-Landau参数：𝜅 = 𝜉/𝜆
London方程预言 𝜅 < 𝜅𝑐 = 1时可以存在 Type II超导体
Ginzburg-Landau理论进一步要求 𝜅𝑐 = 1/

√
2

热力学理论对 vortex里的磁通没有要求
GL方程要求 vortex里的磁通是量子化的

𝜙0 =
ℎ

2𝑒
=
ˆ
𝑑2𝑟𝐵(𝑟) = 2𝜋

ˆ ∞

0
𝐵center𝑟𝑑𝑟 = 2𝜋𝜆2𝐵center

𝐵center =
𝜙0

2𝜋𝜆2



Flux pinning by impurity
有电流通过时，自由空间中的磁力线被推动，沿垂直电流方
向移动⇐类似香蕉球
磁力线移动会消耗能量，产生热
有缺陷的时候，磁力线会被固定在缺陷附近，不能移动
+ flux pinning
𝐺vortex = 𝜋𝜇0(𝜉2𝐻2

𝑐 − 𝜆2𝐻2)
杂质使得 𝜉 减小（1/𝜉 = 1/𝜉0 + 1/𝑙）
+在杂质附近 vortex能量较低。
在具有 flux pinning的样品里，
可以存在高临界电流和临界磁场
稳定的磁悬浮



8.6 BCS理论
失败者

Einstein
Molecular conduction chains
Kronig
electron crystal
Bloch and Landau
spontaneous current
Bohr
coherent electron-lattice motion
London brothers
Two-fluid model

Bloch’s second theorem of superconductivity:
Every theory of superconductivity can be disproved.



更多的失败者
普遍共识：超导体不可能是单粒子效应，是很多粒子一起产生的
宏观量子体系，相互作用至关重要。

Heisenberg：相互作用导致电子局域化，形成单电子束缚态
Born：相互作用导致 Brillouin边界电子能量改变，单电子能
谱出现局域极小
F. London：交换作用导致动量空间的吸引作用，形成电子对
Bardeen：电声子作用导致晶格畸变，改变能带，大大减小有
效质量→大 Landau抗磁性→Meissner效应
Bardeen and Fröhlich：声子中介的电子作用可以是相互吸引
的
Feyman：从 Bardeen和 Fröhlich结果出发，利用微扰论处理，
未取得成功
“· · · I warn you before you start, one comes up finally to a terrible
shock; one discovers that he is too stupid to solve the problem [of
superconductivity]. ”



超导微观理论的困难和线索
难点

巨大的能量跨度
费米能 ∼库仑相互作用 ∼ 1eV∼ 104−5K
声子能量 ∼ ℏ𝜔𝐷 ∼ 102−3 K
超导温度 ∼ 1K
相互作用：多体问题

线索
超导电性是一个普遍存在的现象
与晶格结构等微观细节无关
超导相变前后电子波函数发生了质的变化
驱动这种变化的原因同样与晶格结构等微观细节无关
超导体的热容结果暗示着存在能隙
同位素效应（

√
𝑀𝑇𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡）暗示超导电性和电声子相互作

用有关



Meissner效应：超导能隙存在的间接证据
波函数的“刚性”

𝑱 =
−𝑒
2𝑚

{
𝜓∗(−𝑖ℏ∇ + 𝑒𝑨)𝜓 + [(−𝑖ℏ∇ + 𝑨)𝜓]∗𝜓

}
=
𝑖𝑒ℏ
2𝑚

[
𝜓∗∇𝜓 − (∇𝜓∗)𝜓

]
− 𝑒2

𝑚
𝑨𝜓∗𝜓

�� ��⇒ −𝑛𝑒2𝑨/𝑚

没有外场时 𝑨 = 0，波函数为 𝜓0，电流为零

0 =
−𝑒
2𝑚

{
𝜓∗

0 (−𝑖ℏ∇)𝜓0 + [(−𝑖ℏ∇)𝜓0]∗𝜓0

}
=
𝑖𝑒ℏ
2𝑚

[𝜓∗
0∇𝜓0 − (∇𝜓∗

0)𝜓0]

存在外场时，𝑨 ≠ 0，波函数 𝜓0 → 𝜓。通常 𝑱中前后两项都有贡
献。有Meissner效应时，𝑱 = −|𝜓 |2𝑒2𝑨/𝑚 = −𝑛𝑒2𝑨/𝑚，即第一项
是零，也就是说 𝜓 ' 𝜓0。+波函数“刚性”

|𝜓〉 = |𝜓0〉 +
∑
𝑛

〈𝜓𝑛 |H𝐴|𝜓0〉
𝐸𝑛 − 𝐸0

|𝜓𝑛〉 ' |𝜓0〉

+存在能隙 𝐸𝑛 − 𝐸0 = Δ > 0。



热容：超导能隙存在的间接证据

𝐶𝑠/𝐶𝑛 ∼ (Δ/𝑘𝐵𝑇)2𝑒−Δ/𝑘𝐵𝑇



同位素效应



超导微观机制：Bardeen-Cooper-Schrieffer理论
声子中介的吸引作用
Fermi面存在导致电子成对：Cooper pair
BCS基态波函数
激发态能谱�

�

�

�
John Bardeen 获得两次 Nobel 物理学奖：1956 年和
William Shockley一起因晶体管；1972年因 BCS理
论。1956年在他去领 Nobel奖的时候，做出了 BCS
理论。�

�
�
�

Leon Cooper后来转行研究生物物理，和 Elie Bienen-
stock以及 Paul Munro一起得到一个关于视觉皮层的
学习理论: BCM理论。�

�
�
�

John Robert Schrieffer在 2005年时，因开车时睡着撞
死一人、撞伤七人，加上无证开车（之前已经有九
次超速罚单），被判刑两年。



声子中介的吸引作用

电子路过吸引离子实，造成局部正电荷过剩，离子实经过
𝑇𝐷 = 2𝜋/𝜔𝐷 时间才恢复平衡，在此期间会吸引其它电子
+电子间有效吸引作用
作用距离 ∼形成 Cooper对的电子距离 𝑙 ∼ 𝑣𝐹𝑇𝐷 ∼ 10−7m
离子实位移距离：𝛿 = 𝐹

𝑀 𝜏
2 = 𝑒2

𝑀𝜀0𝜀𝑎2 (𝑎/𝑣𝐹)2

作用强度：𝑉 ′𝛿(𝑙/𝑎) ∝ 1
𝑀𝜔𝐷𝑎 ∝ 1√

𝑀𝑎
+ 压强、同位素效应



Cooper对：Cooper不稳定
假设相互作用为𝑈 (𝒓1 − 𝒓2)，波函数空间部分[

−
ℏ2∇2

𝒓1

2𝑚𝑒
−
ℏ2∇2

𝒓2

2𝑚𝑒
+𝑈 (𝒓1 − 𝒓2)

]
𝜓(𝒓1, 𝒓2) = E𝜓(𝒓1, 𝒓2)

𝜓(𝒓1, 𝒓2) = 𝑒𝑖𝒒 ·𝑹𝜓(𝒓) 𝑹 =
𝒓1 + 𝒓2

2
, 𝒓 = 𝒓1 − 𝒓2[

−
ℏ2∇2

𝒓
2𝜇

+𝑈 (𝒓)
]
𝜓(𝒓) =

[
E − ℏ2𝒒2

2𝑀

]
𝜓(𝒓)

𝜓(𝒓) =
∑

|𝒌 |>𝑘𝐹

𝐶𝒌𝑒
𝑖𝒌 ·𝒓 +

�



�
	𝒌 + 𝒒

2
和 −𝒌 + 𝒒

2
电子配对

+𝜓(𝒓1, 𝒓2) =
∑

|𝒌 |>𝑘𝐹

𝐶𝒌𝑒
𝑖 (𝒌+𝒒/2) ·𝒓1𝑒𝑖 (−𝒌+𝒒/2) ·𝒓2

2𝜀𝑘𝐶𝒌 +
∑

|𝒌 ′ |>𝑘𝐹

𝑈𝒌 ,𝒌 ′𝐶𝒌 ′ = E𝐶𝒌
�� ��𝒒 = 0，𝜇 = 𝑚𝑒/2



Cooper对：Cooper不稳定
相互作用 𝑈 非常复杂，Cooper做了极大的简化，假设 𝒌 和 𝒌′ 都
在球壳 |𝜀𝒌/𝒌 ′ − 𝜀𝐹 | ≤ ℏ𝜔𝐷 内时，𝑈𝒌 ,𝒌 ′ ≡ −𝑈0，其它时候为零。

(2𝜀𝑘 − E)𝐶𝒌 = 𝑈0
∑
𝒌 ′

′
𝐶𝒌 ′

平凡解：Fermi球外两个动量为 𝒌 和 −𝒌 的电子，
E = 2𝜀𝑘，𝐶𝒌 ′ = (𝛿𝒌 ′

,𝒌 − 𝛿𝒌 ′
,−𝒌 )/

√
2

非平凡解：E − 2𝜀𝑘 ≠ 0，∑
𝒌

′
𝐶𝒌 =

∑
𝒌

′ 𝑈0

E − 2𝜀𝑘

∑
𝒌 ′

′
𝐶𝒌 ′

1 =
∑
𝒌

′ 𝑈0

E − 2𝜀𝑘
=
ˆ 𝜀𝐹+ℏ𝜔𝐷

𝜀𝐹

𝑔(𝜀) 𝑈0

E − 2𝜀
𝑑𝜀



Cooper对：Cooper不稳定
Cooper束缚能

1 ' 𝑔(𝜀𝐹)𝑈0

2
ln

2𝜀𝐹 + 2ℏ𝜔𝐷 − E
2𝜀𝐹 − E 𝑔0 = 𝑔(𝜀𝐹)

E = 2𝜀𝐹 − 2ℏ𝜔𝐷

𝑒2/(𝑔0𝑈0 ) − 1
' 2𝜀𝐹 − 2ℏ𝜔𝐷𝑒

−2/(𝑔0𝑈0 )

Δ0 = 2ℏ𝜔𝐷𝑒
−2/(𝑔0𝑈0 )

�� ��Cooper束缚能

𝐶𝒌 =
𝑈0

2𝜀𝑘 − E
∑
𝒌 ′

′
𝐶𝒌 ′

= 𝐶 |𝒌 | 各向同性

轨道波函数是对称的⇒自旋波函数反对成
⇒ 𝒌 ↑和 −𝒌 ↓电子配对



Cooper对：Cooper不稳定
排斥势：Fermi液体理论→稳定的 Fermi面 +无能隙激发
Δ𝜀 = −𝜀1(< 𝜀𝐹) + 𝜀2(> 𝜀𝐹) = (𝜀𝐹 − 𝜀1) + (𝜀2 − 𝜀𝐹) > 0
在自由的三维系统中要形成束缚态需要强的吸引势√

2𝑚 |𝑉0 |/ℏ2𝑅 > 𝜋

在有 Fermi海时，无论多弱的吸引作用都会形成束缚态
Pairing between |𝒌 ↑〉 and | − 𝒌 ↓〉，（𝜀𝒌 ≥ 𝜀𝐹）
𝜙(1, 2) = ∑

𝒌 𝑐𝒌𝑒
𝑖𝒌 (𝒓1−𝒓2 ) 𝜒𝑠𝑖𝑛𝑔𝑙𝑒𝑡

𝜀 = 2𝜀𝐹 − Δ0
Δ0 = 2ℏ𝜔𝐷𝑒

−2/(𝑔0𝑈0 )

动能越低越容易形成束缚态，
Fermi海存在使得电子动能增加。
为什么有 Fermi海的时候
反而会形成 Cooper对？
吸引势和束缚能不成简单关系，不能用简单的微扰论。
在动量空间中的吸引作用，电子约束在 Fermi面附近：
实空间三维吸引势⇒动量空间二维吸引势。



Cooper对

由于吸引势，自由电子基态（即费米球）是不稳定的，需要
重新求解系统基态
成对电子之间的距离很大 0.1 − 1 𝜇m
106−9个电子对纠缠在一起，相互作用？



BCS基态波函数
S态 Cooper对波函数
𝜙(1, 2) = ∑

𝒌 𝑐𝒌𝑒
𝑖𝒌 (𝒓1−𝒓2 ) 𝜒𝑠𝑖𝑛𝑔𝑙𝑒𝑡 (𝑠1, 𝑠2)

所有电子成对：无相互作用的 Cooper对
Ψ(1, 2, 3, 4, · · · ) = 1

𝐶

∑
𝑃 (−1)𝑃𝜙(1, 2)𝜙(3, 4) · · ·

凝聚能
Δ𝐸 = 𝐸BCS − 𝐸Fermi Sea = − 1

2𝑔0Δ2
0

单粒子激发态能谱
𝐸𝑘 =

√
(𝜀𝑘 − 𝜀𝐹)2 + Δ2

0

考虑相互作用后
所有这些 Cooper对整体运动，具有共同相位，形成一个宏观
量子力学系统



BCS理论能够解决的问题
临界温度
Δ0

𝑘𝐵𝑇𝑐
= 1.76

超导能隙和温度的关系
Δ(𝑇 )
Δ0

∝ (1 − 𝑇/𝑇𝑐)1/2

临界磁场
𝐻𝑐 (𝑇)/𝐻𝑐 (0) = 1 − (𝑇/𝑇𝑐)2

超导体热容
𝑐𝑠/𝑐𝑛 = 1.34(Δ0/𝑘𝐵𝑇)2𝑒−Δ0/𝑘𝐵𝑇

唯一不能解释的是零电阻
电阻起源：运动的电子受到散射，失去动量
超导能隙能阻止 Cooper 对解体；但不能解释有质心运动的
Cooper对不受散射。
Cooper对之间的相互作用→整体运动的宏观量子力学系统
→不受散射



宏观量子态不受散射
Schriffer的比方：

一个人从山上滑雪下来，容易受到地面不平整影响，从而失
去平衡而摔跤。
两个人成对（Cooper对）从山上滑雪下来，即使两个人手牵
手，也会一起摔跤。因此电子形成 Cooper对并不能解释零电
阻现象。
只有很多很多人手拉手一起滑下来才不容易受到地面影响。
因为即使一两个人失去平衡，旁边的许许多多人都会把他们
拉住，不让他们摔跤。
同样，由于相互作用导致许多 Cooper对形成一个宏观量子
力学系统不会受到局部散射的影响。
宏观量子力学体系：熵 =0

Seebeck系数 =0
电流不导热，因此热导率降低



更多支持 BCS的证据
超导体-绝缘体-正常金属结构的遂穿电流

Quinn, Fig 15.6



更多支持 BCS的证据
超导体-绝缘体-正常金属结构的遂穿电流

Sólyom, Fig 34.18



更多支持 BCS的证据
微波、红外吸收谱
核磁共振
声波损耗
STM



Beyond original BCS theory
非 𝑠波超导/超流配对

Leggett发现 3He超流配对：p-wave BCS
𝑉 ( |𝒌 − 𝒌′ |) = 𝑉 (cos 𝜃𝒌𝒌 ′ ) = ∑∞

𝑙=0𝑉𝑙𝑃𝑙 (cos 𝜃𝒌𝒌 ′ )，
if 𝑉𝑙 < 0 → 𝑙-wave BCS
两粒子即使总体上是排斥的，如果在动量空间相互作用随角
度变化很大也有可能形成 Cooper对
高温超导：𝑑-wave ?
拓扑超导体

非超导体中的 BCS机制
重原子核
由偶数个质子和偶数个中子形成的原子核激发态和奇数质
子/中子的激发态不同，存在一个能隙。
中子星
夸克物质，例如重量级中子星
冷原子体系



Ginzburg-Landau理论
在 BCS之前，Ginzburg和 Landau利用 Landau二级相变理论
提出超导电性的唯象理论
复序参量 Ψ(𝒓, 𝑡)
Gor’kov：Cooper对的质心波函数

𝐹𝑠 (𝒓, 𝑡) = 𝛼 |Ψ|2 + 𝛽
2
|Ψ|4 + 1

2𝑚∗ | (−𝑖ℏ∇ + 𝑒∗𝑨)Ψ|2 + 𝐵
2(𝒓, 𝑡)
2𝜇0

= 𝑎(𝑇 − 𝑇𝑐) |Ψ|2 + 𝑏
2
|Ψ|4 + 1

2𝑚∗ | (−𝑖ℏ∇ + 𝑒∗𝑨)Ψ|2 + 𝐵
2(𝒓, 𝑡)
2𝜇0

𝑱𝑠 =
−𝑒∗
2𝑚∗ {[(−𝑖ℏ∇ + 𝑒∗𝑨)Ψ]∗Ψ + Ψ∗(−𝑖ℏ∇ + 𝑒∗𝑨)Ψ}

= − 𝑖𝑒
∗ℏ

2𝑚∗ [Ψ
∗∇Ψ − (∇Ψ∗)Ψ] − 𝑒∗2

𝑚∗ |Ψ|2𝑨

规范不变：𝑨 → 𝑨 + 𝑒∗∇Λ，Ψ → 𝑒𝑖Λ/ℏΨ，𝐹 → 𝐹，𝑱𝑠 → 𝑱𝑠
𝑇 > 𝑇𝑐，Ψ = 0，𝐹𝑠 (𝒓, 𝑡) = 𝑩2/(2𝜇0)
→和真空一样，无质量的电磁波



规范对称自发破缺→ Meissener效应：
Anderson-Higgs mechanics

𝑇 < 𝑇𝑐 Ψ0 =
√
𝑎(𝑇𝑐 − 𝑇)/𝑏 规范对称破缺

Ψ = [Ψ0 + 𝜓]𝑒𝑖𝜙

𝐹 = 𝑎(𝑇 − 𝑇𝑐) |Ψ0 |2 +
𝑏

2
|Ψ0 |4 +

𝐵2

2𝜇0
+ 1

2𝑚∗ (ℏ∇𝜙 + 𝑒∗𝑨)2 |Ψ0 |2 + · · ·
无电磁场时的无能隙激发：Nambu-Goldstone mode

ℏ2 |Ψ0 |2
2𝑚∗ (∇𝜙)2 → 𝜀𝑘 =

ℏ2 |Ψ0 |2𝑘2

2𝑚∗

无能隙激发拯救了规范不变
Nambu-Goldstone模和电磁场结合→Meissner效应
规范场获得质量 Higgs boson
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规范场获得质量 Higgs boson
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𝐹 =
𝑒∗2 |Ψ0 |2

2𝑚∗ 𝑨̃
2 + (∇ × 𝑨̃)2

2𝜇0
+ · · ·

∇2 𝑨̃ − 𝜕2 𝑨̃

𝑐2𝜕𝑡2
=
𝑒∗2 |Ψ0 |2
𝑚∗ 𝑨̃ =

1
Λ2

𝐿

𝑨̃



Higgs boson
1960年 Nambu指出超导体中存在无能隙激发，考虑这种激
发之后就 BCS理论就恢复规范不变
1962年 Goldstone证明只要发生连续对称自发破缺，都存在
波色型的无能隙激发：Goldstone boson
1962 年 Anderson 指出无能隙的 Nambu-Goldstone模可以和
无能隙的规范场模结合，产生质量
Englert &Brout (1964年 8月)；Higgs (1964年 10月）；Guralnik,
Hagen & Kibble (1964年 11月）发现在相对论场中也会有同
样的结果：Higgs boson

Stigler’s Law of eponymy: “No scientific discovery is named after its
original discoverer”, an economic law discovered by Merton and many
others.



更多的自发对称破缺

Weinberg和 Salam发现弱电自发对称破缺机制
Weinberg发现费米子也可以通过自发对称破缺获得质量
标准模型
暗物质/暗能量可能是对称破缺的结果



磁通量子化

Ψ(𝒓) = Ψ0𝑒
𝑖𝜙 (𝒓 )

0 =
˛

𝑱𝑠 · 𝑑l = −
˛

Ψ2
0

(2𝑒2

𝑚
𝑨 + 𝑒ℏ

𝑚
∇𝜙

)
· 𝑑l

= −Ψ2
0

{2𝑒2

𝑚

ˆ
∇ × 𝑨(= 𝑩) · 𝑑F + 𝑒ℏ

𝑚
[𝜙(𝒓+) − 𝜙(𝒓−)]

}
= −Ψ2

0

[2𝑒2

𝑚
Φ + 2𝑛𝜋𝑒ℏ

𝑚

]
Φ = −𝑛ℎ

2𝑒
= −𝑛Φ0

磁通量子化：Φ0 = 𝐵𝐹 = ℎ/(2𝑒) ' 2.068 × 10−15 Wb



Josephson效应
超导—绝缘体—超导结构
Ψ1 =

√
𝜌1𝑒

𝑖𝜙1—Ψ—Ψ2 =
√
𝜌2𝑒

𝑖𝜙2

直流 Josephson效应
𝐼 = 𝐼𝑐 sin(𝜙1 − 𝜙2)
交流 Josephson效应
𝐼 (𝑡) = 𝐼𝑐 sin(𝜙(𝑡))
𝜙(𝑡) = 𝜙0 + 𝑎 sin(2𝑒𝑈𝑡/ℏ)

Josephson效应的“推导”
𝑖ℏ𝜕𝑡Ψ1 = 𝜇1

�� ��=eU Ψ1 + 𝑇Ψ2

𝑖

2
¤𝜌1 − 𝜌1 ¤𝜙1 =

𝑒𝑉

ℏ
𝜌1 +

𝑇

ℏ
√
𝜌1𝜌2𝑒

𝑖 (𝜙2−𝜙1 )

𝑖ℏ𝜕𝑡Ψ2 = 𝜇2
�� ��=-eU Ψ2 + 𝑇Ψ1

𝑖

2
¤𝜌2 − 𝜌2 ¤𝜙2 = −𝑒𝑉

ℏ
𝜌2 +

𝑇

ℏ
√
𝜌1𝜌2𝑒

𝑖 (𝜙1−𝜙2 )

¤𝜙 =
2𝑒𝑉
ℏ

− 𝑇
ℏ

[√ 𝜌1

𝜌2
−
√
𝜌2

𝜌1

]
cos 𝜙

𝜙(𝑡) = 𝜙1(𝑡) − 𝜙2(𝑡)
𝐼 = ¤𝜌1 = − ¤𝜌2

=
2𝑇
ℏ
√
𝜌1𝜌2 sin 𝜙(𝑡)

直流 Josephson效应：𝜌1 = 𝜌2，
¤𝜙 = 0，𝐼 (𝑡) = 2𝑇/ℏ𝜌1 sin 𝜙(0)



Josephson效应
超导—绝缘体—超导结构
Ψ1 =

√
𝜌1𝑒

𝑖𝜙1—Ψ—Ψ2 =
√
𝜌2𝑒

𝑖𝜙2

直流 Josephson效应
𝐼 = 𝐼𝑐 sin(𝜙1 − 𝜙2)
交流 Josephson效应
𝐼 (𝑡) = 𝐼𝑐 sin(𝜙(𝑡))
𝜙(𝑡) = 𝜙0 + 𝑎 sin(2𝑒𝑈𝑡/ℏ)

AC Josephson效应：Cooper对
从高能电极隧穿到低能电极。
由于超导，额外能量无法耗
散，只能通过发射电磁波去除
+ ℏ𝜔 = 2𝑒𝑈

+测量微波的重要手段



SQUID
SQUID (SuperconductingQUantum In-
terference Device)

Φ0 = 2.068 × 10−15 Wb，
磁场测量精度可达 Δ𝐵 ∼ 10−15 T。

+高精度磁场测量

+医学应用
例心跳导致磁场变化 ∼ 10−13 T



超导里程碑



高温超导体

超导转变温度 𝑇𝑐 都很低，最多不过 23 K。
McMillan预言由电－声子相互作用导致的 𝑇𝑐 不能超过 40 K
+ McMillan极限
Little 等人预言陶瓷里电子－极化子相互作用同样可以导
致超导。并且电子－极化子相互作用比较强，可以突破
McMillan极限。
1970年Müller发现陶瓷可以发生超导（𝑇𝑐 ∼ 1K），且可以通
过掺杂成倍地提高 𝑇𝑐

1980年代，Müller和 Bednorz持续研究陶瓷超导体，最终在
1986年发现 LaBaCuO里 𝑇𝑐 可以达到 35 K，是当时 𝑇𝑐 最高
的材料
1987年，Tanaka和 Chu（朱经武）分别证实了Müller和 Bend-
norz的结果，并进一步发现 YBaCuO的 𝑇𝑐 可以高达 90 K



高温超导体



铁基超导体



铁基超导体

𝑇𝑐 较高（> 40 K，所谓的McMillan极限）
磁性和超导共存
传统 BCS：自旋波传导的吸引作用？



超导的应用：From BCS to LHC
超导物理中的革命思想输出

Cooper配对
自发对称破缺 +规范场：Higgs boson

应用
无损耗能量传送
高速电子器件和量子计算
高精度磁场探测（SQUID）
排除地雷
强磁场

磁悬浮列车
核聚变中磁约束
磁共振成像（MRI）
LHC
The idea of Higgs mode and the detection of Higgs boson
E-bombs
超强电磁脉冲，2003年用来攻击伊拉克的广播系统



Since ’tis Nature’s Law to Change,
Constancy Alone is Strange.

“A Dialogue between Strephon and Daphne”
John Wilmot, 2nd Earl of Rochester


	超导电性
	超导体的发现
	超导体的热力学性质
	London定理：超导唯象理论
	超导体里的电流分布
	Type II 超导体
	BCS理论
	Ginzburg-Landau理论
	磁通量子化
	Josephson效应
	非常规超导
	超导的应用


