
5.8 晶体能带的对称性

平移对称性
点群对称
时间反演对称
能带的图示
对称性分析

晶体具有对称性，因而晶体中电子的运动状态也会具有对称性，
所以表述运动状态的本征能量和本征态也具有对称性，了解了这
种对称性，对于我们理解能带性质、简化要处理的问题会很有帮
助。比如在计算和绘制 k 空间的能带图时，就可以充分利用其对
称性质。

晶体的对称性包括点对称操作和平移对称性，它们都会反映到本
征能量的对称性上。



平移对称性：𝜀𝑛(𝒌) = 𝜀𝑛(𝒌 + 𝑮)
Bloch 定理一节中曾指出简约波矢 𝒌 表示原胞之间电子波函数位相
的变化，如果 𝒌 改变一个倒格矢量，它们所标志的原胞之间波函数
位相的变化是相同的，也就是说 𝒌 和 𝒌 + 𝑮 是等价的，从这点出发
我们也可认为是 𝑘 空间的周期函数，其周期等于倒格矢。

简约波矢的取值范围就是倒易空
间的 Wigner-Seitz 原胞，即第一
布里渊区内。我们利用这种平移
对称性可以将第二 Brillouin 区
的每一块各自平移一个倒格矢而
与第一 Brillouin 区重合。同理，
更高的 Brillouin 区也可通过适
当的平移与第一区重合，因此我
们可以把注意力仅限制在第一区
内，它包含了晶体能带的所有必
要信息。

应特别注意，这个表达式只是对
同一能带才正确。



点群对称

如果 𝛼 为晶体所属点群 𝐺 的任一点对称操作，那么对于非简并
能带有 𝜀𝑛 (𝒌) = 𝜀𝑛 (𝛼𝒌)。证明如下。
点群操作满足如下性质：

𝛼 ∈ 𝐺 ⇒ 𝛼−1 ∈ 𝐺; 𝑹是格点 ⇒ 𝛼𝑹, 𝛼−1𝑹也是格点;
𝑨 · 𝑩 = (𝛼𝑨) · (𝛼𝑩) 点群变化不改变矢量内积

H𝜓𝑛𝒌 (𝒓) = 𝜀𝑛 (𝒌)𝜓𝑛𝒌 (𝒓) 𝜙(𝒓) = 𝛼𝜓𝑛𝒌 (𝒓) = 𝜓𝑛𝒌 (𝛼
−1𝒓)

𝛼H𝛼−1𝛼𝜓𝑛𝒌 (𝒓) = 𝛼𝜀𝑛 (𝒌)𝜓𝑛𝒌 (𝒓) + H𝜙(𝒓) = 𝜀𝑛 (𝒌)𝜙(𝒓)

𝜙(𝒓 + 𝑹) = 𝛼𝜓𝑛𝒌 (𝒓 + 𝑹) = 𝜓𝑛𝒌 (𝛼
−1𝒓 + 𝛼−1𝑹) = 𝑒𝑖𝒌 ·𝛼−1𝑹𝜓𝑛𝒌 (𝛼

−1𝒓)

= 𝑒𝑖𝒌 ·𝛼−1𝑹𝜙(𝒓) = 𝑒𝑖 (𝛼𝒌) ·(𝛼𝛼−1𝑹)𝜙(𝒓) = 𝑒𝑖 (𝛼𝒌) ·𝑹𝜙(𝒓) = 𝜓𝑛 𝛼𝒌 (𝒓)
H𝜙 = H𝜓𝑛 𝛼𝒌 = 𝜀𝑛 (𝛼𝒌)𝜓𝑛 𝛼𝒌= 𝜀𝑛 (𝛼𝒌)𝜙

+ 𝜀𝑛 (𝒌) = 𝜀𝑛 (𝛼𝒌)



点群对称

如果 𝛼 为晶体所属点群 𝐺 的任一点对称操作，那么对于非简并
能带有 𝜀𝑛 (𝒌) = 𝜀𝑛 (𝛼𝒌)。

这表明，在 k 空间中 𝜀𝑛 (𝒌) 具有与晶体点群完全相同的对称性。
这样就可以在晶体能带计算和表述中把第一布里渊区分成若干
个等价的小区域，只取其中一个就足够了。区域大小为第一布
里渊区的 1/ 𝑓， 𝑓 为晶体点群对称操作元素数。如三维立方晶体
𝑓 = 48。

原胞是晶体点阵的最小重复单位，因此点阵具有的点群对称性全
部反映在原胞中是能够理解的。



点对称操作：简并情况

如果能带存在简并，对称关系比较复杂。例如简立方晶格里 𝑝-轨
道扩展成的能带

𝜀𝑝𝑥 (𝒌) = 𝜀𝑝 − 𝐽0 − 2𝐽1 cos(𝑘𝑥𝑎) − 2𝐽2 [cos(𝑘𝑦𝑎) + cos(𝑘𝑧𝑎)]
𝜀𝑝𝑦 (𝒌) = 𝜀𝑝 − 𝐽0 − 2𝐽1 cos(𝑘𝑦𝑎) − 2𝐽2 [cos(𝑘𝑧𝑎) + cos(𝑘𝑥𝑎)]
𝜀𝑝𝑧 (𝒌) = 𝜀𝑝 − 𝐽0 − 2𝐽1 cos(𝑘𝑧𝑎) − 2𝐽2 [cos(𝑘𝑥𝑎) + cos(𝑘𝑦𝑎)]

绕 𝑧-轴旋转 90◦ 的操作使得 𝑝𝑥 , 𝑘𝑥 → −𝑝𝑦 ,−𝑘𝑦，𝑝𝑦 , 𝑘𝑦 → 𝑝𝑥 , 𝑘𝑥，
因此这个操作意味着：
𝜀𝑝𝑥 (𝑘𝑥 , 𝑘𝑦 , 𝑘𝑧) = 𝜀𝑝𝑦 (−𝑘𝑦 , 𝑘𝑥 , 𝑘𝑧)。



时间反演对称：𝜀𝑛(𝒌) = 𝜀𝑛(−𝒌)
在具有时间反演对称时，如果不考虑自旋，晶体中电子运动的
Hamiltonian 是实的，H = −ℏ2∇2

𝒓/(2𝑚) +𝑈 (𝒓) = H ∗。

H𝜓𝑛𝒌 (𝒓) = 𝜀𝑛 (𝒌)𝜓𝑛𝒌 (𝒓) + [H𝜓𝑛𝒌 (𝒓)]
∗ = [𝜀𝑛 (𝒌)𝜓𝑛𝒌 (𝒓)]

∗

H𝜓∗
𝑛𝒌

(𝒓) = 𝜀𝑛 (𝒌)𝜓∗
𝑛𝒌

(𝒓)
+ 𝜓∗

𝑛𝒌
也是方程的解，且二者具有相同的本征值

𝜓∗
𝑛𝒌 (𝒓 + 𝑹) = [𝜓𝑛𝒌 (𝒓 + 𝑹)]∗ = [𝑒𝑖𝒌 ·𝑹𝜓𝑛𝒌 (𝒓)]

∗

= 𝑒−𝑖𝒌 ·𝑹𝜓∗
𝑛𝒌 (𝒓) + 𝜓∗

𝑛𝒌 (𝒓) = 𝜓𝑛−𝒌 (𝒓)
+ 𝜀𝑛 (𝒌) = 𝜀𝑛 (−𝒌)

在有空间反演的时候，从晶体的点群对称性里也可以得到 𝜀𝑛 (𝒌) =
𝜀𝑛 (−𝒌)。这里我们发现，这个结论不依赖于晶体的点群对称性。
如果系统性质与自旋无关，那么不管晶体中是否有对称中心，在
k 空间中 𝜀𝑛 (𝒌) 总是有反演对称的。这实际上是时间反演对称性
的结果。



时间反演对称：包含自旋

上面的讨论里不涉及到电子自旋。如果考虑电子自旋自由度的话，
那么时间反演和空间反演之间就会有区别。

在有自旋的时候，空间反演表现得和没有自旋时相同，
𝜀𝑛,𝜎 (𝒌) = 𝜀𝑛,𝜎 (−𝒌)。

有自旋的时候，时间反演意味着 𝜀𝑛,𝜎 (𝒌) = 𝜀𝑛,−𝜎 (−𝒌)，这就是量
子力学里的 Kramers 简并。

如果一个系统里同时具有空间和时间反演，那么：
𝜀𝑛,𝜎 (𝒌) = 𝜀𝑛,−𝜎 (−𝒌) = 𝜀𝑛,−𝜎 (𝒌)，也就是说电子自旋简并。



𝜀𝑛(𝒌) 图示
以二维正方晶格为例，二维正方晶格的点群是 𝐶4𝑣 (4𝑚𝑚)，所以，
对于一般位置 𝑃，在简约区中共有 8 个点与 𝑃 点对称相关。在
这些点，电子都有相同的能量 𝜀𝑛 (𝒌)。因此，我们只需研究清楚
简约区中 1/8 空间中电子的能量状态，就可以知道整个 k 空间中
的能量状态了。我们将这部分
体积称为简约区的不可约体积。
依此类推，对于立方晶系的
𝑂ℎ (𝑚3𝑚) 点群，只需研究
Ω𝑏/48 即可。

减少在确定、计算能带时
所要做的工作是对称性研究
的意义之一。



𝜀𝑛(𝒌) 图示
对于一般位置 k ，简约区中对称相关的波
矢量数就等于点群的阶数。但若 k 在简约
区中的某些特殊位置（对称点、对称轴或
对称面）上，即在晶体点群中，存在某些
对称操作 𝛼，使得

𝛼𝒌 = 𝒌 或者 𝛼𝒌 = 𝒌 + 𝑮𝑙

这时，简约区中等价波矢量数就少于点群
的阶数。

在二维正方晶格的简约区中，𝒌 有以下特殊位置：
Γ 点：𝒌 = (0, 0) 𝑋 点：𝒌 = ( 𝜋𝑎 , 0) 𝑀 点：𝒌 = ( 𝜋𝑎 ,

𝜋
𝑎 )

Δ 线：𝒌 = (𝑘, 0) 𝑍 线：𝒌 = ( 𝜋𝑎 , 𝑘) Σ 线：𝒌 = (𝑘, 𝑘)



𝜀𝑛(𝒌) 图示
简立方晶格的简约区中 𝒌 的特殊位置：(001) 平面内的特殊
点/线和二维正方晶格里的一样，不过把 𝑘𝑧 = 0 明显地写出来。

Γ 点： 𝒌 = (0, 0, 0) 𝑋 点： 𝒌 = ( 𝜋𝑎 , 0, 0)
𝑀 点： 𝒌 = ( 𝜋𝑎 ,

𝜋
𝑎 , 0) 𝑅 点： 𝒌 = ( 𝜋𝑎 ,

𝜋
𝑎 ,

𝜋
𝑎 )

⟨100⟩ Δ 线： 𝒌 = (𝑘, 0, 0) 𝑍 线： 𝒌 = ( 𝜋𝑎 , 𝑘, 0)
⟨110⟩ Σ 线： 𝒌 = (𝑘, 𝑘, 0)

𝑆 线： 𝒌 = ( 𝜋𝑎 , 𝑘, 𝑘)
𝑇 线： 𝒌 = ( 𝜋𝑎 ,

𝜋
𝑎 , 𝑘)

⟨111⟩ Λ 线： 𝒌 = (𝑘, 𝑘, 𝑘)

我们无法在平面上完整地画出三
维体系中的能谱关系，所以一般
是选择展示沿着这些特殊的点和
线的能谱关系。通常情况下能带
的顶部或者底部都在这些高对称
点／线上，这种图包含了有关材
料的最重要的信息。



Si 的能带图

用两种不同赝
势法计算得到
的 Si 的能带。

Chelikowsky,
Fig. 7



高对称点中的对称性分析

对称性分析除了可以减少计算量之外，还可以在 𝑘 空间中高对称
点附近的波函数以及能带简并情况提供重要的线索。

在高对称点上，某些对称操作不改变 𝒌，这样这些对称操作和
Hamiltonian 具有共同本征态。这样我们可以按照对称性把这些
本征态分类，把具有相同对称性的本征态归为一类。从这些分类，
我们就可以获得不少材料的物理性质，例如光学性质、自旋轨道
耦合的形式等等。

此外，由于晶格周期场的影响，对称性不同的波函数能量通常并
不相等，只有相同对称性的波函数才可能简并。由此我们可以得
到能带的简并信息。

数学上，用群论的方法（尤其是群表示理论）系统地处理这些问
题。这里我们用近自由电子近似来简单地介绍一下。



空晶格电子能带

空晶格中电子是自由电子，其能量 𝜀0(𝒌 ′) = ℏ2𝒌
′2/(2𝑚)。这里 𝒌 ′

是广延波矢，不一定在简约区里。但我们一定可以找到一个唯一
倒格矢 𝑮𝑙𝑛，使得 𝒌 = 𝒌 ′ − 𝑮𝑙𝑛 是简约波矢。由此，我们可以构
造出零阶的本征能量和波函数。

𝜀 (0)𝑛 (𝒌) = 𝜀0(𝒌 + 𝑮𝑙𝑛) =
ℏ2

2𝑚
|𝒌 + 𝑮𝑙𝑛 |2

𝜓 (0)
𝑛𝒌

(𝒓) = 1
√
𝑉
𝑒𝑖𝒌

′ ·𝒓 =
1
√
𝑉
𝑒𝑖 (𝒌+𝑮 𝑙𝑛 ) ·𝒓

除了在简约区的中心和边界之外，不同能带的能量一般不同，可
以用非简并微扰来处理晶格周期场。在弱周期场时，本征能量基
本就是自由电子能量 𝜀 (0)𝑛 (𝒌)。

在简约区的中心和边界处，有多个不同的能带具有相同的能量。
此时需要用简并微扰的办法来处理。借助对称性可以大大简化问
题。



一维空晶格能带

我们先看最简单的一维的情况。

𝐺𝑙𝑛 =
2𝜋𝑙𝑛
𝑎

𝜀𝑛 (𝒌) =
ℏ2

2𝑚
[𝑘 + 𝐺𝑙𝑛]2 =

ℏ2

2𝑚

[
𝑘 + 2𝜋𝑙𝑛

𝑎

]2

为了计算和表示简单，我们以 𝜋
𝑎 为 𝑘 的单位，以 ℏ2𝜋2

2𝑚𝑎2 为能量的
单位。这样

𝜀 (0)𝑛 (𝑘) = (𝑘 + 2𝑙𝑛)2 𝜓 (0)
𝑛𝑘 (𝑥) = 𝑒𝑖 (𝑘+2𝑙𝑛)𝑥 − 1 ≤ 𝑘 ≤ 1

𝑛 = 1，𝑙1 = 0，
𝜀 (0)1 (𝑘) = 𝑘2，𝜓 (0)

1𝑘 = 𝑒𝑖𝑘𝑥

𝑛 = 2，𝑙2 = −1，
𝜀 (0)2 (𝑘) = (𝑘 − 2)2，𝜓 (0)

1𝑘 = 𝑒𝑖 (𝑘−2)𝑥

𝑛 = 3，𝑙3 = 1，
𝜀 (0)3 (𝑘) = (𝑘 + 2)2，𝜓 (0)

3𝑘 = 𝑒𝑖 (𝑘+2)𝑥



一维空晶格能带

在一般的 𝑘，电子态 |𝑘⟩ 和其空间反演态（或者镜面反映，在一
维下，这两者没有区别）| − 𝑘⟩ 并不耦合，它们之间没有关系，体
系的本征态不是反演算符 𝜎 的本征态，体系本征态和平面波差
别不大，对应于前面讲的非简并微扰的情况。

但是 |𝑛𝜋/𝑎⟩ 和 | − 𝑛𝜋/𝑎⟩ 这两个反演态有耦合，因此体系本征态
同时是 𝜎 的本征态，因此体系的本征态和平面波相差很远。对应
于前面的简并微扰的情况。以 𝜀 = 4 为例子。

在 Γ 点（𝑘 = 0）上，有两个能带的
能量 𝜀 = 4。分别是

𝑛 = 2，𝑙2 = −1，𝜓 (0)
2Γ (𝑥) = 𝑒−2𝑖𝑥

𝑛 = 3，𝑙2 = +1，𝜓 (0)
3Γ (𝑥) = 𝑒2𝑖𝑥

右图是空晶格能带，括号里是能级
简并度。



路人版的对称分析

在有晶格周期场时，需要用简并微扰。本征波函数是 𝜓 (0)
2/3Γ 这两

个波函数的组合。我们假设系统是一个具有宇称（空间反演）对
称的一维晶格，

𝑥 ⇒ 𝜎𝑥 = −𝑥
�� ��𝜎 是空间反演对称操作

𝑈 (𝑥) = 𝜎𝑈 (𝑥)𝜎−1 = 𝑈 (−𝑥) + 𝜎H𝜎−1 = H

𝜎 和 H 具有共同本征态。但是 𝜓 (0)
2Γ 和 𝜓 (0)

3Γ 都不是 𝜎 的本征态，

𝜎𝜓 (0)
2Γ = 𝜎[𝑒−2𝑖𝑥] = 𝑒−2𝑖 (−𝑥) = 𝑒2𝑖𝑥 = 𝜓 (0)

3Γ

𝜎𝜓 (0)
3Γ = 𝜎[𝑒2𝑖𝑥] = 𝑒2𝑖 (−𝑥) = 𝑒−2𝑖𝑥 = 𝜓 (0)

2Γ

但可以很容易得到 𝜎 的本征函数

𝜓± =
1
√

2
[𝜓 (0)

2Γ ± 𝜓 (0)
3Γ ] =

{
cos 2𝑥
sin 2𝑥 𝜎𝜓± = ±𝜓±



路人版的对称分析

因为 H 和 𝜎 具有共同本征态，而每个 𝜎 的本征态只对应一个
波函数，因此 𝜓± 也是 H 的本征态。

H𝜓± = 𝜀±𝜓±
�� ��= [𝜀0(2) ±𝑈1]𝜓±

这就是我们前面讲的由于晶格场导致的能隙。不过在这里利用对
称性，我们不用求解方程就可以直接构造出 Γ 点的本征态。



二维方格子
考虑一个晶格常数为 𝑎 的简
单二维方格子。同样以 𝜋/𝑎 为
动量单位， ℏ2𝜋2

2𝑚𝑎2 为能量单位。

倒格矢可以表示为 𝑮𝑙 = (2𝑙1, 2𝑙2)，
𝑙1 和 𝑙2 为整数。

从晶格的对称性可以得到不可约“体积”是图中的红色虚线标志
的区域。Γ、𝑋 和 𝑀 点是高对称点，Δ 和 Σ 线是高对称的线。

空晶格能级结构为

𝜀 (0)𝑛 (𝒌) = (𝑘𝑥 + 2𝑙1𝑛)2 + (𝑘𝑦 + 2𝑙2𝑛)2

相应的波函数为

𝜓 (0)
𝑛𝒌

= 𝑒𝑖 (𝑘𝑥+2𝑙1𝑛)𝑥+𝑖 (𝑘𝑦+2𝑙2𝑛)𝑦



二维方格子
右图是在 Δ 线上的空晶格能级
结构。蓝色括号里的是 𝑮𝑙𝑛 对
应的 (𝑙1, 𝑙2)。可以发现，高对称
的 Γ 和 𝑋 点上具有非常高的简
并度（红色括号中的数字）。

例如，Γ 点上能量为 4 的态有
四个。分别对应于 𝑮𝑙𝑛 = (±1, 0)
和 𝑮𝑙𝑛 = (0,±1)，相应的波函数
分别为

𝜓±1,0 = 𝑒±2𝑖𝑥

𝜓0,±1 = 𝑒±2𝑖𝑦

在 Δ 线上，𝜓0,+1 和 𝜓0,−1 两个
态是简并的。波函数分别是

𝜓0,±1 = 𝑒𝑖𝑘𝑥 𝑥±2𝑖𝑦



二维方格子中的对称分析

简单方格子里的对称算符包括

{𝐸, 𝑅90, 𝑅180, 𝑅270, 𝑚𝑥 , 𝑚𝑦 , 𝑚+, 𝑚−}

𝐸 是单位算符；𝑅𝜃 是绕中心旋转 𝜃 角度（𝜃 = 90, 180, 270）；
𝑚𝑥,𝑦 是沿 𝑥, 𝑦 轴的镜面反演；𝑚± 则是沿着对角线的镜面反演。

比一维复杂的是，这八个算符并不互相对易。一般情况下我们不
能同时把这八个算符对角化。很多时候，我们只能找到波函数的
某种组合，使得这些算符在这些组合下具有相同的块对角化结构。
Hamiltonian 在这种波函数下也具有相同的块对角化结构。同一
个块里，本征能量简并；不同块里，能量不同。找出这种块对角
化结构以及相应的波函数（基的组合）就是群表示理论的主要用
途。



二维方格子中的对称分析

对于前面提到的在 𝜀0 = 4 的 Γ 点处，我们可以把四个简并的空
晶格波函数

𝜓±1,0 = 𝑒±2𝑖𝑥 𝜓0,±1 = 𝑒±2𝑖𝑦

通过如下组合，

𝜓Γ1 = cos 2𝑥 + cos 2𝑦
𝜓Γ3 = cos 2𝑥 − cos 2𝑦

𝜓Γ5 =

(
sin 2𝑥
sin 2𝑦

)
可以把所有对称算符块对角化。Γ1,3,5 是群表示指标。原来四重
简并的能级劈裂成两个不简并和一个两重简并的态。



二维方格子

方格子中 Γ 点处 𝜀0 = 4 时的本征解

HΓ =

𝑒𝑖2𝑥 𝑒−2𝑖𝑥 𝑒2𝑖𝑦 𝑒−2𝑖𝑦

©«
𝜀0 𝑈2 𝑈1 𝑈1
𝑈2 𝜀0 𝑈1 𝑈1
𝑈1 𝑈1 𝜀0 𝑈2
𝑈1 𝑈1 𝑈2 𝜀0

ª®®®¬
⇒

cos 2𝑥 sin 2𝑥 cos 2𝑦 sin 2𝑦©«
𝜀0 +𝑈2 0 2𝑈1 0

0 𝜀0 −𝑈2 0 0
2𝑈1 0 𝜀0 +𝑈2 0
0 0 0 𝜀0 −𝑈2

ª®®®¬
𝜓Γ1 = cos 2𝑥 + cos 2𝑦 𝜀Γ1 = 𝜀0 +𝑈2 + 2𝑈1

�� ��一重简并

𝜓Γ3 = cos 2𝑥 − cos 2𝑦 𝜀Γ3 = 𝜀0 +𝑈2 − 2𝑈1

�� ��一重简并

𝜓Γ5 =

(
sin 2𝑥
sin 2𝑦

)
𝜀Γ5 = 𝜀0 −𝑈2

�� ��两重简并



二维方格子
右图是周期场中的能带图，可以看
出 Γ 点上的能级简并改变情况。

在 Δ 线上，非平凡的对称操作只有
沿着 𝑥 轴的镜像对称。因此和一维
分析一样，存在奇偶宇称的两类波
函数。除了一些偶然简并之外，一般
情况下的这两类波函数简并性被解
除，例如在 Γ点处简并的 Γ5 就劈裂
成两个帶
𝜓 (0,±1)𝑘𝑥 ⇒ 𝑒𝑖𝑘𝑥 𝑥 cos 2𝑦, 𝑒𝑖𝑘𝑥 𝑥 sin 2𝑦。

在 Δ 线中间，不同宇称的波函数能
级可以相交，形成偶然简并。相同宇
称的能级则不会。



三维情况：FCC

Quinn, Fig 5.8

三维情况更加复杂。

右图是 FCC 结构的简约布里渊
区。图上标出了各种各样的高对
称点和高对称线。

按照赝势法，晶体里的能谱可以
用空晶格模型的基础上加上弱的
周期场得到。因此通常在计算中，
都是从空晶格出发，经过对称性
分析得到在高对称点／线上的大
体的能级结构，再进一步的计算。



三维情况：FCC

FCC 空晶格模型的能带结构 简化的 Si 的能带图
Quinn, Fig 5.9 Quinn, Fig 5.11
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