
6.2 导体、绝缘体和半导体的能带解释

满带不导电
空穴
导体、半金属、半导体和绝缘体
Bloch 电子的几何相位
金属绝缘体转变

虽然所有固体都含有大量电子，但却有导体和绝缘体之分，这一
基本事实曾长期得不到严格解释，能带论首次从理论上做了严格
说明，是能带论发展初期的重大成就，也由此开辟了金属电导、
绝缘体和半导体的现代理论。



导体、绝缘体和半导体

有电场存在时，由于不同材料中电子在能带中的填充情况不同，
对电场的响应也不同，导电能力也各不相同。我们分三种情况讨
论（针对价电子形成的价带而言)：
满带：电子已填满了能带中所有的能态。
导带：一个能带中只有部分能态填有电子，而其余的能态为没有
电子填充的空态。
近满带：一个能带的绝大部分能态已填有电子，只有少数能态是
空的。



一、满带不导电

电流

每个电子对电流密度的贡献 −𝑒𝒗𝑛 (𝒌)，因此零温时第 𝑛 个能带中
所有电子的贡献为：

𝑱𝑛 =
1
𝑉

∑
𝒌 ∈占据态

(−𝑒)𝒗𝑛 (𝒌) = −𝑒
ˆ
占据态

𝑑3𝒌

(2𝜋)3 𝒗𝑛 (𝒌) 零温对占据态求和

=
1
𝑉

∑
𝒌

(−𝑒)𝒗𝑛 (𝒌) 𝑓𝑛 (𝒌) = −𝑒
ˆ

𝑑3𝒌

(2𝜋)3 𝒗𝑛 (𝒌) 𝑓𝑛 (𝒌) 有限温占据几率 𝑓𝑛

总电流 𝑱 =
∑
𝑛

𝑱𝑛

+ 有时间反演不变的系统：𝜀𝑛 (𝒌) = 𝜀𝑛 (−𝒌)，𝒗𝑛 (𝒌) = −𝒗𝑛 (−𝒌)
ℏ𝒗𝑛 (𝒌) = ∇𝒌𝜀𝑛 (𝒌) = ∇𝒌𝜀𝑛 (−𝒌) = −∇−𝒌𝜀𝑛 (−𝒌) = −ℏ𝒗𝑛 (−𝒌)
+ 平衡态下，有时间反演不变的体系里每个能带的电流为零。
+有时间反演和自旋轨道耦合时，𝜀𝑛𝜎 (𝒌) = 𝜀𝑛−𝜎 (−𝒌)，𝒗𝑛𝜎 (𝒌) =
−𝒗𝑛−𝜎 (−𝒌)，简并的两个自旋能带电流互相抵消，总电流为零。+

暂时不管自旋轨道耦合情况



满带电子不导电

当电子把整个能带占满时

没有外加电场，𝒗𝑛 (𝒌) = −𝒗𝑛 (−𝒌)，宏观的总电流为零
所有的电子在 k 空间里具有相同的速度 ℏ ¤𝒌 = 𝐹。
电子整体移动，但由于 BZ 是
周期的，不改变对称分布，
因此 𝑱 = 0。
+ 满带不导电



未满带电子导电

当电子部分填充能带时

没有外加电场，𝒗𝑛 (𝒌) = −𝒗𝑛 (−𝒌)，宏观的总电流为零
所有的电子在 k 空间里具有相同的速度 ℏ ¤𝒌 = 𝐹。
电子整体移动，
破坏对称分布，
因此 𝑱 ≠ 0。
+ 未满带导电

+元素晶体的导电性

𝑁 个原胞，允许的 𝒌 有 𝑁 个。由于自旋简并，每个能带可
以有 2𝑁 个电子占据。
每个原胞只有一个单价原子时一定是导体。

没有能带交叠的话，每个原胞里有一个二价原子时是绝缘
体。有能带交叠则是导体。



二、空穴

近满带和空穴

I = −𝑒
∑

𝒌 ∈占据态

𝒗𝑛 (𝒌) = −𝑒
[ ∑
𝒌 ∈𝐵𝑍

𝒗𝑛 (𝒌) −
∑

𝒌 ∈空态

𝒗𝑛 (𝒌)
]

= 𝑒
∑

𝒌 ∈空态

𝒗𝑛 (𝒌)

部分填充能带的电流
= 带 −𝑒 电荷的载流子对占据态求和
= 带 +𝑒 电荷的载流子对空态求和
+ 当能带几乎是空的时候，占据态数比较少，对占据态求和方便
+ 当能带几乎是满的时候，空态数目比较少，对空态求和方便

极端情况，假设只有动量为 𝒌𝑒 的一个态未被占据，那么总电流
I = −𝑒∑𝒌 𝒗𝑛 (𝒌) = +𝑒𝒗𝑛 (𝒌𝑒)。

此时的总电流等价于一个带正电荷 +𝑒，以速度为 𝒗𝑛 (𝒌𝑒) 运动的
假想粒子产生的电流。这种假想粒子我们称为“空穴”。



空穴 ⇔ 缺失电子
缺失电子动量 ℏ𝒌𝑒，电流 𝑒𝒗𝑛 (𝒌𝑒)

空穴电荷：+e
缺少电子，少负电荷 −𝑒 + 空穴带正电荷 +𝑒
空穴速度：𝒗空穴 = 𝒗缺失电子
电流 𝐼 = 𝑒𝒗缺失电子 = 𝑒𝒗空穴 + 𝒗空穴 = 𝒗缺失电子

空穴能量：𝜀空穴 = −𝜀缺失电子
以化学势为能量零点

𝑓𝑒 =
1

𝑒 [𝜀𝑛 (𝒌)−𝜇]/𝑘𝐵𝑇 + 1
=

1

𝑒
𝜀
电子

/𝑘𝐵𝑇 + 1

𝑓ℎ = 1 − 𝑓𝑒 =
𝑒 [𝜀𝑛 (𝒌)−𝜇]/𝑘𝐵𝑇

𝑒 [𝜀𝑛 (𝒌)−𝜇]/𝑘𝐵𝑇 + 1
=

1
𝑒−[𝜀𝑛 (𝒌)−𝜇]/𝑘𝐵𝑇 + 1

=
1

𝑒
𝜀
空穴

/𝑘𝐵𝑇 + 1



空穴动量：𝒌空穴 = −𝒌缺失电子
+ 增加波矢为 𝒌𝑒 的电子，系统的总动量增加 ℏ𝒌𝑒
+ 减小波矢为 𝒌𝑒 的电子，系统的总动量减小 ℏ𝒌𝑒
+ 满带系统的总动量为零
+ 满带少一个波矢为 𝒌𝑒 的电子，系统总动量为 −ℏ𝒌𝑒
+ 定义空穴动量为 ℏ𝒌ℎ = −ℏ𝒌𝑒，空穴波矢 𝒌ℎ = −𝒌𝑒

+

�

�

�

�
这里是我们对空穴波矢和动量的定义，可以有其它
定义（例如 𝒌ℎ = 𝒌𝑒）但都没有这种定义简单自洽。
我们可以把按照这种方式定义的空穴当成准粒子，
依据其色散关系，研究它在外场作用下运动。



空穴

电子动量 𝒌𝑒 = 𝒌，色散关系 𝜀𝑒𝑛 (𝒌𝑒) = 𝜀𝑛 (𝒌)，
速度 𝒗𝑒𝑛 (𝒌𝑒) = ∇𝒌𝑒

𝜀𝑒𝑛 (𝒌𝑒) = ∇𝒌𝜀𝑛 (𝒌) = 𝒗𝑛 (𝒌)
空穴色散关系

𝜀ℎ𝑛 (𝒌ℎ) = −𝜀𝑒𝑛 (−𝒌𝑒) = −𝜀𝑛 (−𝒌)
�� ��= −𝜀𝑛 (𝒌) 自旋简并

空穴速度
𝒗ℎ𝑛 (𝒌ℎ) = ∇𝒌ℎ

𝜀ℎ𝑛 (𝒌ℎ) = ∇−𝒌 [−𝜀𝑛 (𝒌)] = 𝒗𝑛 (𝒌)



空穴

动量为 𝒌𝑒 的电子的运动方程：

ℏ
𝑑𝒌𝑒
𝑑𝑡

= 𝑭𝑒 = (−𝑒) [𝑬 + 𝒗𝑒𝑛 (𝒌) × 𝑩] = (−𝑒) [𝑬 + 𝒗𝑛 (𝒌) × 𝑩]
𝑑𝒗𝑛 (𝒌)

𝑑𝑡
=

𝑭𝑒

𝑚∗
𝑒 =

�� ��ℏ2/(𝜕2𝜀𝑛/𝜕𝑘2)

动量为 𝒌ℎ 的空穴的运动方程

ℏ
𝑑𝒌ℎ

𝑑𝑡
= 𝑭ℎ = 𝑒[𝑬 + 𝒗ℎ𝑛 (𝒌ℎ) × 𝑩]

+ 𝑚∗
ℎ (𝒌) = −𝑚∗

𝑒 (𝒌)
�� ��空态多在带顶，电子有效质量为负，空穴质量为正



空穴

空穴分布函数：

𝑓𝑒 (𝒌) =
1

𝑒 [𝜀𝑛 (𝒌)−𝜇]/(𝑘𝐵𝑇 ) + 1

𝑓ℎ (𝒌) = 1 − 𝑓𝑒 (𝒌) = 1 − 1
𝑒 [𝜀𝑛 (𝒌)−𝜇]/(𝑘𝐵𝑇 ) + 1

=
1

𝑒−[𝜀𝑛 (𝒌)−𝜇]/(𝑘𝐵𝑇 ) + 1

以化学势 𝜇 为能量零点
+ 电子分布函数是能量为 𝜀𝑛 (𝒌) 的 Fermi 函数。
+ 空穴分布函数是能量为 −𝜀𝑛 (𝒌) 的 Fermi 函数。



空穴

满带中缺了少数电子就会有一定的导电性，这种近满带的情形在
半导体中特别重要，要描述近满带中电子的运动，由于涉及到数
目很大的电子的集体运动，因而在表述上十分不便，为此，引入
空穴的概念，将大量电子的集体运动等价地变为少数空穴的运动，
从而大大简化了有关近满带的问题，使满带顶附近缺乏一些电子
的问题与导带底有少数电子的问题十分相似。

空穴是一个带有正电荷，具有正有效质量的准粒子。它是在整个
能带的基础上提出来的，它代表的是近满带中所有电子的集体行
为。



空穴

电子描述 vs 空穴描述
物理量 电子描述 空穴描述

动量 𝒌 在 𝒌𝑒 态没有电子占据 𝒌ℎ = −𝒌𝑒 上被空穴占据
能量（化学
势为零点）

𝜀 (𝑒)𝑛 (𝒌𝑒) = 𝜀𝑛 (𝒌) 𝜀 (ℎ)𝑛 (𝒌ℎ) = −𝜀𝑛 (−𝒌)

电荷 -e +e
速度 𝒗 (𝑒)𝑛 (𝒌) = 1

ℏ∇𝒌𝑒
𝜀 (𝑒)𝑛 (𝒌𝑒)

= 1
ℏ∇𝒌𝜀𝑛 (𝒌)

𝒗 (ℎ)𝑛 (𝒌) = 1
ℏ∇𝒌ℎ

𝜀 (ℎ)𝑛 (𝒌ℎ)
= −1

ℏ∇𝒌𝜀
(ℎ)
𝑛 (𝒌)

有效质量 𝑚∗−1
𝑒 = 1

ℏ2 ∇𝒌∇𝒌𝜀𝑛 (𝒌)
= 1

ℏ2 ∇𝒌∇𝒌𝜀
(𝑒)
𝑛 (𝒌)

𝑚∗−1
ℎ = − 1

ℏ2 ∇𝒌∇𝒌𝜀𝑛 (𝒌)
= 1

ℏ2 ∇𝒌∇𝒌𝜀
(ℎ)
𝑛 (𝒌)



空穴

两种载流子导电行为

+ 空穴导电性：接近满带市所产生的导电性；
+ 电子导电性：接近空带所产生的导电性。

引入空穴概念后，在金属自由电子论中所无法解释的正 Hall 系
数问题，就很容易解释了。当能带基本上是空的时候，是电子导
电性，Hall 系数为负；当能带基本上是满的时候，是空穴导电性，
Hall 系数为正。



三、导体、半金属、半导体和绝缘体

导体 导体 半金属 半导体 绝缘体
𝑇 ↗ 𝑅(𝑇) ↗ 𝑇 ↗ 𝑅(𝑇) ↘

金属电导率是半金属的 104−5 倍

导带：能量最低的没有被完全填满的能带。

价带：能量最高的被全部填满的能带。



半导体／绝缘体中的载流子随温度的变化

本征半导体／载流子（没有杂质）在温度不为 0 K 时，由于热激
发，存在一定数量的载流子。
化学势为 𝜇，导带上的电子数 𝑛 和价带上的空穴数 𝑝 分别为

𝑛 =
∑
𝜎𝒌

𝑓 (𝜀𝑐𝒌 ) =
ˆ

𝑔𝑐 (𝜀) 𝑓𝑐 (𝜀) =
ˆ ∞

0
𝑔𝑐 (𝜀)

1
𝑒 (𝜀𝑐+𝜀−𝜇)/𝑘𝐵𝑇 + 1

𝑑𝜀

'
ˆ ∞

0
𝑔𝑐 (𝜀)𝑒−

𝜀𝑐−𝜇
𝑘𝐵𝑇 − 𝜀

𝑘𝐵𝑇 𝑑𝜀 = 𝑒
− 𝜀𝑐−𝜇

𝑘𝐵𝑇

ˆ ∞

0
𝑔𝑐 (𝜀)𝑒−𝜀/𝑘𝐵𝑇 𝑑𝜀

= 𝑁𝑐 (𝑇)𝑒−(𝜀𝑐−𝜇)/𝑘𝐵𝑇

𝑝 =
∑
𝜎𝒌

𝑓 (𝜀𝑐𝒌 ) =
ˆ

𝑔𝑣 (𝜀) [1 − 𝑓𝑣 (𝜀)]

=
ˆ ∞

0
𝑔𝑣 (𝜀)

[
1 − 1

𝑒 (𝜀𝑣−𝜀−𝜇)/𝑘𝐵𝑇 + 1

]
𝑑𝜀

=
ˆ ∞

0
𝑔𝑣 (𝜀)

1
𝑒 (𝜇−𝜀𝑣+𝜀)/𝑘𝐵𝑇 + 1

𝑑𝜀 ' 𝑒 (𝜀𝑣−𝜇)/𝑘𝐵𝑇
ˆ ∞

0
𝑔𝑣 (𝜀)𝑒−𝜀/𝑘𝐵𝑇 𝑑𝜀

= 𝑒 (𝜀𝑣−𝜇)/𝑘𝐵𝑇 𝑁𝑣 (𝑇)



半导体／绝缘体中的载流子随温度的变化

𝑛𝑝 = 𝑒−(𝜀𝑐−𝜀𝑣 )/𝑘𝐵𝑇 𝑁𝑐 (𝑇)𝑁𝑣 (𝑇) = 𝑒−𝜀𝑔/𝑘𝐵𝑇 𝑁𝑐 (𝑇)𝑁𝑣 (𝑇)

本征材料中，导带上的电子都是从价带上激发起来，因此 𝑛 ≡ 𝑝

𝑁𝑐 (𝑇)𝑒 (𝜇−𝜀𝑐)/𝑘𝐵𝑇 = 𝑁𝑣 (𝑇)𝑒 (𝜀𝑣−𝜇)/𝑘𝐵𝑇
𝜇 − 𝜀𝑐
𝑘𝐵𝑇

+ ln 𝑁𝑐 (𝑇) =
𝜀𝑣 − 𝜇

𝑘𝐵𝑇
+ ln 𝑁𝑣 (𝑇)

𝜇 =
𝜀𝑐 + 𝜀𝑣

2
+ 𝑘𝐵𝑇

2
ln

𝑁𝑣 (𝑇)
𝑁𝑐 (𝑇)

' 𝜀𝑐 + 𝜀𝑣
2

�� ��化学势基本上在禁带中心

𝑛 = 𝑝 =
√
𝑁𝑐 (𝑇)𝑁𝑣 (𝑇)𝑒−𝜀𝑔/(2𝑘𝐵𝑇 )

+ 载流子密度随温度指数升高，因此温度升高时，电导率上升。



拓扑绝缘体

满带不导电 ⇒ 所有能带全满即是绝缘体
有些材料能带电子的波函数具有非平凡的几何属性
严格地说是 Bloch bundle 的几何属性，可以大体地理解为
是相位 𝜃𝑛 (𝒌) 的几何：𝜓𝑛𝒌 (𝒓) = 𝑒𝑖 𝜃𝑛 (𝒌)𝑒𝑖𝒌 ·𝒓𝑢𝑛𝒌 (𝒓)
拓扑绝缘体：Bloch Bundle 几何属性不平凡的绝缘体

𝑱 =
∑
𝒌

(−𝑒)𝒗𝑛 (𝒌) = −𝑒
∑
𝒌

[∇𝒌𝜀𝑛 (𝒌)] +
�� ��−𝑒 ¤𝒌𝑐 ×𝛀𝑛 (𝒌)

拓扑绝缘体必然具有的特性

非平凡的拓扑特征量
和对称性以及维度有关：Chern number (偶数维材料），wind-
ing number （奇数维材料），𝑍2 · · ·
零能表面态
凝聚态里的能量零点通常取在 Fermi 面上，也就是说拓扑绝
缘体在 Fermi 能上至少有一个态
一维：孤立的零能态，Majorana fermion；
二维/三维：锥状能带结构，可以导电的表面态。



Bloch 电子的几何相位
𝜓𝑛𝒌 = 𝑒𝑖𝒌 ·𝒓𝑢𝑛𝒌
|𝑢𝑛𝒌+𝜉 〉 = |𝑢𝑛𝒌+𝜉 〉 = |𝑢𝑛𝒌 〉 + 𝜉 · |∇𝒌𝑢𝑛𝒌 〉

= |𝑢𝑛𝒌 〉 + 𝜉 ·
∑
𝑚

|𝑢𝑚𝒌 〉〈𝑢𝑚𝒌 |∇𝒌𝑢𝑛𝒌 〉

' |𝑢𝑛𝒌 〉 − 𝑖𝜉 · |𝑢𝑛𝒌 〉
�� ��(𝑖〈𝑢𝑛𝒌 |∇𝒌𝑢𝑛𝒌 〉) = A𝑛 (𝒌)

= 𝑒−𝑖 𝜉 ·A𝑛 (𝒌) |𝑢𝑛𝒌𝑐
〉

|𝑢𝑛𝒌 〉 → 𝑒𝑖 𝜃𝑛 (𝒌) |𝑢𝑛𝒌 〉

���𝑒𝑖 𝜃𝑛 (𝒌+𝜉 ) |𝑢𝑛𝒌+𝜉 〉 − 𝑒𝑖 𝜃𝑛 (𝒌) |𝑢𝑛𝒌 〉
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相位通常可忽略，但在定义波函数的
“几何”关系中至关重要。定义 𝜃𝑛 (𝒌)
使得 𝒌 和邻近的 𝒌 + 𝜉 上的波函数“距
离”最小。非简并体系中，波函数的
几何等价于这么定义的相位空间 𝜃𝑛 (𝒌)
的几何。



四、金属绝缘体转变

电子能量驱动的结构相变

稳定状态：系统总能量（𝑇 = 0 K）或自由能最低（𝑇 ≠ 0 K）
降低电子能量的办法：尽可能靠近但是不超过布里渊区边界

远离 BZ 边界时，晶格场对能量改变不大
靠近但是不超过边界时，能量降低
越过边界之后，能量立刻升高

金属 ⇒ 绝缘体/semimetal
绝缘体电子只靠近、接触而不越过 BZ 边界
+ 能量降低最多

Peierls 相变
Bismuth 晶格结构

增加可以靠近的 BZ 边界
简立方：六个 BZ 边界
FCC：八个 BZ 边界
BCC：十二个 BZ 边界



Peierls 相变：二聚化导致的金属绝缘体相变

相变前：所有原子均匀排列成一维单价原子链
一个原胞里有一个原子 +每个原胞一个电子 +半满带金属

相变后：晶格畸变，二聚化
两个一个原胞里有两个原子 + BZ 长度减少一半
+ 每个原胞两个电子 + 绝缘体



Peierls 相变：二聚化导致的金属绝缘体相变

假设系统产生二聚化，相邻原子相对位移为 𝛿，那么电子总能量
减少量正比于 𝛿2 ln 𝛿；二聚化导致晶格能量升高量正比于 𝛿2。因
此一维单原子链总会二聚化。

二聚化后，单价一维原子链发生金属绝缘体转变，从导体变为绝
缘体。 + 某些情况下，这个绝缘体是拓扑绝缘体。



Bismuth 晶格结构
“Introduction to electron theory of metals”, Mizutani p141

五价：本应该是良导体，但实际上电导率非常低，semimetal
每个原胞里有两个原子的三角晶格，但是非常接近于简立方

Jones 提出：简立方晶格畸变 + 包含两个原子的 BCC 结构
+ 包含两个原子三角晶格 + 每个原胞里包含十个电子

能带略微交叠：Fermi 面非常小的 semimetal



黄铜的相图

黄铜：Cu1−𝑥Zn𝑥，FCC（𝛼-brass） + BCC（𝛽′-brass）。
相变点在 𝑥 = 0.35。假设 Cu 和 Zn 唯一的区别是对价电子数的
贡献，那么价电子数 𝜂 = (1 − 𝑥) + 2𝑥 = 1 + 𝑥。

FCC 结构的布里渊区是一个截角八面体，从布里渊区心到边界
的最短距离在 [111] 方向上。
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𝑥 = 0.36 ⇒ 𝑘𝐹 = 𝑘𝑚𝑖𝑛。



其它机制金属－绝缘体转变机制

金属－绝缘体转变（Metal-insulator transition/MIT）
压强变化导致的 MIT：氢

Alloul, Fig 1.9

1935年Wigner & Huntington预言在高压下（2.5×105atm）
氢会发生 MIT。1968 年 Ashcroft 预言金属氢在 17◦C 下变
为超导。目前金属氢实验上还未被证实存在。

相互作用导致的 MIT：Mott 转变
无序导致的 MIT：Anderson 局域化
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