
6.3 恒定磁场中 Bloch电子的运动

Bloch电子在磁场中的准经典运动
Landau能级
二维 de Haas-van Alphen效应
三维 dHvA效应
磁场中电子、空穴轨道
强磁场时的结果



恒定磁场中的准经典运动
ℏ ¤𝒌 = 𝑭 = −𝑒𝒗𝑛 (𝒌) × 𝑩

𝑭 ⊥ 𝑩，沿着 𝑩方向的 𝒌分量不改变。也就是说在 𝒌空间+

电子在垂直于 𝑩的平面内运动。
𝑭 ⊥ 𝒗𝑛，电子能量不随时间改变
+电子在等能面上运动。
+电子在垂直于磁场的等能线上运动
和自由电子类似，在动量空间电子沿
等能线运动。不从磁场里获得能量，也不把能量传递给磁场。
在动量空间，自由电子的运动是周期的，轨迹是一个圆，比
较简单。Bloch电子的运动也是周期循环的，但是轨迹一个
复杂的（封闭）曲线。



恒定磁场中的准经典运动
ℏ ¤𝒌 = 𝑭 = −𝑒𝒗𝑛 (𝒌) × 𝑩

实空间中的运动轨迹

ℏ
𝑑𝒌

𝑑𝑡
= −𝑒𝒗𝑛 (𝒌) × 𝑩 = −𝑒 𝑑𝑹

𝑑𝑡
× 𝑩

[𝒌⊥(𝑡 + 𝛿𝑡) − 𝒌⊥(𝑡)] =
𝑒

ℏ
𝑩 × [𝑹⊥(𝑡 + 𝛿𝑡) − 𝑹⊥(𝑡)]

平行磁场方向匀速运动
垂直磁场方向的实空间轨道和 𝑘 空间中轨道形状相同，
但是旋转了 90◦，并且放大了 ℏ/𝑒𝐵倍。



恒定磁场中的准经典运动
ℏ ¤𝒌 = 𝑭 = −𝑒𝒗𝑛 (𝒌) × 𝑩

回旋运动周期和频率
在垂直于 𝑩的平面内

𝑇 =
˛
𝜀𝑛=𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑑𝑡 =
˛

𝑑𝑘

| ¤𝒌 |
=

ℏ
𝑒𝐵

˛
𝜀 (𝒌 )=𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑑𝑘

|𝒗⊥(𝒌) |

𝜔𝑐 =
2𝜋
𝑇

=
2𝜋𝑒𝐵

ℏ
¸
𝜀 (𝒌 )=𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑑𝑘

|𝒗⊥ (𝒌 ) |



恒定磁场中的准经典运动
ℏ ¤𝒌 = 𝑭 = −𝑒𝒗𝑛 (𝒌) × 𝑩

各向同性的能带底部/顶部

𝜀(𝒌) = 𝜀0 +
ℏ2𝒌2

2𝑚∗

𝜔𝑐 =
2𝜋𝑒𝐵

ℏ
¸
𝑘⊥

𝑑𝑘

|𝒗⊥ (𝒌 ) |

=
2𝜋𝑒𝐵

ℏ(2𝜋𝑘⊥)/(ℏ𝑘⊥/𝑚∗) =
𝑒𝐵

𝑚∗

这个结果和自由电子一致，只是用有效质量代替电子质量。



恒定磁场中的准经典运动
ℏ ¤𝒌 = 𝑭 = −𝑒𝒗𝑛 (𝒌) × 𝑩

有效质量是各项异性的情况
轨迹是一个椭圆，可以类似的求积分。一般通过求解运动方
程更加简单。

𝑑𝒗

𝑑𝑡
=

1
𝑚∗ · 𝑭 = −𝑒 1

𝑚∗ · (𝒗 × 𝑩)

在主轴坐标系下，让磁场平行于 𝑧轴

𝑚∗ =
©­«
𝑚∗
𝑥

𝑚∗
𝑦

𝑚∗
𝑧

ª®¬
𝑑

𝑑𝑡
©­«
𝑣𝑥
𝑣𝑦
𝑣𝑧

ª®¬ =
©­­«
− 𝑒𝐵𝑚∗

𝑥
𝑣𝑦

𝑒𝐵
𝑚∗

𝑦
𝑣𝑥

0

ª®®¬+𝜔𝑧𝑐 =
𝑒𝐵√
𝑚∗
𝑥𝑚

∗
𝑦

+回旋频率也是各向异性的。



Bloch电子在磁场中的运动的经典图像
质量为 𝑚∗，电荷为 −𝑒，速度为 𝒗

受力：𝑭 = −𝑒(𝑬 + 𝒗 × 𝑩)，Lorentz力
平行磁场方向的运动不受磁场影响
+只需要考虑 𝑩 ⊥ 𝑬, 𝒗的情况
无外加电场，垂直磁场方向做周期的回旋运动
+电子围绕磁力线做回旋运动：𝒗 = 𝚷/𝑚∗ = 𝑒𝑩 × 𝑹/𝑚∗

+回旋频率：𝜔𝑐 =
𝑒𝐵

𝑚∗

+实空间回旋半径：𝑅 =
𝑚∗𝑣

𝑒𝐵
。

有外加电场时粒子做螺旋运动：回旋运动，同时在与电场和
磁场都垂直的方向上加上一个匀速运动

+垂直方向的速度 𝒗 = −𝑒𝑬 × 𝑩

𝐵2



二维 Bloch电子在磁场中的运动：半经典量子化

经典的回旋运动+周期性+能级量子化
Bohr-Sommerfeld量子化规则

¸
𝒑 · 𝑑𝒓 = (𝑛 + 𝛾)ℎ

𝒑 = 𝚷
�� ��正则动量 =𝑚𝒗 − 𝑒𝑨

(𝑛 + 𝛾)ℎ =
˛

(𝑚𝒗 − 𝑒𝑨) · 𝑑𝒓 = 𝑒𝐵𝑅 × 2𝜋𝑅 − 𝑒

ˆ
(∇ × 𝑨) · 𝑑𝑺

= 2𝑒𝐵𝜋𝑅2 − 𝑒Φ = 𝑒Φ
�� ��Φ = 𝜋𝑅2𝐵轨道包含的磁通

Φ = (𝑛 + 𝛾)ℎ/𝑒 = (𝑛 + 𝛾)Φ0
�� ��量子磁通：Φ0 = ℎ/𝑒



二维 Bloch电子在磁场中的运动：半经典量子化
量子化条件：𝐵𝜋𝑅2 = Φ = (𝑛 + 𝛾)Φ0 = (𝑛 + 𝛾)ℎ/𝑒

𝑅2
𝑛 = (𝑛 + 𝛾) ℎ

𝑒𝜋𝐵
= (𝑛 + 𝛾)𝑙2𝐵

�



�
	𝑙𝐵 =

√
ℎ
𝑒𝜋𝐵 =

√
2ℏ
𝑒𝐵：磁场长度

𝑣 = 𝜔𝑐𝑅 = 𝑒𝐵𝑅/𝑚∗

𝜀𝑛 =
𝑚∗𝑣2

2
=
𝑚∗𝜔2

𝑐𝑅
2

2
=

1
2
𝑚∗ 𝑒

2𝐵2

𝑚∗2 (𝑛 + 𝛾) ℎ

𝑒𝜋𝐵

= (𝑛 + 𝛾) ℎ

2𝜋
𝑒𝐵

𝑚∗ = (𝑛 + 𝛾)ℏ𝜔𝑐
�� ��Landau能级

+ 很多书／文献里在考虑量子化条件时没有考虑正则动量和动
量之间的差别，这样得到的结果和实际相差两倍。
Bohr-Sommerfeld量子化条件等价于在轨道上形成驻波⇔电
子绕轨道一周后总相位改变 2𝜋整数倍
相位改变主要有两部分贡献：波传播导致的

¸
𝚷 · 𝑑𝒓/ℎ＋带

电粒子绕磁场运动额外增加的相位（AB效应）

�
�

�

零点运动

𝛾 = 1/2



二维 Bloch电子在磁场中的运动：半经典量子化

电子绕磁力线做量子化的回旋运动：半径 𝑅2
𝑛 = (𝑛 + 𝛾)𝑙2𝐵，

能量为 𝜀𝑛 = (𝑛 + 𝛾)ℏ𝜔𝑐。
每个量子化轨道占据面积：𝜋Δ𝑅2

𝑛 = 𝜋𝑙2𝐵 = ℎ/(𝑒𝐵) = Φ0/𝐵
相同半径但围绕不同磁力线的回旋运动是简并的量子态。
量子化能级简并度＝面积 𝐴里可以容纳的量子化轨道数目
Ω𝐿 = 𝐴

Φ0/𝐵 = 𝐴𝐵
Φ0

= Φ
Φ0

=量子磁通的数目 =磁力线个数



二维 Bloch电子在磁场中运动的量子力学解
磁场不是非常强的时候，可以用有效质量近似来描述 Bloch电子
的量子化运动。假设磁场 𝑩 = (0, 0, 𝐵) 沿 𝑧方向，包络波函数满
足如下 Schrödinger方程：

𝑖ℏ𝜕𝑡Ψ(𝒓, 𝑡) = 𝜀(ℏ𝒌0 + 𝒑 + 𝑒𝑨)Ψ

�
�

�

=

( 𝒑 + 𝑒𝑨)2

2𝑚∗ Ψ 各向同性

∇ × 𝑨(𝒓) = 𝑩 𝑨 = (0, 𝐵𝑥, 0)
�� ��Landau规范

𝜀Ψ(𝒓) =
[
−ℏ

2𝜕2
𝑥

2𝑚∗ +
(−𝑖ℏ𝜕𝑦 + 𝑒𝐵𝑥)2

2𝑚∗

]
Ψ(𝒓)

Ψ(𝒓) = Ψ(𝑥, 𝑦) = 𝜓(𝑥)𝑒𝑖𝑘𝑦𝑦

𝜀𝜓(𝑥) =
[
−ℏ

2𝜕2
𝑥

2𝑚∗ +
(ℏ𝑘𝑦 + 𝑒𝐵𝑥)2

2𝑚∗

]
𝜓(𝑥)

=
[
−ℏ

2𝜕2
𝑥

2𝑚∗ + 𝑚∗

2

( 𝑒𝐵
𝑚∗

)2�� ��=𝜔2
𝑐 (𝑥 + ℏ𝑘𝑦/𝑒𝐵)2

]
𝜓(𝑥)

𝜀𝑛 = (𝑛 + 1/2)ℏ𝜔𝑐 𝜓𝑛 (𝑥) = Φ𝑛 (𝑥 + ℏ𝑘𝑦/𝑒𝐵)
�� ��简谐振子本征波函数



二维 Bloch电子在磁场中运动的量子力学解
能级量子化：

𝜀𝑛 = (𝑛 + 1/2)ℏ𝜔𝑐 = (𝑛 + 1/2) ℏ𝑒𝐵
𝑚∗ =

ℏ2

2𝑚∗ (2𝑛 + 1) 𝑒𝐵
ℏ

=
ℏ2

2𝑚∗
2𝑛 + 1
𝑙2𝐵

Landau简并度：

𝑥0(𝑘𝑦) = −
ℏ𝑘𝑦
𝑒𝐵

𝑘𝑦 =
2𝑙𝑦𝜋
𝐿𝑦

Δ𝑥0 =
ℏΔ𝑘𝑦
𝑒𝐵

=
2𝜋ℏ
𝑒𝐵𝐿𝑦

Ω𝐿 =
𝐿𝑥
Δ𝑥0

=
𝐿𝑥𝐿𝑦𝐵

ℎ/𝑒 =
𝐴𝐵

Φ0
=

Φ
Φ0

�� ��=磁力线个数



二维 Landau能级在动量空间的表示

𝜀𝑛 = (𝑛 + 1/2)ℏ𝜔𝑐

=
ℏ2

2𝑚∗
[√

2𝑛 + 1𝑙−1
𝐵

]2

加上磁场后，不具有平移对称性，
𝑘 不再是好量子数。但是我们仍
然从 𝑘空间角度去看这种量子态，
把它们当成处于特殊 k点的状态。
这样做，有助于我们理解体系的
行为。

按照半经典图像，电子在 𝑘 空间
做圆周运动，能谱 𝜀𝑛 = ℏ2

2𝑚∗ (𝑘2
𝑥 +

𝑘2
𝑦) = (𝑛 + 1/2)ℏ𝜔𝑐。因此允许的

𝑘 在一系列圆上。



二维 Landau能级在动量空间的表示

𝜀𝑛 = (𝑛 + 1/2)ℏ𝜔𝑐

=
ℏ2

2𝑚∗
[√

2𝑛 + 1𝑙−1
𝐵

]2

由于色散关系改变，k 空间中描
写状态的代表点也发生变化。没
有磁场时，代表点均匀分布（绿
点）。加上磁场，代表点（红点）
变为聚集在半径为

√
2𝑛 + 1𝑙−1

𝐵 的
（红色）圆上，能量为 (𝑛+1/2)ℏ𝜔𝑐。

图中每个蓝色虚线圆的半径是√
2𝑛𝑙−1

𝐵 ，代表的能量为 𝑛ℏ𝜔𝑐。相
邻的两个蓝色圆给出的圆环内的
绿点数目都是Ω𝐿。每个红色圆上
允许的红点数目也是Ω𝐿。可以理
解为每个圆环内的绿点代表的量
子态在加上磁场后变成环中间红
色圆上的红点代表的量子态。



保持 𝐵不变，二维 Landau能级的填充

𝐵 = 0时，允许的 k点均匀分布在整个 𝑘 空间。

往系统里填电子，电子先占据低能态，也就是先占据 k空间里离
中心近的 𝑘 点。随着电子数增多，电子能量变大，被占据的点离
中心的距离变大。被占据的最高能量就是 Fermi能 𝐸𝐹。𝐵 = 0时，
𝐸𝐹 随电子数 𝑁 线性增加，如右图的蓝线。



保持 𝐵不变，二维 Landau能级的填充

当 𝐵 ≠ 0时，允许的状态在 Landau能级上，在 k空间中可由左图
中的空心红点代表。

往系统里填电子的时候，同样先占据半径小的红圆上的红点。占
满一个红圆之后，开始占据下一个红圆上的点。占据的最高能量
是一个个 Landau能级。



保持 𝐵不变，二维 Landau能级的填充

考虑自由时和有磁场时的电子总能量之间的差别：
Δ𝑈 = 𝑈 (𝐵 ≠ 0) −𝑈 (𝐵 = 0)。

刚开始往完全空的晶体里添加电子的时候，自由电子（即 𝐵 = 0的
情况）增加的能量低于磁场中的电子，Δ𝑈 随电子数增加而增加，
直到 𝑁 = Ω𝐿/2，Δ𝑈 = Ω𝐿ℏ𝜔𝑐/4。



保持 𝐵不变，二维 Landau能级的填充

填充数超过 Ω𝐿/2后，自由电子增加的能量更大，因此 Δ𝑈 随电子
数增加而减小，直到填充因子 𝜈 = 𝑁/Ω𝐿 = 1，Δ𝑈 = 0。

继续增加电子数，开始填充下一个 Landau能级。由于完全被填满
的 Landau能级对 Δ𝑈 没有贡献，因此 Δ𝑈 的改变和最低能级的情
况完全一样。所以如右图绿线所示，Δ𝑈 随着 𝑁/Ω𝐿 周期变化。



保持 𝐵不变，二维 Landau能级的填充

因此固定 𝐵，改变 𝑁 时，Δ𝑈 随填充因子 𝜈 = 𝑁/Ω𝐿 周期震荡。电
子完全填满一个 Landau能级时，即填充因子是整数时，Δ𝑈 = 0。
填满一半的 Landau能级时，即填充因子是半整数时，Fermi能和
Landau能级重合，能量增加量最大。

磁矩 𝑀 ∝ −𝜕𝑈 (𝐵)
𝜕𝐵

= −𝜕Δ𝑈
𝜕𝐵
，因此 𝑀 也是 𝑁/Ω𝐿 周期振荡。



二维 de Haas-van Alphen (dHvA)效应

所有的物理只依赖于填充因子 𝜈 = 𝑁/Ω𝐿 ∝ 𝑁/𝐵，因此，我们可以
固定 𝑁，通过降低 𝐵周期地改变 Δ𝑈 和相应的物理量，得到的结
论和固定 𝐵改变 𝑁 时完全一样。因此 𝑀 也是随 𝐵周期振荡，这
就是 de Haas-van Alphen (dHvA)效应。



二维 de Haas-van Alphen (dHvA)效应

振荡周期

1 = Δ
( 𝑁

Ω𝐿

)
= Δ

(𝑁Φ0

𝐴𝐵

)
= Δ

(𝑛𝑒Φ0

𝐵

)
+ Δ

( 1
𝐵

)
=

1
𝑛𝑒Φ0



三维自由电子模型

垂直于磁场平面里的回旋
运动量子化，平行于磁场
方向运动自由。能谱为 𝐸𝑛 (𝑘 ‖ ) =(
𝑛 + 1

2

)
ℏ𝜔𝑐 +

ℏ2𝑘2
‖

2𝑚∗。在 𝑘 空
间，允许的态在一系列圆
柱面上。

和二维类似，𝐵改变时，填
充状态改变，当 Fermi面
和某个圆柱面相切时能量
增加量达到极大。因此电
子能量增量同样和 1/𝐵呈
周期变化。和系统总能量
有关的物理量，例如磁矩
𝑀 也随 1/𝐵周期改变。
+ dHvA效应

三维电子气在磁场下的态密度。DOS在 𝑘 ‖ =
0极大，因此 Fermi面和 Landau能级柱面相
切时能量增加量极大。



实际三维材料的 de Haas-van Alphen效应
[Ziman, pp317–324]
一般能带结构无法求解 Landau能级。Onsager借助经典的 Bohr-
Sommerfeld量子化方法，

¸
𝒑⊥ · 𝑑𝒓⊥ = (𝑛 + 𝛾)ℎ。利用关系

𝑑𝒓⊥
𝑑𝑡

= 𝒗⊥(𝒌)
𝑑𝒌⊥
𝑑𝑡

= −𝑒

ℏ
𝒗⊥(𝒌) × 𝑩 ⇒ 𝑑𝒓⊥ =

ℏ
𝑒𝐵

𝑑𝒌⊥ × 𝑩̂

得到实空间和动量空间轨道形状相同，角度相差 90◦，尺寸相差
ℏ/(𝑒𝐵)，因此量子化条件变为

(𝑛 + 𝛾)ℎ =
˛

𝒑 · 𝑑𝒓 =
˛

ℏ𝒌 · ℏ
𝑒𝐵

𝑑𝒌⊥ × 𝑩̂

=
˛ (

ℏ𝒌 × ℏ
𝑒𝐵

𝑑𝒌
)
· 𝑩̂ =

ℏ2

𝑒𝐵
𝐴(𝜀, 𝑘 ‖ )

其中 𝐴(𝜀, 𝑘 ‖ )是等能线包围的面积，
𝑛是量子数，𝛾为相位因子，多数取为 1/2。
因此允许的态同样在一系列柱面上。



实际三维材料的 de Haas-van Alphen效应

量子化条件

𝐴(𝜀𝑛, 𝑘 ‖ ) =
2𝜋(𝑛 + 𝛾)𝑒𝐵

ℏ

同样的道理，各个物理量同样会随着磁场振荡周期。当 Fermi
面和某个量子化柱面相切的时候，系统能量增加量达到极

大。因此实际材料里振荡周期 Δ
( 1
𝐵

)
=

2𝜋𝑒
ℏ𝐴𝐹
。其中 𝐴𝐹 是垂

直于磁场的费米面极值截面积（增量极值发生在 Fermi面和
量子化柱面相切，相切意味着 Fermi面截面极值）。如果我
们测出磁场沿不同方向给出的截面积，就可以绘出费米面的
形状。



实际三维材料的 de Haas-van Alphen效应



实际三维材料的 de Haas-van Alphen效应
物理量随磁场的振荡行为我们只讲了 dHvA效应，因为这个效应
理论上计算和解释最简单。实际上有更多物理量，例如在磁致电
阻、磁声衰减等物理量都观测到这个振荡。这些现象一般统称为
Shubnikov-de Haas效应。实验上最容易测量的是电阻，因此电阻
随磁场振荡是这些效应里最早被发现的。

振荡周期 Δ(1/𝐵) ∝ 1/𝐴𝐹，因此 Fermi面截面的面积越小，需要
的磁场就越小，实验上就越容易观测到。早期实验现象都是在诸
如 Bi之类的 semimetal里观测到。后来实验技术提高，能够实现
稳定的强磁场后才陆续在其它材料里观测到类似效应。

Fermilogy：从磁场的振荡周期，可以得到垂直于该磁场的 Fermi
面的截面面积的极值。通过改变磁场方向，可到不同方向截面面
积极值，从而可以绘出费米面的形状。这是最早测量 Fermi面的
实验手段之一。



实际三维材料的 de Haas-van Alphen效应
碱金属晶体结构是 BCC，其费米面近似为球体，不同方向具有极
值截面的数目和大小相同。不同方向的 dHvA效应具有相同的行
为。实验上也确实证实了这一点。并且实验测量的 𝑘𝐹 和按照自
由电子模型计算的 𝑘𝐹 基本一致。



实际三维材料的 de Haas-van Alphen效应
Au/Ag/Cu等贵金属的晶体结构是 FCC，其 Fermi面明显不是球
形，在八个 < 111 >方向突出并和 BZ边界相交。不同方向 dHvA
行为不同。尤其在 < 111 >方向上，有两个极值截面。一个在中
间的大“肚子”截面，另一个是在 BZ边界小“脖子”截面。实验
证实了这一点。两个极值截面积之比对金银铜分别是 29, 51, 27。



三维自由电子 dHvA效应的计算
三维时计算复杂度远超过二维。J. Sólyom, “Fundamentals of the
Physics of Solids”, Vol. 2, Chap. 22
Poisson summation formula

∞∑
𝑛=−∞

𝛿(𝑥 − 𝑛) =
∞∑

𝑠=−∞
𝑒2𝑖 𝜋𝑠𝑥 ) = 1 + 2

∞∑
𝑠=1

cos(2𝜋𝑠𝑥)

∞∑
𝑛=0

𝑓 (𝑛 + 1/2) =
∞∑

𝑛=−∞

ˆ ∞

0
𝑓 (𝑥)𝛿[𝑥 − (𝑛 + 1/2)]𝑑𝑥

=
ˆ ∞

0
𝑑𝑥 𝑓 (𝑥)

∞∑
𝑛=−∞

𝛿(𝑥 − 1/2 − 𝑛)

=
ˆ ∞

0
𝑑𝑥 𝑓 (𝑥)

{
1 + 2

∞∑
𝑠=1

cos[2𝜋𝑠(𝑥 − 1/2)]
}

=
ˆ ∞

0
𝑓 (𝑥)𝑑𝑥 + 2

∞∑
𝑠=1

(−1)𝑠
ˆ ∞

0
𝑓 (𝑥) cos(2𝜋𝑠𝑥)𝑑𝑥



三维自由电子 dHvA效应的计算

lnΞ = −
∑
𝑖

ln
[
1 + 𝑒−𝛽 (𝜀𝑖−𝜇)

]
= −Ω𝐷

∞∑
𝑛=0

ˆ
𝑑𝑘𝑧
2𝜋

ln
{
1 + 𝑒−𝛽 [𝜀 (𝑛,𝑘𝑧 )−𝜇]

}
= − 𝑒𝐵𝑉

(2𝜋)2ℏ

ˆ ∞

−∞

∞∑
𝑛=0

ln
{
1 + 𝑒−𝛽 [𝜀 (𝑛,𝑘𝑧 )−𝜇]

}
𝑑𝑘𝑧

= − 𝑒𝐵𝑉

(2𝜋)2ℏ

ˆ ∞

−∞

ˆ ∞

0
ln
{
1 + 𝑒−𝛽 [𝜀 (𝑥,𝑘𝑧 )−𝜇]

}
𝑑𝑥𝑑𝑘𝑧

− 2
𝑒𝐵𝑉

(2𝜋)2ℏ

∞∑
𝑙=1

(−)𝑠
ˆ ∞

−∞

ˆ ∞

0
ln
{
1 + 𝑒−𝛽 [𝜀 (𝑥,𝑘𝑧 )−𝜇]

}
cos(2𝜋𝑠𝑥) 𝑑𝑥𝑑𝑘𝑧

𝜀(𝑥, 𝑘𝑧) = 𝑥ℏ𝜔𝑐 +
ℏ2𝑘2

𝑧

2𝑚



磁场中电子、空穴轨道



磁场中电子、空穴轨道

Dog’s bone
+ Lemon Four corner

Rosetta

Six corner Rosetta



磁场中的开放轨道
电子在 𝑘 空间中可以形成如右图的周期但
非封闭的轨道。这类轨道在延展的 BZ里
一直运动下去，因此被称为开放轨道。

封闭轨道（电子/空穴轨道）和开放轨道对
磁致电阻的影响有非常不同。封闭轨道中，
电子的平均速度为零。在强磁场极限，电
子做回旋运动，沿电场方向电流为零，电
导趋于零。

开放轨道中，电子速度在一个方向为零（图中的 𝑦 方向），另一个方向
（图中的 𝑥 方向）非零。在强磁场极限，𝑦方向电导趋于零，但是 𝑥 方向
电导趋于饱和。

磁致电阻的计算需要考虑 Hall效应：封闭轨道磁电阻饱和；开放轨道，
一个方向趋于无穷大，另一个方向饱和。

𝑅𝑥𝑥 =
𝜎𝑦𝑦

𝜎𝑥𝑥𝜎𝑦𝑦 + 𝜎2
𝑥𝑦

𝑅𝑥𝑦 =
𝜎𝑥𝑦

𝜎𝑥𝑥𝜎𝑦𝑦 + 𝜎2
𝑥𝑦



Magnetic breakdown

低场的时候，电子在小的 Fermi面上回旋运动，包围的面积
小，SdH/dHvA频率低。
高场时，可以在不同的轨道内跃迁，可以形成右图的回旋运
动，包围的面积大，SdH/dHvA频率高。
条件：ℏ𝜔𝑐 ≥ 𝜀2

𝑔/𝜀𝐹。



强磁场时的能带结构
Harper-Onsager-Periels模型：Tight-binding

−
∑

𝐽𝑛𝑚𝑎𝑚 = 𝜀𝑎𝑛

𝐽𝑛𝑚 ⇒ 𝐽𝑛𝑚𝑒
𝑖𝜙𝑛𝑚

𝜙𝑛𝑚 = − 2𝜋
Φ0

ˆ 𝑹 𝑗

𝑹𝑖

𝑨(𝒓) · 𝑑𝒓

𝛼 =
𝑎2𝐵

Φ0

�� ��一个原胞内的量子磁通（磁力线）数目

能级结构是 𝛼的周期函数



强磁场时的能带结构
Hofstadter Butterfly, [D. R. Hofstadter, PRB 14, 2239 (1976)]
“Gödel, Escher, Bach: An Eternal Golden Braid”

𝛼 vs 𝜀：横轴是允许能量，纵轴是原胞内磁力线个数（０－１）



强磁场时的能带结构
𝛼 = 𝑎2𝐵

Φ0

如果 𝛼 = 𝑝/𝑞是有理数，𝑝, 𝑞是互质的整数
能带分为 𝑞个子带
有些子带非常靠近，整体上看近乎有 [𝑞/𝑝 = 1/𝛼] 个子带

如果 𝛼是无理数
无穷多个子带
子带形成 Cantor集



强磁场时的能带结构
𝛼 = 𝑎2𝐵

Φ0

能带为具有自相似性的
分型结构
存在杂质/无序的时候，
精细的子带结构会被抹
平，整体上看近乎有
[1/𝛼] 个子带

+ 横、纵坐标轴和上一张图的互相调换位置

I. Satija,“Butterfly in the Quantum World”,
Fig 7.8



Hall效应

𝑅𝑥𝑦 =
𝑉𝐻
𝐼 = − 𝐵

𝑛𝑒 = 𝑅𝐻𝐵



整数量子 Hall效应

|𝑅𝑥𝑦 | =
𝐵𝐿𝑥𝐿𝑦ℎ

𝑁𝑒 (ℎ/𝑒)𝑒2 =
Φ

Φ0𝑁𝑒
𝑅𝐾

=
𝑅𝐾
𝜈

𝑅𝐾 =
ℎ

𝑒2 = 25812.807557(18) Ω

如果电子填充因子 𝜈 = 𝑁𝑒/Ω𝐿 是
整数的话，Hall电阻 𝑅𝑥𝑦 是量子
化的。

1980 年，von Klitzing 在研究异
质结中的杂质散射时意外的发
现 Hall 电导/电阻量子化是非常
稳定的现象。在整数填充的时候
出现预料的量子化电导。

但是偏离整数填充时，Hall 电导并
没有改变。𝑅𝑥𝑦随电子填充或者磁场
改变呈台阶状。而且杂质的存在没
有破坏量子化。恰恰相反，在适当范
围内，杂质浓度越大，平台宽度越
大，量子化越加稳定。



Chiral Edge States

在边界处无法作完整的回旋运动。
电子在上边界只能朝右运动，在下边界只能朝左运动
同一个边界不同态之间的散射不改变电流，对电阻无贡献。
只有把电子从一个边界散射到另外一个边界时，才能改变电
流，从而改变电阻。
当 𝐿𝑦 很大时，这种散射机率很低。



从边界态看量子 Hall效应

𝐿𝑦 → ∞，每个电子不受散射的
从左右两边流动。
每个被填充的 Landau能级的边
界态是一个导电通道，对电导
的贡献 𝐺0 = 𝑒2/ℎ。
杂质对边界态导电没有影响。
总电导 𝜎𝑦𝑥 = 𝜈𝐺0 = 𝜈𝑒2/ℎ



分数量子 Hall效应
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