
3.3 固体热容的量子理论

经典理论的困难
Einstein模型
Debye模型
晶格振动对热容的贡献的严格计算

热容是固体原子热运动在宏观性质上的最直接体现，因而对固体
原子热运动的认识实际上首先是从固体热容研究开始的，并得出
了原子热运动能量是量子化的这个无可争辩的结论。我们讨论固
体热容仍是以揭示原子热运动特征为目的，而完整地介绍热容统
计理论应是统计物理的内容。

固体热容由两部分组成：一部分来自晶格振动的贡献，称为晶格
热容；另一部分来自电子运动的贡献，称为电子热容。除非在极
低温度下，电子热容远比晶格热容小（常温下只有晶格热容的
1％）。这里我们只讨论晶格热容。



经典理论的困难

Dulong－ Petit 1819年发现大多数固体常温下的摩尔热容量
差不多都等于一个与材料和温度无关的常数值（25 J/mol·K），
这个结果就称为 Dulong－ Petit定律。
根据经典统计中的能量均分定理，受简谐力作用的原子像一
组谐振子，每个自由度的平均总能量为 𝑘𝐵𝑇/2，一摩尔固体
中有 𝑁𝐴个原子，每个原子有六个自由度对能量有贡献（三
个方向上的动能，三个方向上的势能），所以每摩尔晶体晶
格的振动能为：

𝐸̄ = 6𝑁𝐴𝑘𝐵𝑇/2 = 3𝑁𝐴𝑘𝐵𝑇 ⇒

𝐶𝑝 ≃ 𝐶𝑉 =
𝜕𝐸

𝜕𝑇
= 3𝑁𝐴𝑘𝐵 = 3𝑅 = 24.94J/mol · K

实验上发现室温下钻石、石墨等比热低于 3𝑅。而且随着低
温技术成熟，人们发现晶体比热随温度降低而减小，远低于
能量均分原理预言 3𝑅。从能量均分原理角度来看，似乎某
些自由度在低温下消失了。当初被称为自由度褪化问题。



二、Einstein模型
1907年 Einstein用量子论解释了固体热容随温度下降的事实，这
是 1905年 Einstein首次用量子论解释光电效应后，量子论的又一
巨大成功。这是第一次从理论上理解了低温下热容减小的行为，
极大提高了量子力学的接受度。所以它的意义远远超过了解释固
体热容本身的价值。
Einstein保留了原子热振动可以用谐振子描述的观点，但放弃了
能量均分的经典观念，而假定其能量是量子化的：

𝜀𝑖 = (𝑛𝑖 + 1/2)ℏ𝜔𝑖

在与环境温度处于热平衡状态时谐振子的平均能量为：

𝜀𝑖 =
ℏ𝜔𝑖

2
+ ℏ𝜔𝑖

𝑒ℏ𝜔𝑖/𝑘𝐵𝑇 − 1

当 𝑘𝐵𝑇 ≫ ℏ𝜔𝑖 时，即高温下：

𝜀𝑖 ≃ 𝑘𝐵𝑇

和经典理论是一致的，只是在低温下量子行为才是突出的。



Einstein模型
为确定谐振子的平均能量，Einstein又做了一个极为简单的假定，
他假定晶体中，每个原子和周围原子的相互作用可以用谐振子势
表示。每个原子只能在平衡位置附近振动，而且这些原子振动之
间没有关联，所有原子都以同一频率 𝜔𝐸 独立地振动。因而在一
定温度下，由 N个原子组成的晶体的总振动能为：

𝐸̄ =
3𝑁∑
𝑖=1

𝜀𝑖 =
3𝑁∑
𝑖=1

[ℏ𝜔𝐸

2
+ ℏ𝜔𝐸

𝑒ℏ𝜔𝐸/𝑘𝐵𝑇 − 1

]
=

3𝑁ℏ𝜔𝐸

2
+ 3𝑁ℏ𝜔𝐸

𝑒ℏ𝜔𝐸/𝑘𝐵𝑇 − 1

热容

𝐶𝑉 =
𝜕𝐸̄

𝜕𝑇
= 3𝑁ℏ𝜔𝐸

𝑒ℏ𝜔𝐸/𝑘𝐵𝑇

(𝑒ℏ𝜔𝐸/𝑘𝐵𝑇 − 1)2
ℏ𝜔𝐸

𝑘𝐵𝑇2

�� ��Θ𝐸 = ℏ𝜔𝐸/𝑘𝐵

= 3𝑁𝑘𝐵

(ℏ𝜔𝐸

𝑘𝐵𝑇

)2 𝑒ℏ𝜔𝐸/𝑘𝐵𝑇

(𝑒ℏ𝜔𝐸/𝑘𝐵𝑇 − 1)2 = 3𝑁𝑘𝐵

(Θ𝐸

𝑇

)2 𝑒Θ𝐸/𝑇

(𝑒Θ𝐸/𝑇 − 1)2

= 3𝑁𝑘𝐵 𝑓𝐸 (Θ𝐸/𝑇)
𝑓𝐸 (Θ𝐸/𝑇)：Einstein函数。𝑓𝐸 (𝑥)是一个普适的函数，晶体的所有
信息均包含在 Θ𝐸 中。



热容

高温热容
𝑇 ≫ Θ𝐸 ⇒ Θ𝐸/𝑇 ≪ 1

𝐶𝑉 = 3𝑁𝑘𝐵

(Θ𝐸

𝑇

)2 𝑒Θ𝐸/𝑇

(𝑒Θ𝐸/𝑇 − 1)2

= 3𝑁𝑘𝐵

(Θ𝐸

𝑇

)2 1 + Θ𝐸/𝑇 + · · ·
(1 + Θ𝐸/𝑇 + · · · − 1)2

≃ 3𝑁𝑘𝐵

低温热容 𝑇 ≪ Θ𝐸 ⇒ Θ𝐸/𝑇 ≫ 1

𝐶𝑉 = 3𝑁𝑘𝐵

(Θ𝐸

𝑇

)2 𝑒Θ𝐸/𝑇

(𝑒Θ𝐸/𝑇 − 1)2

≃ 3𝑁𝑘𝐵

(Θ𝐸

𝑇

)2 𝑒Θ𝐸/𝑇

𝑒2Θ𝐸/𝑇
= 3𝑁𝑘𝐵

(Θ𝐸

𝑇

)2
𝑒−Θ𝐸/𝑇

𝑇 → 0 𝐶𝑉 → 0



三、Debye模型
Einstein把固体中各个原子的振动看作相互独立的，因而 3N个振
动频率都相同。而实际原子之间有很强的相互作用，振动格波的
频率不是固定的，而是有一个分布。

Debye（1912）修正了原子是独立谐振子的概念，而考虑晶格的
集体振动模式，他假设晶体是连续弹性介质，原子的热运动以弹
性波的形式发生，波矢为 𝒒的弹性波频率为 𝜔𝒒 = 𝑣𝑠 |𝒒 |。每一个
弹性波振动模式等价于一个谐振子，能量是量子化，允许的能量
间隔为 𝜀𝒒 = ℏ𝜔𝒒。为了在高温下和实验符合，Debye进一步规定
了一个弹性波频率上限 𝜔𝐷，称之为 Debye频率。



Debye频率
因为由 N个原胞（每个原胞只有一个原子）组成的晶体其自由度
为 3N，所以只能有 3N种振动模式，故：

3𝑁 =
∑
𝜆𝒒

1 =
ˆ

𝑑𝜔
∑
𝜆𝒒

𝛿(𝜔 − 𝜔𝜆𝒒) =
ˆ 𝜔𝐷

0
𝑔(𝜔)𝑑𝜔

代入弹性波的态密度：

𝑔(𝜔) = 3𝑉𝜔2

2𝜋2𝑣3
𝑠

𝜔 = 𝑣𝑠𝑞

3𝑁 =
3𝑉

2𝜋2𝑣3
𝑠

ˆ 𝜔𝐷

0
𝜔2𝑑𝜔 =

𝑉

2𝜋2𝑣3
𝑠

𝜔3
𝐷

𝜔𝐷 =
(6𝑁𝜋2𝑣3

𝑠

𝑉

)1/3
= (6𝜋2𝑛)1/3𝑣𝑠

定义 Debye温度 Θ𝐷 和 Debye波数 𝑞𝐷

Θ𝐷 =
ℏ𝜔𝐷

𝑘𝐵
𝑞𝑑 =

𝜔𝐷

𝑣𝑠
= (6𝜋2𝑛)1/3



Debye热容

𝐸̄ =
∑
𝜆𝒒

𝜀𝜆𝒒 =
∑
𝜆𝒒

ℏ𝜔𝜆𝒒/2
�� ��零点能，与温度无关 +

∑
𝜆𝒒

ℏ𝜔𝜆𝒒

𝑒
ℏ𝜔𝜆𝒒/𝑘𝐵𝑇 − 1

=
ˆ

𝑑𝜔
∑
𝜆𝒒

𝛿(𝜔 − 𝜔𝜆𝒒)
ℏ𝜔𝜆𝒒

𝑒
ℏ𝜔𝜆𝒒/𝑘𝐵𝑇 − 1

=
ˆ

𝑑𝜔
ℏ𝜔

𝑒ℏ𝜔/𝑘𝐵𝑇 − 1

∑
𝜆𝒒

𝛿(𝜔 − 𝜔𝜆𝒒)

=
ˆ 𝜔𝐷

0

ℏ𝜔

𝑒ℏ𝜔/𝑘𝐵𝑇 − 1
𝑔(𝜔)𝑑𝜔

�� ��𝑥 = ℏ𝜔/𝑘𝐵𝑇

=
ˆ 𝜔𝐷

0

3𝑉ℏ
2𝜋2𝑣3

𝑠

𝜔3

𝑒ℏ𝜔/𝑘𝐵𝑇 − 1
𝑑𝜔

=
3𝑉

2𝜋2𝑣3
𝑠

( 𝑘𝐵𝑇
ℏ

)4
ˆ Θ𝐷/𝑇

0

𝑥3

𝑒𝑥 − 1
𝑑𝑥

=
3𝑉𝜔2

𝐷

2𝜋2𝑣3
𝑠

(𝑘𝐵𝑇)4

(ℏ𝜔𝐷)3 = (𝑘𝐵Θ𝐷)3

ˆ Θ𝐷/𝑇

0

𝑥3

𝑒𝑥 − 1
𝑑𝑥

= 9𝑁𝑘𝐵𝑇
( 𝑇

Θ𝐷

)3
ˆ Θ𝐷/𝑇

0

𝑥3

𝑒𝑥 − 1
𝑑𝑥



低温极限

低温：Θ𝐷 ≫ 𝑇 Θ𝐷/𝑇 ≫ 1

𝐸̄ = 9𝑁𝑘𝐵𝑇
( 𝑇

Θ𝐷

)3
ˆ ∞

0

𝑥3

𝑒𝑥 − 1
𝑑𝑥

�
�

�
�= 𝜋4

15

=
3𝑁𝑘𝐵𝜋

4

5
𝑇
( 𝑇

Θ𝐷

)3

𝐶𝑉 =
𝜕𝐸̄

𝜕𝑇
=

12𝜋4

5

( 𝑇

Θ𝐷

)3
𝑁𝑘𝐵 ∝ 𝑇3

这个结果不同于 Einstein模型的结论，被称作德拜 𝑇3 定律，
和实验结果符合。这是因为低温下，只有波长长的声学模式
（低 𝜔）被热激发，高能量的被冻结，弹性波近似恰好符合低
温时的情况。所以给出了符合实验的结果。



低温极限
低温下 KCl 和 Cu 的比
热。横坐标为 𝑇2，纵坐
标为 𝐶/𝑇。二者 𝐶/𝑇 和
𝑇2都成线性关系。

KCl 为绝缘体，低温下
只有声子对热容有贡献，
𝐶 ∝ 𝑇3，因此𝐶/𝑇 = 𝑏𝑇2—
–𝑇2直线过原点。

Cu为金属，低温下除了
声子热容 ∝ 𝑇3之外，还
有电子对热容的贡献 ∝
𝑇，𝐶/𝑇 = 𝑎 + 𝑏𝑇2—–𝑇2

直线不过原点。

Blakemore Fig.2-21



低温极限

低温下声子对热容的贡献正比与 𝑇3，这可以通过简单的数
量级估算即可得出。
在非常低的温度下，由于短波声学声子和光学声子的能量太
高，不会被热激发，而被“冷冻”下来。所以这些声子对热
容几乎没有贡献。只有那些 ℏ𝜔 ≤ 𝑘𝐵𝑇 的的长波声学声子才
会被热激发。因此，低温下晶格热容的贡献主要来自于长波
声学声子的贡献。
长波声学声子的能量为 ℏ𝑣𝑠𝑞，因此能够被热激发声子的波矢
𝑞 ≤ 𝑞𝑇 = 𝑘𝐵𝑇/(ℏ𝑣𝑠)。因此能够被激发起来的声子模式数目和
总模式数目之比差不多是 (𝑞𝑇/𝑞𝐷)3，也就是能够被激发起来
的声子模式为 3𝑁 (𝑞𝑇/𝑞𝐷)3 = 3𝑁 (𝑘𝐵𝑇/ℏ𝜔𝐷)3 = 3𝑁 (𝑇/Θ𝐷)3。
有能量均分原理，每个激发模式对能量贡献为 𝑘𝐵𝑇，因此
声子内能为 𝑈 = 3𝑁 (𝑇/Θ𝐷)3𝑘𝐵𝑇，热容为 𝐶𝑉 = 𝜕𝑈/𝜕𝑇 =
12𝑁𝑘𝐵 (𝑇/Θ𝐷)3 ∝ 𝑇3。



高温极限

高温：Θ𝐷 ≪ 𝑇 Θ𝐷/𝑇 ≪ 1

𝐸̄ = 9𝑁𝑘𝐵𝑇
( 𝑇

Θ𝐷

)3
ˆ Θ𝐷/𝑇

0

𝑥3

𝑥 + · · ·𝑑𝑥 = 9𝑁𝑘𝐵𝑇
( 𝑇

Θ𝐷

)3
ˆ Θ𝐷/𝑇

0
𝑥2𝑑𝑥

= 3𝑁𝑘𝐵𝑇
( 𝑇

Θ𝐷

)3
(Θ𝐷/𝑇)3 = 3𝑁𝑘𝐵𝑇

𝐶𝑉 =
𝜕𝐸̄

𝜕𝑇
= 3𝑁𝑘𝐵

高温下恢复到经典的结果
一般情况需要数值计算积分，得到的结果是

𝐶𝑉 = 3𝑁𝑘𝐵 𝑓𝐷 (Θ𝐷/𝑇)

和 Einstein理论一样，这也是一个普适函数，不同材料唯一
不同就是 Debye温度不同。只要选出恰当的德拜温度数值，
该表达式给出的理论曲线可以很好的拟合实验曲线。



Debye理论和实验比较

阎守胜《固体物理基础》Fig5.6
一些材料的比热和温度的关系。以 𝑇/Θ𝐷 为横坐标，这样消除了
不同物质的区别，突出反映 Debye理论的普适性。



Debye温度

阎守胜《固体物理基础》Tab 5.1
一些元素的 Debye温度。Θ𝐷 是在 𝑇 ≃ Θ𝐷/2处拟合结果；Θ𝐷0是
在低温下 𝑇 ≃ 0处拟合的。除了钻石、硅等少数外，其它材料的
Θ𝐷 都很低于或者接近室温。这也是为什么只有钻石室温下显著
偏离 Dulong-Petit定律。



Debye温度
德拜理论提出后相当长一段时间内曾被认为与实验相当精确
的符合，因为在低温下只有长波长的声学模式才能够被热激
发。而这些模式恰恰可以被近似为连续弹性介质。短波长模
式的能量很高，因此在低温下不被占据。
然而随着低温测量技术的发展，越来约暴露出德拜理论与实
验间仍存在偏差，不同温度下得到的德拜温度数值不同就是
德拜理论局限性的明证。

一个常用的比较理论与
实验的办法是在各个不
同温度下令理论函数𝐶𝑣 (𝑇/Θ𝐷)
与实验值相等而定出Θ𝐷。
假若德拜理论精确成立，
各个温度下确定出的 Θ𝐷

都应该相同。但实际证明
不同温度下得到的 Θ𝐷 是
不同的。 In的 Debye温度，Phys. Rev. 92, 258 (1953)。



积分计算

ˆ ∞

0

𝑥3

𝑒𝑥 − 1
𝑑𝑥 =

ˆ ∞

0

𝑥3𝑒−𝑥

1 − 𝑒−𝑥
𝑑𝑥 =

ˆ ∞

0
𝑥3𝑒−𝑥

∞∑
𝑛=0

𝑒−𝑛𝑥𝑑𝑥

=
∞∑
𝑛=1

ˆ ∞

0
𝑥3𝑒−𝑛𝑥𝑑𝑥 =

∑
𝑛=1

1
𝑛4

ˆ ∞

0
𝑡3𝑒−𝑡𝑑𝑡

�� ��= Γ(4) = 3! = 6

= 6
∑
𝑛=1

1
𝑛4 = 6 𝜁 (4) = 6 × 𝜋4

90
=

𝜋4

15

𝜁 (𝑠) =
∞∑
𝑛=1

1
𝑛𝑠

�� ��Riemann函数

𝜁 (2) =
∑
𝑛

1
𝑛2 = 1 + 1

22 + 1
32 + · · · = 𝜋2

6
= 1.6449340668482264

𝜁 (4) =
∑
𝑛

1
𝑛4 = 1 + 1

24 + 1
34 + · · · = 𝜋4

90
= 1.082323233711138



Euler公式 如果你被困在无人岛上，手机、平板和电脑都没电，闲极无聊想找点乐子

sin 𝑧
𝑧

= (1 − 𝑧

𝜋
)(1 − 𝑧

−𝜋 )(1 − 𝑧

2𝜋
)(1 − 𝑧

−2𝜋
) (1 − 𝑧

3𝜋
)(1 − 𝑧

−3𝜋
) · · ·

= (1 − 𝑧2

𝜋2 )(1 − 𝑧2

22𝜋2 )(1 − 𝑧2

3𝜋2 ) (1 − 𝑧2

42𝜋2 ) · · ·

= 1 − 𝑧2

𝜋2

[ 1
12 + 1

22 + 1
32 + · · ·

]
+ 𝑧4

𝜋4

[ 1
12 · 22 + 1

12 · 32 + · · · + 1
22 · 32 + 1

22 · 42 + · · ·
]
+ · · ·

= 1 + 𝑆2𝑧
2 + 𝑆4𝑧

4 + · · ·
sin 𝑧
𝑧

= 1 − 𝑧2

3!
+ 𝑧4

5!
− 𝑧6

7!
+ · · ·

𝑆2 = − 1
𝜋2

∑
𝑛

1
𝑛2 = − 𝜁 (2)

𝜋2

1
3!

= −𝑆2 =
1
𝜋2 𝜁 (2) ⇒ 𝜁 (2) = 𝜋2

6



Euler公式 如果你被困在无人岛上，手机、平板和电脑都没电，闲极无聊想找点乐子

𝑆4 =
1
𝜋4

∑
𝑖< 𝑗

1
𝑖2 · 𝑗2

=
1

2𝜋4

∑
𝑖 ̸ 𝑗

1
𝑖2 · 𝑗2

=
1

2𝜋4

[∑
𝑖, 𝑗

1
𝑖2 𝑗2

−
∑
𝑖= 𝑗

1
𝑖2 𝑗2

]
=

1
2𝜋4

[(∑
𝑖

1
𝑖2

)
·
(∑

𝑗

1
𝑗2

)
−
∑
𝑖

1
𝑖4

]
=
𝑆2

2
2

− 1
2𝜋4 𝜁 (4)

1
5!

= 𝑆4 =
𝑆2

2
2𝜋4 − 1

2𝜋4 𝜁 (4) =
1
72

− 𝜁 (4)
2𝜋4 ⇒ 𝜁 (4) = 2𝜋4

[ 1
72

− 1
120

]
=

𝜋4

90

Basel 问题：𝜁 (2) = 1
12 + 1

22 + · · · =?，1650 年提出，1735 年
Euler解决。
Euler首先计算了 𝜁 (2) ≃ 1.64493407，发现这个结果和 𝜋2/6
基本相同。然后他试图证明这个结果。
利用上面方法他计算出所有 𝜁 (2𝑛)。



四、晶格振动对热容的贡献的严格计算
现今，我们已经对晶格振动有了比较严密的理论计算，也有实验
的精密测量，因此对晶格热容的了解，可以说已经比较完善了，
固体热容测量已经成为我们了解固体结构和性质变化的手段之
一。
第 𝜆支的格波，频率为 𝜔𝜆(𝒒)，量子化后平均能量为

𝜀𝜆(𝒒) =
ℏ𝜔𝜆(𝒒)

2

�� ��零点能 + ℏ𝜔𝜆(𝒒)𝑛̄𝜆(𝒒)
�



�
	平均声子数目 = 1

𝑒ℏ𝜔𝜆 (𝒒 )/𝑘𝐵𝑇−1

晶格振动的总能量为

𝑈 =
∑
𝜆𝒒

𝜀𝜆(𝒒) =
ˆ

𝑔(𝜔)
[ℏ𝜔

2
+ ℏ𝜔

𝑒ℏ𝜔/𝑘𝐵𝑇 − 1

]
𝑑𝜔

𝑔(𝜔) =
∑
𝜆𝒒

𝛿[𝜔 − 𝜔𝜆(𝒒)]
�� ��声子态密度

𝐶𝑉 =
𝜕𝑈

𝜕𝑇
= 𝑘𝐵

ˆ
𝑔(𝜔)

( ℏ𝜔
𝑘𝐵𝑇

)2 𝑒ℏ𝜔/𝑘𝐵𝑇

(𝑒ℏ𝜔/𝑘𝐵𝑇 − 1)2 𝑑𝜔



晶格振动对热容的贡献的严格计算

𝐶𝑉 = 𝑘𝐵

ˆ
𝑔(𝜔)

( ℏ𝜔
𝑘𝐵𝑇

)2 𝑒ℏ𝜔/𝑘𝐵𝑇

(𝑒ℏ𝜔/𝑘𝐵𝑇 − 1)2 𝑑𝜔

晶体热容的计算涉及声子态密度 𝑔(𝜔)。一旦获得 𝑔(𝜔)，我
们就可以严格得到晶体热容。
但是这是非常困难的任务。
有些情况下，第一性原理计算可以提供比较准确的声子能谱
和态密度。



混合模型
简化计算有些时候把 Debye 模型和 Einstein 模型混合起来，用
Debye模型描述声学声子的贡献，Einstein模型描述光学声子的贡
献。

𝑔(𝜔) = 𝑔𝐷 (𝜔) + 𝑔𝐸 (𝜔) = 9𝑁
𝜔2

𝜔3
𝐷

+ 3𝑁 (𝑛 − 1)𝛿(𝜔 − 𝜔𝐸)

𝑛为原胞里原子个数。
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