
1.3 倒易点阵和布里渊区：Bravais格子的
Fourier变换

倒易空间
倒格子点阵
倒易点阵例子
布里渊区



晶体里的波

物质运动随空间和时间改变，很多情况下可以把这种运动通
过 Fourier变换分解为不同波矢和频率的波的叠加。
在线性区间，不同波之间互不影响，可以分开来独立考虑。
不同波随空间、时间的变化完全由其波矢和频率决定，这样
可以极大简化问题。
周期结构中波的传播问题是固体物理的第一个范式，也是这
门课的主要内容。

机械波：原子/分子的整体振动
电磁波：红外、可见光、𝑋-射线 · · ·
物质波：电子波、中子波

描述晶体里的波涉及固体物理里中最重要的一个概念：倒易
空间
倒易空间就是波矢空间，实空间描述经过 Fourier变换就变
成波矢空间描述，也就是倒易空间描述。
我们可以很容易地把这些波量子化，从而得到量子力学描
述。量子力学中动量和波矢关系： 𝒑 = ℏ𝒌，因此倒易空间和
动量空间等价。



一、倒易空间
一维情况

一维周期性函数：离散 Fourier变换

𝑉 (𝑥) = 𝑉 (𝑥 + 𝑛𝑎), 𝑛 = 0,±1,±2

𝑉 (𝑥) =
∑
𝑛

𝑉𝑛𝑒
𝑖𝑘𝑛𝑥 𝑘𝑛 =

2𝑛𝜋
𝑎

𝑒𝑖𝑘𝑛𝑚𝑎 = 𝑒𝑖2𝑛𝑚𝜋 = 1

𝑉𝑛 =
1
𝑎

ˆ 𝑎

0
𝑉 (𝑥)𝑒−𝑖𝑘𝑛𝑥𝑑𝑥

在实空间里，只需要在一个周期里 0 ≤ 𝑥 < 𝑎里描述即可，其
它位置上的函数值可以通过平移 𝑛𝑎来获得。这些平移矢量构
成一维的 Bravais格矢。
在波矢空间里，只需要知道波矢为 𝑘 = 𝑘𝑛 = 2𝑛𝜋/𝑎 时振幅
𝑉𝑛 即可。这些波矢在波矢空间也是等间隔分布，同样构成
Bravais格矢。
倒空间：波矢空间；倒格矢：𝑒𝑖𝑘𝑛𝑚𝑎 = 1 ⇒ 𝑘𝑛 = 𝑛𝑏，𝑏 = 2𝜋/𝑎
为倒空间基矢。



倒易空间：三维情况

类似的，三维空间里的周期函数同样可以用离散 Fourier变
换表示

𝑉 (𝒓) = 𝑉 (𝒓 + 𝑹𝑛) 𝑹𝑛 = 𝑛1𝒂1 + 𝑛2𝒂2 + 𝑛3𝒂3

=
∑
𝑚

�̃� (𝒌𝑚)𝑒𝑖𝒌𝑚 ·𝒓 =
∑
𝑚

�̃� (𝒌𝑚)𝑒𝑖𝒌𝑚 ·𝑹𝑛𝑒𝑖𝒌𝑚 ·𝒓

1 = 𝑒𝑖𝒌𝑚 ·𝑹𝑛

在实空间里，只需要在一个原胞里描述即可，其它位置上
的函数值可以通过平移 𝑹𝑛 来获得。这些平移矢量构成三维
Bravais格矢。
在倒空间（或者波矢空间）里，只需要知道波矢为 𝒌 = 𝒌𝑚时
振幅 𝑉 (𝒌𝑚) 即可，𝒌𝑚满足 𝑒𝑖𝒌𝑚 ·𝑹𝑛 = 1。
这些波矢在倒空间同样构成三维 Bravais格矢，称为倒格矢。
其端点在倒空间等间隔分布，构成 Bravais点阵，称为倒易点
阵。



二、倒格子点阵
倒易点阵的基矢

2𝑛𝜋 = 𝒌𝑚 · 𝑹𝑛 = (𝑚1𝒃1 + 𝑚2𝒃2 + 𝑚3𝒃3) · (𝑛1𝒂1 + 𝑛2𝒂2 + 𝑛3𝒂3)

=
∑3

𝑖 𝑗=1
𝑚𝑖𝑛 𝑗𝒃𝑖 · 𝒂 𝑗 ⇒

𝒃𝑖 · 𝒂 𝑗 = 2𝜋𝛿𝑖 𝑗 𝛿𝑖 𝑗 =

{
1, 𝑖 = 𝑗
0, 𝑖 ≠ 𝑗

𝒃1 =
2𝜋(𝒂2 × 𝒂3)
𝒂1 · (𝒂2 × 𝒂3)

=
2𝜋
Ω

𝒂2 × 𝒂3

𝒃2 =
2𝜋(𝒂3 × 𝒂1)
𝒂2 · (𝒂3 × 𝒂1)

=
2𝜋
Ω

𝒂3 × 𝒂1

𝒃3 =
2𝜋(𝒂1 × 𝒂2)
𝒂3 · (𝒂1 × 𝒂2)

=
2𝜋
Ω

𝒂1 × 𝒂2

Ω = 𝒂1 · (𝒂2 × 𝒂3) = 𝒂2 · (𝒂3 × 𝒂1) = 𝒂3 · (𝒂1 × 𝒂2) 原胞体积

Ω∗ = 𝒃1 · (𝒃2 × 𝒃3) =
(2𝜋)3

Ω
倒格子原胞体积

+实空间原胞体积越大，倒空间原胞体积越小；反之亦然



倒格矢
在固体物理里，一般用 𝐺 来表示倒格矢

𝑮𝑚 = 𝑚1𝒃1 + 𝑚2𝒃2 + 𝑚3𝒃3

𝑮𝑚 · 𝑹𝑛 = (𝑚1𝒃1 + 𝑚2𝒃2 + 𝑚3𝒃3) · (𝑛1𝒂1 + 𝑛2𝒂2 + 𝑛3𝒂3)
=
∑

𝑖 𝑗
𝑚𝑖𝑛 𝑗𝒃𝑖 · 𝒂 𝑗 =

∑
𝑖 𝑗
𝑚𝑖𝑛 𝑗2𝜋𝛿𝑖 𝑗 = 2𝜋(𝑛1𝑚1 + 𝑛2𝑚2 + 𝑛3𝑚3)

正格子在实空间（又称坐标空间）里，其量纲是长度 𝑙；倒
格子在波矢空间（或者倒空间)，其量纲是长度的倒数 𝑙−1。
量子力学中，ℏ𝒌具有动量的量纲，因此倒空间和动量空间具
有同样的物理意义。
1848年 Bravais引入 polar lattice用来描述晶体里的平面，这
是倒格子的前生。polar lattice和倒格子相差一个系数，和正
常格子具有相同的量纲。
1902年 Gibbs引入倒格子的概念，作为一个数学工具来处理
矢量运算。
1913年 Ewald用倒格子来解释 𝑋 射线衍射图案，此后固体
物理里得到广泛的应用。



倒易点阵

倒易点阵是 Bravais点阵的 Fourier变换∑
𝑙

𝛿(𝒓 − 𝑹𝑙) ⇒
ˆ ∑

𝑙

𝛿(𝒓 − 𝑹𝑙)𝑒𝑖𝒒 ·𝒓𝑑𝒓 =
∑
𝑙

𝑒𝑖𝒒 ·𝑹𝑙

∝
∑
𝑚

𝛿(𝒒 − 𝑮𝑚)

晶格周期函数

𝑉 (𝒓) = 𝑉 (𝒓 + 𝑹𝑙) = 𝑣(𝒓) ∗
∑
𝑙

𝛿(𝒓 − 𝑹𝑙)
�� ��实空间里卷积

⇒𝑉 (𝒒) = 𝑣(𝒒)
∑
𝑚

𝛿(𝒒 − 𝑮𝑚) =
∑
𝑚

𝑣(𝑮𝑚)𝛿(𝒒 − 𝑮𝑚)�� ��+倒空间里乘积

倒易点阵只和晶体的 Bravais点阵有关，和晶体的化学成分、
原子/分子在晶胞里的排列没有任何关系。



倒易点阵

倒易点阵的倒易点阵是 Bravais点阵。

𝒄1 =
2𝜋𝒃2 × 𝒃3

𝒃1 · (𝒃2 × 𝒃3)
=

2𝜋
Ω∗ (𝒃2 × 𝒃3)

�� ��𝒂 × (𝒃 × 𝒄) = (𝒂 · 𝒄)𝒃 − (𝒂 · 𝒃)𝒄

=
2𝜋

(2𝜋)3/Ω

(2𝜋
Ω

)2
(𝒂3 × 𝒂1) × (𝒂1 × 𝒂2)

=
1
Ω
{[(𝒂3 × 𝒂1) · 𝒂2]𝒂1 − [(𝒂3 × 𝒂1) · 𝒂1]𝒂2}

=
1
Ω
{Ω𝒂1 − 0} = 𝒂1

𝒄2 = 𝒂2 𝒄3 = 𝒂3

+倒易点阵和 Bravais点阵互为 Fourier（逆）变换
倒易点阵和Bravais点阵是一一对应的。二维中有 5类Bravais
点阵，因此有 5类倒易点阵；三维空间中有 14类 Bravais点
阵，因此对应的也就有 14类倒易点阵。



倒易点阵例子
二维斜方格子的倒易点阵
正空间基矢：

𝒂1, 𝒂2, 𝒂3 = 𝑧

倒空间基矢

𝒃1 = 2𝜋
𝒂2 × 𝒂3

Ω
⇒ 𝒃1 ⊥ 𝒂2, 𝒂3

𝒃2 = 2𝜋
𝒂3 × 𝒂1

Ω
⇒ 𝒃2 ⊥ 𝒂1, 𝒂3

倒易格子和正格子在同一个
平面内，仍然是斜方格子



倒易点阵例子：二维长方格子

二维长方格子，晶格常数分别为 𝑎, 𝑏

𝒂1 = 𝑎𝑥 𝒂2 = 𝑏�̂� 𝒂3 = 𝑧 Ω = 𝑎𝑏

𝒃1 =
2𝜋
𝑎𝑏

(𝒂2 × 𝒂3) =
2𝜋
𝑎
𝑥

𝒃2 =
2𝜋
𝑏
�̂�

+ 长方格子的倒易格子仍然是长方格子，但是长短边换位



倒易点阵例子：三维简单立方格子

简立方格子，晶格常数为 𝑎

𝒂1 = 𝑎𝑥 𝒂2 = 𝑎�̂� 𝒂3 = 𝑎𝑧 Ω = 𝑎3

𝒃1 =
2𝜋
Ω

𝒂2 × 𝒂3 =
2𝜋
𝑎
𝑥

𝒃2 =
2𝜋
𝑎
�̂� 𝒃3 =

2𝜋
𝑎
𝑧

+ 边长为 𝑎的简立方格子，其倒易格子也是简立方格子，边长
为 2𝜋/𝑎。

+ 倒格矢：

𝐺𝐻𝐾𝐿 = 𝐻𝒃1 + 𝐾𝒃2 + 𝐿𝒃3 =
2𝜋
𝑎
(𝐻𝑥 + 𝐾�̂� + 𝐿𝑧)



倒易点阵例子：面心立方格子
面心立方 FCC，晶格常数为 𝑎，原胞体积 Ω = 𝑎3/4

𝒂1 =
𝑎

2
( �̂� + 𝑧) 𝒂2 =

𝑎

2
(𝑧 + 𝑥) 𝒂3 =

𝑎

2
(𝑥 + �̂�)

𝒃1 =
2𝜋
Ω
𝑎2

4
(𝑧 + 𝑥) × (𝑥 + �̂�) = 2𝜋

𝑎
(𝑧 × 𝑥 + 𝑧 × �̂� + 𝑥 × 𝑥 + 𝑥 × �̂�)

=
2𝜋
𝑎
(−𝑥 + �̂� + 𝑧)

𝒃2 =
2𝜋
𝑎
(𝑥 − �̂� + 𝑧) 𝒃3 =

2𝜋
𝑎
(𝑥 + �̂� − 𝑧)

+ 这是晶格常数为 4𝜋/𝑎的 BCC结构。
+ 倒格矢：

𝐺ℎ𝑘𝑙 = ℎ𝒃1 + 𝑘𝒃2 + 𝑙𝒃3 =
2𝜋
𝑎
[(−ℎ + 𝑘 + 𝑙)𝑥 + (ℎ − 𝑘 + 𝑙) �̂� + (ℎ + 𝑘 − 𝑙)𝑧]

=
2𝜋
𝑎
[𝐻𝑥 + 𝐾�̂� + 𝐿𝑧]

+ 以惯用晶胞的倒格子基矢来表示，𝐻, 𝐾, 𝐿 具有相同的奇偶
性，全是奇数或全是偶数⇒ X射线衍射中的系统消光问题。



倒易点阵例子：体心立方格子

体心立方 BCC，晶格常数为 𝑎，原胞体积 Ω = 𝑎3/2

𝒂1 =
𝑎

2
(−𝑥 + �̂� + 𝑧) 𝒂2 =

𝑎

2
(𝑥 − �̂� + 𝑧) 𝒂3 =

𝑎

2
(𝑥 + �̂� − 𝑧)

𝒃1 =
2𝜋
𝑎
( �̂� + 𝑧) 𝒃2 =

2𝜋
𝑎
(𝑧 + 𝑥) 𝒃3 =

2𝜋
𝑎
(𝑥 + �̂�)

+ 这是晶格常数为 4𝜋/𝑎的面心立方格子。
+ 倒格矢

𝐺ℎ𝑘𝑙 = ℎ𝒃1 + 𝑘𝒃2 + 𝑙𝒃3 =
2𝜋
𝑎
[(𝑘 + 𝑙)𝑥 + (𝑙 + ℎ) �̂� + (ℎ + 𝑘)𝑧]

=
2𝜋
𝑎
[𝐻𝑥 + 𝐾�̂� + 𝐿𝑧]

+ 以惯用晶胞倒格矢基矢来表示的话，𝐻 + 𝐾 + 𝐿 = 2(ℎ + 𝑘 + 𝑙)
为偶数。⇒ X射线衍射中的系统消光问题。

+ 正点阵为简单点阵，倒易点阵也是简单点阵。正点阵为有心
点阵时，倒易点阵也是有心点阵，但有心类型可能不同，例
如：体心立方点阵的倒格子为面心立方点阵。



倒易点阵例子：六方晶格

六方晶格，惯用晶胞晶格常数为 𝑎 和 𝑐，原胞体积 Ω =√
3𝑎2𝑐/2

𝒂1 =
𝑎

2
(𝑥 −

√
3�̂�) 𝒂2 =

𝑎

2
(𝑥 +

√
3�̂�) 𝒂3 = 𝑐𝑧

𝒃1 =
2𝜋
Ω

𝒂2 × 𝒂3 =
2𝜋

√
3𝑎2𝑐/2

𝑎𝑐

2
(𝑥 +

√
3�̂�) × 𝑧

=
2𝜋
√

3𝑎
(
√

3𝑥 − �̂�)

𝒃2 =
2𝜋
√

3𝑎
(
√

3𝑥 + �̂�)

𝒃3 =
2𝜋
𝑐
𝑧

+仍然是六方格子，
绕 C轴逆时针旋转了 30◦



布里渊区

倒易点阵同样有原胞，通过平移倒格矢，可以用原胞把整个
倒空间无空隙、不重复的覆盖。
倒易点阵的Wigner-Seitz原胞称为第一布里渊区，它在固体
物理里具有非常重要的物理意义。
布里渊区的构造方法：

以某个格点为原点，做所有倒格矢的垂直平分面。这些把倒
易空间分成不同的多面体区域。
最靠近原点的平面围成的区域称为第一布里渊区。
+𝒌 属于第一布里渊区⇒原点是离 𝒌 最近的倒格点。
第一布里渊区边界和次远垂直面围成的区域称为第二布里渊
区。
+𝒌 属于第二布里渊区⇒原点是离 𝒌 第二近的倒格点。
第三、四 · · · 布里渊区
+𝒌 属于第 𝑛布里渊区⇒原点是离 𝒌 第 𝑛近的倒格点。



布里渊区例子：2D正方格子
二维正方格子的倒格子也是正方格子，第一布里渊区是一个正方
形，边长为 2𝜋/𝑎，其中 𝑎为晶格常数。

+ 第一布里渊区是连续
的多面体区域。

+ 高阶布里渊区不连续，
分成很多小块，阶数越
高，小块数目越大。

+ 所有阶数的布里渊区
具有相同的体积（面
积），而且总是可以通
过平移倒格矢到第一
布里渊区里，把第一布
里渊区不留空隙、不重
叠地填满。



第二到第九 BZ平移到第一 BZ

L. Brillouin, “Wave propagation in periodic structures”



二维六角格子的 BZ



Harrison法
可以不画出布里渊区直接判断倒空间中的点 𝒌 处在哪个区

以 𝒌 为圆（球）心，|𝒌 |为半径做圆（球）
数出这个圆（球）里包含的倒格点（包含原点）数目 𝑛

⇒ 𝒌 处于第 n个 BZ

红点在第一 BZ；
黑点在第二 BZ；
紫点在第四 BZ。



布里渊区边界
由于布里渊区界面是某倒格矢的垂直平分面，如果用表示从原点
出发、端点落在布里渊区界面上的倒易空间矢量，它必然满足方
程：

|𝒌 | = |𝒌 − 𝑮𝑚 |
𝒌 · 𝒌 = (𝒌 − 𝑮𝑚) · (𝒌 − 𝑮𝑚) = 𝒌 · 𝒌 − 2𝒌 · 𝑮𝑚𝑮𝑚 · 𝑮𝑚
𝒌 · 𝑮𝑚 = 𝑮𝑚 · 𝑮𝑚/2

该方程称作布里渊区的界面方程。



BCC的第一布里渊区

BCC的倒格子为 FCC，第一布里渊区为正 12面体。



FCC的第一布里渊区

FCC的倒格子为 BCC，第一布里渊区为截面八面体。



倒格矢和Miller指数之间的关系
+ 倒格矢 𝑮ℎ𝑘𝑙 = ℎ𝒃1 + 𝑘𝒃2 + 𝑙𝒃3 和晶面 (ℎ𝑘𝑙) 垂直，和这个晶
面的法线方向平行。

晶面法向向量和主轴的夹角

cos 𝜃𝑖 =
𝑮ℎ1ℎ2ℎ3 · 𝒂𝑖

|𝑮ℎ1ℎ2ℎ3 | · |𝒂𝑖 |
=

2𝜋ℎ𝑖
|𝑮ℎ1ℎ2ℎ3 | · |𝒂𝑖 |

𝐶𝐴 =
𝒂1

ℎ1
− 𝒂3

ℎ3

𝐶𝐴 · 𝑮ℎ1ℎ2ℎ3

= (ℎ1𝒃1 + ℎ2𝒃2 + ℎ3𝒃3) · (
𝒂1

ℎ1
− 𝒂3

ℎ3
)

= 𝒃1 · 𝒂1 − 𝒃3 · 𝒂3 = 2𝜋 − 2𝜋
= 0

𝐶𝐵 =
𝒂2

ℎ2
− 𝒂3

ℎ3

𝐶𝐵 · 𝑮ℎ1ℎ2ℎ3 = 𝒃2 · 𝒂2 − 𝒃3 · 𝒂3 = 0



倒格矢和Miller指数之间的关系
+ 晶面距离 𝑑 = 2𝜋/|𝑮ℎ𝑘𝑙 |
晶面系的面间距就是原点到 ABC面的距离，𝑮ℎ𝑘𝑙 ⊥ 𝐴𝐵𝐶 ⇒

𝑑ℎ𝑘𝑙 = 𝑂𝐴 · 𝑮ℎ𝑘𝑙/|𝑮ℎ𝑘𝑙 | =
2𝜋

|𝑮ℎ𝑘𝑙 |

倒易点阵的一个基矢是和正点阵晶格中的一族晶面相对应
的，它的方向是该族晶面的法线方向，而它的大小是该族晶
面面间距倒数的 2𝜋倍。又因为倒易点阵基矢对应一个阵点，
因而可以说：晶体点阵中的晶面取向和晶面面间距这 2个参
量在倒易点阵里只用一个点阵矢量（或说阵点）就能综合地
表达出来。
两个晶面夹角

cos 𝜃 =
𝑮ℎ𝑘𝑙 · 𝑮ℎ′𝑘′𝑙′
|𝑮ℎ𝑘𝑙 | |𝑮ℎ′𝑘′𝑙′ |

(1)
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