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6.2 导体、绝缘体和半导体的能带解释

6.3 恒定磁场中 Bloch 电子的运动
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6.1 Bloch 电子的准经典描述

6.1 Bloch 电子的准经典描述
晶体里的 Bloch 电子波包
Bloch 电子的群速度
有效质量
恒定电场下 Bloch 振荡
包络波函数和有效质量近似

经典粒子同时具有确定的位置和动量，但是由于测不准原理，服
从量子力学运动规律的粒子这两个量不可能同时确定。在自由空
间里，我们一般用“波包”来代表一个经典粒子态：用具有不同
动量的平面波组合，使得粒子的空间分布在 𝒓𝑐 附近 Δ𝒓，动量分
布在 ℏ𝒌𝑐 附近 ℏΔ𝒌 范围内。Δ𝒓Δ𝒌 ≥ 1/2 满足测不准原理。波包
的中心位置 𝒓𝑐 为粒子的位置，中心动量 ℏ𝒌𝑐 为粒子动量。

在晶体中，我们可以类似地用本征的 Bloch 波函数来组合出波
包，把它当作准经典粒子来处理。



一、晶体里的 Bloch 电子波包
H0 =

𝒑2

2𝑚
+𝑉 (𝒓) 𝑉 (𝒓) = 𝑉 (𝒓 + 𝑹)

𝑖ℏ𝜕𝑡𝜓𝑛𝒌 (𝒓) = H0𝜓𝑛𝒌 (𝒓) 𝜓𝑛𝒌 (𝒓) = 𝑒𝑖𝒌 ·𝒓𝑢𝑛𝒌 (𝒓) = 𝑒𝑖𝒌 ·𝒓𝑢𝑛𝒌 (𝒓 + 𝑹)
= 𝜀𝑛 (𝒌)𝜓𝑛𝒌 (𝒓) 𝜔𝑛 (𝒌) = 𝜀𝑛 (𝒌)/ℏ

只允许电子处于在第 𝑛 个能带

Ψ(𝒓, 𝑡) =
∑
𝒌

𝐶𝒌𝑒
−𝑖𝜔𝑛 (𝒌)𝑡𝜓𝑛𝒌 (𝒓) =

∑
𝒌

𝐶𝒌𝑒
𝑖 [𝒌 ·𝒓−𝜔𝑛 (𝒌)𝑡 ]𝑢𝑛𝒌 (𝒓)

选取适当的 𝐶𝒌，可以构造出中心在 𝒓𝑐 , 𝒌𝑐 的波包。常用的有
Gauss 型，或者方形。

𝐶𝒌 =
1
𝐶
𝑒
−𝑖𝒌 ·𝒓𝑐− (𝒌−𝒌𝑐 )2

2Δ2 Gaussian

𝐶𝒌 =


1
𝐶 𝑒−𝑖𝒌 ·𝒓𝑐 |𝒌 − 𝒌𝑐 | < Δ/2

0 otherwise
方形



晶体里的波包

假设 Δ𝒌 很小，𝑢𝑛𝒌 (𝒓) 可以用 𝒌𝑐 点的 𝑢𝑛𝒌𝑐
(𝒓) 近似。对于方形的 𝐶𝒌，

Ψ(𝒓, 𝑡) =
∑
𝒌

𝐶𝑘𝑒
𝑖 [𝒌 ·𝒓−𝜔𝑛 (𝒌)𝑡 ]𝑢𝑛𝒌 (𝒓) 𝒌 = 𝒌𝑐 + 𝜉

' 1
𝐶
𝑢𝑛𝒌𝑐

(𝒓)
ˆ 𝒌𝑐+Δ𝒌/2

𝒌𝑐−Δ𝒌/2
𝑒𝑖𝒌 · (𝒓−𝒓𝑐)−𝑖𝜔𝑛 (𝒌)𝑡𝑑𝒌 𝜔𝑛 (𝒌) ' 𝜔𝑛 (𝒌𝑐) + 𝒗𝑛 (𝒌𝑐)𝜉

' 1
𝐶
𝑢𝑛𝒌𝑐

(𝒓)𝑒𝑖𝒌𝑐 · (𝒓−𝒓𝑐)−𝜔𝑛 (𝒌𝑐)𝑡
ˆ Δ𝒌/2

−Δ𝒌/2
𝑒𝑖 𝜉 · (𝒓−𝒓𝑐)−𝑖𝒗𝑛 (𝒌𝑐)𝑡 ·𝜉 𝑑𝜉

=
1
𝐶
𝑢𝑛𝒌𝑐

(𝒓)𝑒𝑖𝒌𝑐 · (𝒓−𝒓𝑐)−𝜔𝑛 (𝒌𝑐)𝑡 2 sin{Δ𝒌 [𝒓 − 𝒓𝑐 − 𝒗𝑛 (𝒌𝑐)𝑡]/2}
|𝒓 − 𝒓𝑐 − 𝒗𝑛 (𝒌𝑐)𝑡 |

= 𝜓𝑛𝑘𝑐 (𝒓)
�� ��𝒌𝑐 处的 Block 波函数 ×Ψ𝑛 (𝒓, 𝑡)

�� ��包络波函数

+ 波函数可以分成两部分的乘积，一部分是波包中心 𝒌𝑐 处的
Bloch 波函数，一部分是包络波函数。

+ 取不同 𝐶𝒌，包络波函数不同。



晶体里的波包

|Ψ(𝒓, 𝑡) |2 ∝ |𝑢𝑛𝒌𝑐
(𝒓) |2×{

sinΔ𝒌 [𝒓 − 𝒓𝑐 − 𝒗𝑛 (𝒌𝑐)𝑡]/2
Δ𝑘 [𝒓 − 𝒓𝑐 − 𝒗𝑛 (𝒌𝑐)𝑡]/2

}2

空间分布分为包络函数和晶格周期函数的乘积。
+ 包络部分描述波包。晶格周期部分代表周期势的作用。



晶体里的波包

|Ψ(𝒓, 𝑡) |2 ∝ |𝑢𝑛𝒌𝑐
(𝒓) |2×{

sinΔ𝒌 [𝒓 − 𝒓𝑐 − 𝒗𝑛 (𝒌𝑐)𝑡]/2
Δ𝑘 [𝒓 − 𝒓𝑐 − 𝒗𝑛 (𝒌𝑐)𝑡]/2

}2

𝑡 时刻，波包中心在 𝒓𝑐 (𝑡) = 𝒓𝑐 + 𝒗𝑛 (𝒌𝑐)𝑡，空间扩展为 2𝜋
Δ𝑘 。

波包中心随时间移动，速度为

𝒗𝑛 (𝒌) =
𝑑𝜔𝑛 (𝒌𝑐)

𝑑𝒌
=

𝑑𝜀𝑛 (𝒌𝑐)
𝑑ℏ𝒌

→ 1
ℏ
∇𝒌𝜀𝑛 (𝒌𝑐)

+ 这是波包的群速度，可以当作准粒子的速度。



晶体里的波包

|Ψ(𝒓, 𝑡) |2 ∝ |𝑢𝑛𝒌𝑐
(𝒓) |2×{

sinΔ𝒌 [𝒓 − 𝒓𝑐 − 𝒗𝑛 (𝒌𝑐)𝑡]/2
Δ𝑘 [𝒓 − 𝒓𝑐 − 𝒗𝑛 (𝒌𝑐)𝑡]/2

}2

准经典粒子图像可以成立的条件
Δ𝑘 比较小，远小于第一布里渊区，Δ𝑘 � 𝜋/𝑎，Δ𝑥Δ𝑘 ≥ 1/2

+Δ𝑥 � 𝑎。只有波包尺寸远大于晶格，才能把电子当成准经
典粒子处理。

+ 波包尺寸远大于晶格时，晶格周期函数部分 |𝑢𝑛𝒌𝑐
(𝒓) |2 只

给波包增加一定的细致结构，但不改变整体外形。



晶体里的波包

严格计算
波包中心位置可以通过计算电子位置的平均值
𝒓𝑐 (𝑡) = 𝒓̄ (𝑡) = 〈Ψ(𝑡) | 𝒓̂ |Ψ(𝑡)〉 =

´
|Ψ(𝒓, 𝑡) |2𝒓 𝑑𝒓。

+ 在忽略掉 𝑢𝑛𝒌 对 𝒌 的依赖后，得到的结果和前面计算完全
相同：𝒓𝑐 (𝑡) = 𝒓𝑐 + 𝒗𝑛 (𝒌𝑐)𝑡

+ 考虑 𝑢𝑛𝒌 对 𝒌 的依赖的一阶效应，有一个修正项：

𝒓𝑐 (𝑡) = 𝒓𝑐 + 𝒗𝑛 (𝒌𝑐)𝑡 + 𝑖〈𝑢𝑛𝒌𝑐
|∇𝒌𝑢𝑛𝒌𝑐

〉
𝒗 = ¤𝒓𝑐 (𝑡) = 𝒗𝑛 (𝒌𝑐) + ¤𝒌𝑐 × [𝑖∇𝒌 × 〈𝑢𝑛𝒌𝑐

|∇𝒌𝑢𝑛𝒌𝑐
〉]

= 𝒗𝑛 (𝒌𝑐) + ¤𝒌𝑐 ×𝛀𝑛 (𝒌𝑐)

+反常速度，和波函数的几何结构有关



二、晶格中的电子群速度

𝒗𝑛 (𝒌) = 1
ℏ∇𝒌𝜀𝑛 (𝒌)

电子速度由晶格里的能谱决定，只取决于 𝒌 和能量 𝜀𝑛 (𝒌)。
速度方向
电子速度方向 𝒌 空间里能量梯度的方向，即垂直于等能面。

在自由空间，𝜀(𝒌) = ℏ2𝒌2/(2𝑚)，等能面是球面。电子速度
方向和 𝒌 同向。

一般情况下，晶体里的等能面并非球面，因此 𝒗 和 𝒌 并不平
行。



二、晶格中的电子群速度

𝒗𝑛 (𝒌) = 1
ℏ∇𝒌𝜀𝑛 (𝒌)

速度大小
自由空间里，速度正比于 𝒌，|𝒌 | 越大，速度越大。

但在晶体里，这种单调关系不复存在。在能带底或者能带顶，
𝜀𝑛 (𝒌) 取极值，𝒗𝑛 (𝒌) 为零。

例如在 TBA下，s轨道对应的能带 𝜀𝑠 (𝑘) = 𝜀𝑠−𝐽0−2𝐽1 cos 𝑘𝑎，
𝑣𝑠 (𝑘) = 2𝐽1 sin 𝑘𝑎。因此群速度在 Γ 点处为零；随着 k 增加，
群速度先增加；直到 𝑘 = 𝜋/(2𝑎)，达到最大；然后开始减少，
到了布里渊区边界 𝑘 = 𝜋/𝑎，又变为零。近自由电子模型里，
有类似的情况。

不同能带，群速度可能非常不同。例如一维的近自由电子模
型，在最低能带里，𝑣1(𝑘) 和 𝑘 同号；在第二个能带里，𝑣2(𝑘)
和 𝑘 反号。



晶格中的电子速度

𝒗𝑛 (𝒌) = 1
ℏ∇𝒌𝜀𝑛 (𝒌)

电子速度由晶格里的能谱决定，只取决于 𝒌 和能量 𝜀𝑛 (𝒌)。
在完美的晶格里，量子数 𝑛 和 𝒌 不会发生改变。因此如果
一开始电子处于确定的状态 |𝜓𝑛𝒌 〉，以后就一直不会改变。
𝒗𝑛 (𝒌) 也就不会改变。因此电子的速度是一个常数，电子将
以这个速度在晶体中不断运动，而不会被晶格所阻碍。这是
因为晶格周期势对电子的影响已经包含在能谱 𝜀𝑛 (𝒌) 里了，
不需要额外考虑。

任何偏离完美周期性的因素都会引起电子散射，改变其量子
数 𝑛 和 𝒌，从而改变速度。
例如热运动使得离子实改变位置，从而破坏周期性。从准粒
子的语言可以认为是电子和声子发生碰撞，从而改变速度。
再入，晶体里存在的缺陷也会破坏周期性，导致电子散射。

外加电磁场也会改变电子速度。



三、有效质量

Bloch 电子在外电场中的加速
外电场 𝑭 = −𝑒𝑬：

𝑑𝑊 = 𝑭 · 𝑑𝒓 = 𝑭 · 𝒗𝑛 (𝒌)𝑑𝑡
= 𝜀𝑛 (𝒌 + 𝑑𝒌) − 𝜀𝑛 (𝒌) = ∇𝒌𝜀𝑛 (𝒌) · 𝑑𝒌 = ℏ𝒗𝑛 (𝒌) · 𝑑𝒌
𝑑𝒌

𝑑𝑡
=

1
ℏ
𝑭

严格的说，这么推导只对 𝒌 中平行于 𝑭 分量才成立。我们可以
通过求解波函数 |Ψ(𝑡)〉 在考虑外场之后的 Hamiltonian （H =
H0 − 𝑭 · 𝒓）作用下的 Schördinger 方程，求出波包中心波矢
𝒌𝑐 (𝑡) = 𝒌̄ (𝑡) = 〈Ψ(𝑡) |𝒌 |Ψ(𝑡)〉 随时间的演化。如果不考虑其它能
带的影响，得到的结果就是 ℏ ¤𝒌𝑐 = 𝑭。

外电场 𝑭 = −𝑒𝑬： ℏ ¤𝒌 = 𝑭 = −𝑒𝑬
准动量
在自由空间中，有同样的关系，ℏ𝒌 就是电子动量，因此这个
关系相当于 Newtown 第二定律，表示电子在外电场下的加
速。
在晶体里，这个方程描述 Bloch 电子的准动量 ℏ𝒌 在外电场
中的加速。
准动量并不是电子的真正的动量

准动量的改变只是外场的作用，而真正电子动量的改变是包
括晶格势场在内的和作用力的结果。
ℏ𝒌 是晶格平移算符的本征值，而不是电子动量 𝒑 的本征值。

𝒑̄ = 〈𝜓𝑛𝒌 | 𝒑 |𝜓𝑛𝒌 〉 =
ˆ

𝑑𝒓 𝑢∗
𝑛𝒌𝑒

−𝑖𝒌 ·𝒓 (−𝑖ℏ∇𝒓 )𝑒𝑖𝒌 ·𝒓𝑢𝑛𝒌

= ℏ𝒌 − 𝑖ℏ
ˆ

𝑢∗
𝑛𝒌 (∇𝒓𝑢𝑛𝒌 ) 𝑑𝒓

在研究晶体中电子运动时，准动量比真实动量更有用。



三、有效质量

Bloch 电子在外电场中的加速
外电场 𝑭 = −𝑒𝑬： ℏ ¤𝒌 = 𝑭 = −𝑒𝑬

准动量
在自由空间中，有同样的关系，ℏ𝒌 就是电子动量，因此这个
关系相当于 Newtown 第二定律，表示电子在外电场下的加
速。
在晶体里，这个方程描述 Bloch 电子的准动量 ℏ𝒌 在外电场
中的加速。

准动量并不是电子的真正的动量
准动量的改变只是外场的作用，而真正电子动量的改变是包
括晶格势场在内的和作用力的结果。
ℏ𝒌 是晶格平移算符的本征值，而不是电子动量 𝒑 的本征值。

𝒑̄ = 〈𝜓𝑛𝒌 | 𝒑 |𝜓𝑛𝒌 〉 =
ˆ

𝑑𝒓 𝑢∗
𝑛𝒌

𝑒−𝑖𝒌 ·𝒓 (−𝑖ℏ∇𝒓 )𝑒𝑖𝒌 ·𝒓𝑢𝑛𝒌

= ℏ𝒌 − 𝑖ℏ
ˆ

𝑢∗
𝑛𝒌
(∇𝒓𝑢𝑛𝒌 ) 𝑑𝒓

在研究晶体中电子运动时，准动量比真实动量更有用。



有效质量

电子在实空间的加速度

a𝑖 =
𝑑𝒗𝑖 (𝒌)
𝑑𝑡

=
𝑑𝒌 𝑗

𝑑𝑡

𝜕𝒗𝑖 (𝒌)
𝜕𝒌 𝑗

=
𝐹𝑗

ℏ
𝜕2𝜀(𝒌)
ℏ𝜕𝒌 𝑗𝜕𝒌𝑖

= 𝐹𝑗

( 1
←→𝑚 ∗

)
𝑗𝑖( 1

←→𝑚 ∗
)
𝑖 𝑗
=

1
ℏ2

𝜕2𝜀𝑛 (𝒌)
𝜕𝒌𝑖𝜕𝒌 𝑗

一维情况，有效质量是一个数：𝑚∗ = ℏ2/𝑑
2𝜀𝑛 (𝑘)
𝑑𝑘2

在晶体里，当把加速度在形式上写成仅由外力引起的形式时，
外力与加速度之间的关系显然不是由电子的惯性质量所联系
的，而必须引入一个有效质量的概念，它计入了周期场的影
响。



有效质量

有效质量反比于能带的曲率，曲率越大，有效质量越小，反
之，有效质量越大。

通常说来，能带宽度越大，曲率也越大，有效质量越小；反
之，能带越窄，有效质量越大：平带材料，有效质量无穷大。
+ 重费米子，𝑚∗ > 100𝑚𝑒。



有效质量

由于周期场中电子的能量 𝜀𝑛 (𝑘) 与 𝑘 的函数关系不是抛物
线关系，因此，电子的有效质量不是常数，𝑚∗ 与 𝑘 有关。



有效质量

在能带底，𝜀𝑛 (𝒌) 极小，𝑑2𝜀𝑛/𝑑𝑘2 > 0，有效质量 𝑚∗ > 0。
在能带底，𝜀𝑛 (𝒌) 极大，𝑑2𝜀𝑛/𝑑𝑘2 < 0，有效质量 𝑚∗ < 0。
+ 在 𝑘 空间的这个区域，晶格对电子产生一个很大的阻力，
以致压制住外力，并产生一个与外力反向的加速度。
+ 这个结果也可以引入空穴的概念，让有效质量保持正号，
但电荷反号来理解。



有效质量

有效质量张量 ←→𝑚 ∗ = ℏ2 [∇𝒌∇𝒌𝜀𝑛 (𝒌)]−1；

倒有效质量张量
←→
𝑚∗−1 = [∇𝒌∇𝒌𝜀𝑛 (𝒌)]/ℏ2。

晶体场的作用被包括在有效质量里，加速度可以表示为倒有
效质量和外力的乘积。

（倒）有效质量是一个对称的张量。

+ 电子加速度方向 a =
←→
𝑚∗−1 · 𝑭 通常和外力不平行。

可以取主轴方向，把 𝑚∗ 对角化。

1
𝑚∗

=
1
ℏ2

©­­­­«
𝑑2𝜀𝑛
𝑑𝑘2

𝑥
𝑑2𝜀𝑛
𝑑𝑘2

𝑦

𝑑2𝜀𝑛
𝑑𝑘2

𝑧

ª®®®®¬
=

©­­«
1
𝑚∗𝑥

1
𝑚∗𝑦

1
𝑚∗𝑧

ª®®¬
一般情况下，三个有效质量不同，各向异性，𝜀𝑛 (𝒌) = 𝜀𝑛0 +
ℏ2𝑘2

𝑥
2𝑚∗𝑥
+ ℏ2𝑘2

𝑦

2𝑚∗𝑦
+ ℏ2𝑘2

𝑧

2𝑚∗𝑧
等能面是一个椭球面。在高对称点上，三个

有效质量相同，张量退化为标量，等能面是一个球面。



有效质量

晶体动量 ℏ𝒌，群速度 𝒗(𝒌) 和有效质量 𝑚∗ 这几个概念，对
研究晶体里的电子运动具有非常重要的作用。借助它们，我
们可以忽略晶格力，因为这个力我们无法知道，也不像外力
那么容易控制。

在导体里参与物理过程的电子能量范围很窄，波矢范围
|Δ𝒌 | � 𝜋/𝑎。因此有效质量可以基本上认为时不随 |𝒌 | 变化
的。引入有效质量后，Bloch 电子的行为很像自由电子，尤
其是在价带顶或者导带底的时候。

有效质量可以通过测量某些物理量获得，例如电子热容、在
磁场里的回旋频率等。
𝐶𝑉 = 𝛾𝑇 ∝ 𝑚∗𝑇。

+ 不同实验，涉及到的过程并不相同，因此得到的有效质量
可能不同，尤其在各向异性的材料里。



四、恒定电场下 Bloch 振荡
外加 −𝑥 方向的电场 𝐸，不考虑散射，Bloch 电子受电场加速。

在 𝑘 空间作匀速运动， ¤𝑘 = 𝐹/ℏ = 𝑒𝐸/ℏ。
由于 BZ 的周期性，电子从 BZ 右端（𝐴）
出去，等价于从左端（𝐴′）进来。

在实空间：从 𝑂 到 𝐴 时，速度为正，电子向右运动。速度
先增加后减小，到 𝐴 点速度为零。然后在 k-空间从 𝐴 到 𝐵
（或者从 𝐴′ 到 𝑂）时，实空间里速度反向，
电子向左运动从 𝐴 回到 𝑂。

𝑘-空间里的运动 实空间里的运动

+

�

�

�

�
电子在实空间里
也是周期运动 ⇒
电子在实空间是
局域的

+

�
�

�

电子在 k 空

间周期运动

Ziman, P190, Fig 112



四、恒定电场下 Bloch 振荡
Bloch 振荡周期

𝑑𝑘

𝑑𝑡
=

𝐹

ℏ
=
𝑒𝐸

ℏ

𝑇 =
˛
𝐵𝑍

𝑑𝑡 =
˛
𝐵𝑍

𝑑𝑘
¤𝑘

=
ˆ 𝜋/𝑎

−𝜋/𝑎

ℏ𝑑𝑘
𝑒𝐸

=
2𝜋ℏ
𝑒𝐸𝑎

𝜔𝐵 =
2𝜋
𝑇

=
𝑒𝐸𝑎

ℏ

𝑘-空间里的运动 实空间里的运动
Ziman, P190, Fig 112



Bloch 振荡观测条件
Bloch 振荡实际上很难观察到
晶体里存在各种散射，平均两次散射的时间间隔 𝜏 ∼ 10−14s。
Bloch 振荡周期 𝑇 = 2𝜋ℏ/(𝑒𝐸𝑎)。能够观察到这个振荡的话，
要求 𝑇 ≲ 𝜏。取 𝑎 = 3Å，要求 𝐸 ≳ 2 × 105 V/cm。这在金属
里无法达到。而在绝缘体，或者半导体里，被击穿。
在高维材料，对外场方向很敏感。
半导体超晶格，𝑎 ∼ 10 nm，沿这个方向的话，要观察到 Bloch
振荡的话，𝐸 ∼ 103 V/cm，可以实现。



Wannier-Stark 台阶
周期的晶体场下，电子本征波函数是扩展的 Bloch 波，等几
率占据所有的原胞，能量分为不同能带。

外加电场 ⇒ 电子在某一点附近作局域的周期振荡，周期为
𝜔𝐵 = 𝑒𝐸𝑎/ℏ ⇒ 沿着电场方向电子运动进一步量子化，能量
间隔为 ℏ𝜔𝐵

严格计算发现外加强电场下晶体中电子本征态是确实是局域
化的：电子波函数局限在某个原胞附近，本征能量等间隔出
现，状如台阶，因此被称为 Wannier-Stark 台阶。本征态能
量间隔 Δ𝜀 = ℏ𝜔𝐵 = 𝑒𝐸𝑎。

电场越大，局域化越严重。



强场下的 Zener 隧穿/击穿
当外加电场比较强大时，有可能出现电子从一个能带隧穿到
能量更高的能带里。这种现象称为 Zener 隧穿。

k 空间里的 Zener 隧穿 实空间里的 Zener 隧穿



强场下的 Zener 隧穿/击穿
在讨论 Bloch 振荡时，我们只考虑一个能带。电子从 O 到
A 时，能量逐渐增加，从带底跑到带顶。在 A 点发生 Bragg
反射，在 k 空间里从 𝐴 → 𝐵（或者 𝐴′ → 𝑂），实空间里运
动反向。电子在实空间里不能继续往前运动，否则的话能量
会跑到禁区里。

k 空间里的 Zener 隧穿 实空间里的 Zener 隧穿



强场下的 Zener 隧穿/击穿
如果上面还有一个能带的话，假设带底在 𝐴′′（𝑘𝐴′′ = 𝑘𝐴），
禁带宽度为 E𝑔𝑎𝑝，那么电子可能发生从 𝐴 到 𝐴′′ 的量子跃
迁。在实空间上看，是电子突然从 𝐴 跨过一个距离 𝑑，隧穿
到 𝐴′′，其中 𝑑 = E𝑔𝑎𝑝/(𝑒𝐸)。此即 Zener 隧穿。

k 空间里的 Zener 隧穿 实空间里的 Zener 隧穿



强场下的 Zener 隧穿/击穿
发生 Zenner 隧穿时，电子实空间位置改变。 电子从静电场
里获得能量 𝑒𝐸𝑑 = E𝑔𝑎𝑝，从低能态跃迁到高能态上。

+ 注意和光激发的区分：光激发时，电子位置不发生改变。
电子从频率为 𝜔 = E𝑔𝑎𝑝/ℏ 的交变电场（光场）里吸收能量。

k 空间里的 Zener 隧穿 实空间里的 Zener 隧穿



强场下的 Zener 隧穿/击穿
Zener 隧穿发生几率
电场增加后，电子发生 Zener 隧穿的几率变大，载流子数目
变多。因为这个指数关系，电场加大到一定程度，电流会随
电场变大而迅速变大 + Zener 击穿
+ Zener 二极管

k 空间里的 Zener 隧穿 实空间里的 Zener 隧穿



Zener 隧穿的计算
[
−ℏ

2𝜕2
𝑥

2𝑚
+𝑉 (𝑥) + 𝑢(𝑥)

]
𝜓 = 𝜀𝜓

𝑉 (𝑥) = 𝑉 (𝑥 + 𝑎)
𝑢(𝑥) = −𝑒𝐸 (𝑥 − 𝑥0)

𝑥0 = (𝑥1 + 𝑥2)/2

𝐺 = 2𝜋
𝑎 , 𝑘0 = 𝐺

2 = 𝜋
𝑎 ,

𝑘 = 𝑘0 + 𝜅, 𝜀 = 𝜀0 + 𝜖

𝜓1𝑘 (𝑥) ' 𝑒𝑖𝑘𝑥𝑢1𝑘 (𝑥) 𝑥 < 𝑥1

= 𝑒𝑖𝑘𝑥

𝜓2𝑘 (𝑥) ' 𝑒𝑖𝑘𝑥𝑢2𝑘 (𝑥) 𝑥 > 𝑥2

= 𝑒𝑖 (𝑘−𝐺)𝑥

Δ𝜀𝑔𝑎𝑝 = 𝜀2(𝑘0) − 𝜀1(𝑘0) = 2|𝑉𝐺 |

Ziman, “Principles of the Theory of
Solids”, pp190-196



Zener 隧穿的计算

𝑘 = 𝑘0 + 𝜅

H(𝑥) =
(
ℏ2𝑘2

2𝑚 + 𝑢(𝑥) 𝑉𝐺

𝑉∗𝐺
ℏ2 (𝑘−𝐺)2

2𝑚 + 𝑢(𝑥)

)
=

(
ℏ2 (𝑘0+𝜅)2

2𝑚 + 𝑢(𝑥) 𝑉𝐺

𝑉𝐺
ℏ2 (−𝑘0+𝜅)2

2𝑚 + 𝑢(𝑥)

)
=

(
𝜀0 + ℏ2𝑘0𝜅

𝑚 + 𝑢(𝑥) 𝑉𝐺

𝑉∗𝐺 𝜀0 − ℏ2𝑘0𝜅
𝑚 + 𝑢(𝑥)

)
0 = (𝜖 − 𝑢)2 −

(ℏ2𝑘0

𝑚

)2
𝜅2 −𝑉2

𝐺 = (𝜖 − 𝑢)2 − 2𝜀0ℏ2𝜅2

𝑚
−𝑉2

𝐺

𝜖 − 𝑢(𝑥1) = −|𝑉𝐺 | 𝜖 − 𝑢(𝑥2) = |𝑉𝐺 |
𝑒𝐸𝑑 = 2|𝑉𝐺 | = 𝜀𝑔𝑎𝑝 𝜖 − 𝑢(𝑥0) = 0



Zener 隧穿的计算
以 𝑥0 为原点，𝜖 = 0，

𝜅2 =
𝑚

2ℏ2𝜀0
[𝑢2(𝑥) −𝑉2

𝐺] =
𝑚

2ℏ2𝜀0
[(𝑒𝐸𝑑)2 𝑥

2

𝑑2 −𝑉
2
𝐺]

=
𝑚

2ℏ2𝜀0
|𝑉𝐺 |2

[ (2𝑥)2
𝑑2 − 1

]
< 0 for − 𝑑/2 < 𝑥 < 𝑑/2

= −
𝑘2

0 |𝑉𝐺 |2

4𝜀2
0

[
1 − (2𝑥)

2

𝑑2

]
𝜅2(𝑥) = −𝛽2(𝑥)

𝑃 ∝ exp
{
−2
ˆ 𝑑/2

−𝑑/2
𝛽(𝑥)𝑑𝑥

}
= exp

{
−𝜋𝑘0𝑑 |𝑉𝐺 |

4𝜀0

}
= exp

{
−
𝜋2𝜀2

𝑔𝑎𝑝

8𝜀0𝑒𝐸𝑎

}



五、包络波函数和有效质量近似

H0 =
𝒑2

2𝑚
+𝑉 (𝒓) 𝑖ℏ𝜕𝑡𝜓𝑛𝒌 = H0𝜓𝑛𝒌 = 𝜀𝑛 (𝒌)𝜓𝑛𝒌

H =
[ 𝒑 + 𝑒𝑨(𝒓, 𝑡)]2

2𝑚
+𝑉 (𝒓) +𝑈 (𝒓, 𝑡) 𝑖ℏ𝜕𝑡Ψ = HΨ

Ψ(𝒓, 𝑡) = Ψ𝑛 (𝒓, 𝑡)𝜓𝑛𝒌0
(𝒓)

𝑖ℏ𝜕𝑡Ψ𝑛 (𝒓, 𝑡) = H𝑛Ψ𝑛 (𝒓, 𝑡)
H𝑛 = 𝜀𝑛 (𝒌0 + 𝒑 + 𝑒𝑨) +𝑈
= 𝜀𝑛 (𝒌0 − 𝑖ℏ∇𝒓 + 𝑒𝑨) +𝑈

+

�
�

�

H𝑛 可以看成是一个有效哈密顿量，它描述第 𝑛 个能带的准

电子在外场 𝑨(𝒓, 𝑡) 和 𝑈 (𝒓, 𝑡) 中的运动。

+

'

&

$

%

当外场变化比较缓慢时，电子不会被
激发到其它带上。我们可以把波函
数分成两个部分的乘积，其中 Ψ𝑛 为
包络函数，它是波函数中缓慢变化部
分。𝜓𝑛𝑘0 是周期场里的本征波函数，
是快变部分。



包络函数和有效质量近似

进一步假设电子准动量的扩展比较小，集中在 𝒌0 附近，我们可
以把 𝜀𝑛 (𝒌) 在 𝒌0 处展开，只保留最低的一两项。选取 𝒌0 为能
带的极值点，例如导带底和价带顶，在这个点上电子的群速度为
零，我们可以进一步简化。

H𝑛 = 𝜀𝑛 (ℏ𝒌0 + 𝒑 + 𝑒𝑨) +𝑈

' 𝜀𝑛 (ℏ𝒌0) + ( 𝒑 + 𝑒𝑨)𝑖

�
�

�



𝜕𝜀𝑛 (𝒌0)
ℏ𝜕𝑘𝑖

= 𝒗𝑖 (𝒌0) = 0（在极值点上）

+ ( 𝒑 + 𝑒𝑨)𝑖

�
�

�



𝜕2𝜀𝑛
2ℏ2𝜕𝑘𝑖𝜕𝑘 𝑗

=
1

2𝑚∗𝑖 𝑗
( 𝒑 + 𝑨) 𝑗 + · · · +𝑈

' 𝜀𝑛 (𝒌0) + ( 𝒑 + 𝑒𝑨)
1

2←→𝑚 ∗
( 𝒑 + 𝑒𝑨) +𝑈

' 𝜀𝑛 (𝒌0) + ( 𝒑 + 𝑒𝑨)
1

2←→𝑚 ∗
( 𝒑 + 𝑒𝑨) +𝑈



包络函数和有效质量近似

𝑖ℏ𝜕𝑡Ψ𝑛 (𝒓, 𝑡) = H𝑛Ψ𝑛 (𝒓, 𝑡)

H𝑛 = 𝜀𝑛 (𝒌0) + ( 𝒑 + 𝑒𝑨)
1

2←→𝑚 ∗
( 𝒑 + 𝑒𝑨) +𝑈

这个近似下，晶格场的作用完全体现在有效质量张量 𝑚∗ 里。在
各向同性情况下晶体里的准电子的运动和真正的自由电子几乎没
有区别，唯一的不同只有质量。
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